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RELATIONS BINAIRES ENTRE PARTITIONS

V. DUQUENNE*, B. MONJARDET**

I. INTRODUCTION

Le treillis des partitions (ou des équivalences) d’un ensemble fini est une

structure algébrique et combinatoire présente dans de nombreux domaines. Dé-

fini initialement par Birkhoff (1935), il a été étudié de façon approfondie

par Dubreil et Dubreil-Jacotin (1939) puis par Ore (1942). On en trouve une

description insistant sur ses propriétés 4e nature géométrique dans Barbut

(1968) ou Barbut et Monjardet (1970). Ce treillis fait d’ailleurs partie de

la classe des treillis géométriques, dont on connait l’importance dans les

développements actuels de la combinatoire (voir notamment Crapo et Rota (~1971)

et Aigner (1979) ).

Nous nous proposons dans ce texte, de donner une vue d’ensemble sur

plusieurs relations binaires définies dans ce treillis, c’est-à-dire sur des

relations binaires entre partitions (ou équivalences)d’un ensemble (fini).

La plupart de ces relations ont été introduites par les Dubreil et Ore,
à partir de diverses considérations mathématiques; par exemple la recherche

de sous-treillis ou d’identités particulières, ou la permutabilité d’équiva-
lences. Cette direction a été poursuivie ultérieurement par Aigner (1972),
dont il faut signaler l’importante contribution.

* Equipe de Mathématique et Psychologie, Université Paris V, 12 rue Cujas,
75005 Paris, et Laboratoire de psychologie expérimentale.

** Centre de Mathématique Sociale, 54 bd Raspail, 75270 Paris Cedex, et Uni-
versité Paris V.
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Des relations entre partitions interviennent notamment pour formaliser
la planification et l’analyse des données expérimentales : voir Rouanet et

Lépine (1977) qui ont consacré à ce thème un numéro spécial d’Informatique
et Sciences Humaines. Schématiquement, on peut dire que les observations
d’une expérience sont décrites dans le produit U Fk d’une famille de fac-

K

teurs; les modalités d’un facteur de base : Fk = {Fk Fk Fk1 étant asso-1 2 n

ciés de manière bijective aux niveaux d’une même var2abZe 2ndépendante qui
reflète l’une des dimensions retenues pour caractériser les conditions expé-
rimentales. Parallèlement un facteur de base induit. une partition des ob-
servations dont les classes correspondent à ses modalités. On conçoit donc

que des relations entre facteurs expérimentaux se traduisent par des rela-
tions entre partitions, et que les propriétés algébriques des plans d’expé-
riences s’expriment aisément dans le treillis des partitions.

La combinaison des relations sur les facteurs de base, de croisement

(voir III), et d’embo2tement (relation d’ordre entre partitions associées),
conduit, sous certaines restrictions, à une classe de plans privilégiée du

point de vue statistique : leâ mixed designs des manuels anglo-saxons (voir

par exemple Lee (1975, p. 62) qui en exhibe quelques propriétés), ou plans

quasi-complets des articles parus dans Mathématiques et Sciences Humaines;
sur ce sujet cf. Ehrlich (1975), et Lépine (1977) qui en formalise certaines

propriétés algébriques. Ces plans possèdent, même lorsqu’ils sont à emboite-

ments non équilibrés, des propriétés de régularités aptes à en faciliter le

traitement sur ordinateur (voir Duquenne (1977)). Pour tenir compte de la

présence de lacunes dans les observations recueillies sans pour autant s’éloi-

gner trop de la structure de cette classe de plans, on peut considérer utile-

ment des relations plus générales que celle de croisement (voir Duquenne

(1980)), telles que la permutabilité et la connexion qui seront étudiées en

III et IV.

Notons qu’en général de telles relations donnent lieu à des caractéri-
sations de natures diverses. Par exemple, une propriété comme la 3-permutab2-
lité de deux équivalences (i. e. RSR = SRS) se présente d’abord comme une con-

dition portant sur la composition de ces deux relations d’équivalence, mais

elle correspond, du point de vue latticiel à la propriété classique de paire
comodulaire; une troisième interprétation "graphique" celle-là, porte sur le

diamètre du graphe biparti associé à R et S (voir II et IV).
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Ainsi, certaines propriétés des relations sur les partitions découlent

de résultats établis pour des treillis moins particuliers que celui des par-

titions, comme les treillis géométriques ou même relativement complémenus;
d’autres résultats s’obtiennent plus aisément en considérant les graphes bi-

partis associés aux partitions et quelques propriétés élémentaires de théorie

des graphes. Par souci d’unité, ne seront développés dans le corps du texte

que les notions et résultats spécifiques au treillis des partitions (ou des

équivalences), réservant en annexe ce qui se définit ou s’obtient dans des

structures plus générales. Nous n’avons développé les démonstrations que des

résultats apparemment nouveaux, donnant parfois quelques indications pour les

propriétés classiques.

Le paragraphe II résume les notions de base sur les partitions et les

relations d’équivalence, et précise nos notations. On étudie en III la rela-

tion symétrique de permutabilité;notée 0, entre deux partitions (RS = SR

pour les équivalences associées), ainsi que deux renforcements de cette rela-

tion : le croisement, noté *, et l’associabilité. Pour ces relations, comme

pour la plupart de celles qui seront étudiées ici, on donnera les divers ty-

pes de caractérisation (latticielle, relationnelle ou graphique), et des pro-

priétés relatives à leur hérédité. Le paragraphe IV est consacré à la rela-

tion symétrique de paire modulaire et à des relations non-symétriques :
celle de couple co-modulaire notée M* est classique et correspond à une pro-
priété de modularité locale; la relation notée ici D*, qui traduit elle une

condition de distributivité locale, se trouve être plus forte que M* dans

les treillis relativement complémentés; enfin dans le treillis des partitions,
une relation notée A* s’intercale entre M* et D*.

Au paragraphe V., on considère les symétrisées des relations précéden-
tes. En particulier on introduit en renforçant la symétrisée de M* une nou-

velle relation, baptisée connexion, intéressante dans le contexte de l’ana-

lyse des données expérimentales car elle formalise l’idée de lacunes dans un

croisement, tout en conservant certaines propriétés de la relation de croise-

ment, notamment d’hérédité.

En conclusion, le paragraphe VI synthétise une partie des résultats é-

noncés en montrant que l’ensemble ordonné par implication des quinze relations

symétriques définies dans le texte est un fl-demi-treillis. Ce paragraphe se

termine par trois problèmes.

L’Annexe Al rappelle les notions indispensables ici sur les treillis.
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Les Annexes A2 et A3 sont consacrées aux relations M* et D* dans un treillis

d’abord quelconque, puis dans les treillis relativement complémentés et géo-

métriques. Enfin la dernière Annexe rassemble le vocabulaire nécessaire de

théorie des graphes. Nous ne nous intéressons ici qu’à des relations binaires

entre partitions; on pourrait plus généralement considérer des relations n-

aires. De telles relations interviennent dans la planification d’expériences,
où elles sont construites le plus souvent à partir des relations binaires

étudiées ici. Pour ces développements on se reportera à la thèse de V. Du-

quenne (1980).

NB : les paragraphes sont numérotés : I, ..., VI, les annexes Al,...,A4.

Dans chaque paragraphe les théorèmes, propositions ... sont numérotés

1, 2, ... Pour désigner la condition (e) de la proposition 4 du para-

graphe III, on écrit 4(e) en III et III.4(e) ailleurs.

II. TREILLIS DES PARTITIONS ET DES RELATIONS D’EQUIVALENCE
Soit X un ensemble; une partition de X est un ensemble de parties disjointes
et non vides de X dont l’union égale X. Nous notons ~r, p, a ... des parti-
tions de X, dont les classes seront énumérées quand cela sera nécessaire, en

les indiciant "en bas" : r = (iTi 97r 2" "’Tp ) ... réservant les indices "en haut"
P

pour énumérer des familles de partitions : A toute artition ir

de X est associée une relation d’équivalence sur X, no tée R 
~ 

et caractérisée

par :

xR x’ ssi(*) x et x’ appartiennent à une même classe de x.

L’ensemble Px des partitions de X est ordonné par la relation de finesse :

p ssi toute classe de p est union de classe(s) de ~r, ou ce qui est

équivalent

~r  p ssi toute classe est incluse dans une classe de p.

Dans la suite, nous ne considérons que des partitions d’un ensemble X fini,
et noterons parfois Pn l’ensemble des partitions d’un ensemble à n éléments,
car s’il existe une bijection entre deux ensembles, leurs treillis des par-

titions sont isomorphes.

A deux partitions m,p E: Pxest associé un graphe (non orienté) noté

G(r,p), dont les sommets sont les classes de r et de p, deux classes et
J

pk Ep étant reliées par une arête ssi 1TjnPk f 0. Ce graphe est donc b2-K J K

(*) Pour abréger, nous écrirons ssi pour si et seulement si.
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parti. Lorsque 0, on dit que les classes ~. et Pk sont jointes, ou
J K J . K

que fr. rencontre pk, ce que l’on notera, en suivant Ore, Tr. Ï Pk . DeuxJ K J ’K

classes ?r. , Pk (resp. 
ou encore seront dites connectées par-

J K J J k k

mi l’ensemble {’n’}U{p} des classes de r et p , s’il existe une chaîne les joi-

gnant dans G(7r,p). La relation de connexion ainsi définie est clairement une

équivalence sur ayant pour classes les classes connexes de G(1r,p).

THEOREME 1. (Birkhoff 1935) : L’ensemble ordonne ( X,) est un treillis re-
lativement complémenté et semi-modulaire supérieurement (i. e. un treillis

géométrique) .
Nous notons 0,1 respectivement son minimum (la partition la plus fine de X,
dont toutes les classes sont formées chacune d’un élément de X) et son ma-

ximum (la partition grossière de X en une seule classe); Ses opérations A et

v se caractérisent ainsi :

- l’infimum TTAp de deux partitions a pour classes les intersections
X

non vides des classes et de p qui correspondent donc aux arêtes de

G(7T,p);
- leur supremum Trvp, soit la plus f ine des partitions moins f ines que Tï et p,

peut être caractérisée au moyen du graphe G(Tr,p) : si deux classes Tr. et p’ 

. 
J K

sont jointes elles sont incluses dans la même classe de Il en va de même

s i et Pk sont connectées, d’où l’on déduit qu’une classe de Trvp est la
J 

réunion des classes de Jr,p,,appartenant à une même classe connexe de 

t
Si 1 nous notons Trvp.

Nous aurons recours pour illustrer des énoncés ou des démonstrations à

trois types de représentations, introduites maintenant sur un exemple :

Figure 1.
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La première représente les intervalles définis dans Px par 6,,p., leurs

supremum et infimum, ce qui sera utile pour illustrer des propriétés latti-

cielles. Les deux autres représentent le graphe G(8,p); le tableau sera sug-

gestif dès qu’interviennent dans un raisonnement des regroupements de classes

de 6 ou p (voir par exemple la proposition 2); on peut sur ce tableau repré-
senter les classes du supremum 6vp, en reliant les cases appartenant à une
même classe connexe de G(O,P) (Ces chemins ressemblent à ceux empruntés par
une tour au jeu d’échec).

Figure 2.

Remarquons également qu’une permutation adéquate des lignes et des co-

lonnes du tableau, ou des sommets du graphe, sépare les classes connexes, ce

qui rend plus lisibles ces figures.

Une partition 1r’ succède (ou couvre ~r) , ce que l’on no te si

l’on obtient Tr’ en regroupant deux classe de n; en particulier les successeurs

de 0, qui sont les atoiws de Px ont chacun une classe à deux éléments et n-2
classes à un élément. Nous notons c(n) le nombre de classes de u, la fonction

c indique la profondeur de Tr dans P , i. e. la longueur de l’intervalle

le rang de 1r est donc r(1r) = 

Nous utiliserons à plusieurs reprises des propriétés de décompos2t2on
des intervalles du treillis P . Le treillis P est lui-même irréductible

X

(Ore, 1942), ce résultat pouvant d’ailleurs s’obtenir comme cas particulier
d’un théorème de décomposition des treillis géométriques (voir par exemple

Gratzer, 1978 p. 183).

P X étant semi-modulaire supérieurement, entraine xvpix; en oppo-

sition, on a la propriété suivante :

PROPOSITION 2. Soit un successeur de p appartenant à [p,lrvp];
l’intervalle est alors booléen.
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Cette propriété est immédiate si l’on

précise le nombre d’atomes de ce treil-
lis booléen, ou si l’on considère le

tableau associé à Notons p’ un

successeur de p dans [p,lrvp], obtenu en

faisant l’union de deux classes Pj’pkJ 

contenues dans une même classe 8.EJrvp.1

Nous notons par la suite de manière con-

densée t(p’) le nombre de classes de

dont 6. est l’union, et s(p’) le nombre
1

de ces classes rencontrant p. et p (sur l’exemple représenté ci-contre,J k

t(p’) = 5 s (p’ ) = 3). Alors, est isomorphe au treil lis booléen

2~’B On a évidemment 0  s(p’)  t(p’), l’égalité s(p’) = 0 correspond à
1rAp = l’égalité s(p’) = t(p’) au cas où toutes les classes àe 1r inclu-

ses dans 8i rencontrent p. et pk’i j k

Rappelons qu’une partition dont une seule classe contient plusieurs é-

léments de X est qualifiée de singulière; les atomes de P 
X 
par exemple sont

des partitions singulières. A toute partition 6 = (81,...,6r) est associée
la famille des partitions singulières maximales qu’elle majore :

a pour classes 61EO et des classes ne contenant qu’unJ

élément de X; il est clair que

manière suivante.

, Cette propriété se généralise de la

Soit la famille de

partitions appartenant à l’intervalle [p,61 où chaque

a pour classes 61EO et des classes de p non incluses dans 9..J J

PROPOSITION 3. L’application

est un isomorphisme

Si l’on note n. 1 le nombre de classes de p formant par union la classe

En particulier

fait remarquable qui soutend des propriétés récursives du
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treillis des partitions. Dualement, il est clair que

Considérons maintenant n,pEP x non comparables,
et comme précédemment la famille

notons enfin D’après 3 on sait que

de plus :

PROPOSITION 4.

Pour prouver (a), il suffit de remarquer que

al et a2 regroupent des classes de p qui

appartiennent respectivement à deux classes

connexes distinctes du graphe G(1T,p.); (b) et

(c) découlent directement de (a).

Cette proposition se résume également par un

schéma de décomposition de l’application IpTr
..

où l’on note Ei = :

L’intérêt de cette décomposition sera de pou-
voir étendre à l’intervalle F des propriétés

7T (injectivité, sup-morphisme) posées uni-

quement au niveau des idéaux 

de F .

Où 07T est l’application produit

Enfin nous noterons dans la suite 6y le treillis des équivalences sur X,
qui est donc isomorphe à PX et a pour opération infimum l’intersection ensem-
bliste des relations, le supremum de deux équivalences étant la fermeture tran-
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sitive de leur union ; «

que pour tout

On note généralement RoR’, ou de façon plus compacte RR’, la composée
de deux équivalences R,R’ soit, la relation définie par : xRoR’y ssi il exis-

te z tel que xRz et zR’y. La composition de deux équivalences se généralise
en une opération n-aire définie par : xRlR2...Rny ssi il existe une suite

d’éléments de telle que Comme

RR...R = R on supposera toujours que les termes consécutifs d’un tel produit
de composition sont distincts. Considérons maintenant des suites de composi-
tion alternées de deux équivalences R et S. On a les inclusions d’ensembles

(en considérant R et S comme des parties de X2) : ·

Notons (R...R)k et (R... S)k des suites de compositions, commençant par

R, respectivement pour k impair et pair; de telles suites vérifient les pro-

priétés élémentaires suivantes (que le lecteur pourra démontrer) :

PROPOSITION 5. Si k est pair :
est la relation réciproque de

est symétrique ssi 1

(c) Les conditions suivantes sont équivalentes :

Si k est impair :
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DEFINITION 6. Deux équivalences R et S sont k-permutabZes (k&#x3E;l) ssi

(R~...)k = (SR... )k = RvS.

Il résulte de la proposition 5 que pour k quelconque R et S sont k-per-

mutables ssi (RS...)k = (SR...)k. Si k est pair on a six autres caractérisa-

tions de R et S k-permutables dont notamment chacune des deux égalités de la

définition : (RS...)k = RvS ou (SR...)k = RvS. Par contre, si k est impair

l’égalité (RS...) = RvS n’implique que l’inclusion (SR...) k c (RS...) ; la
k k- k

k-permutabilité se décompose alors en deux relations non symétriques.

La notion de k-permutabilité est due à Aigner qui en fait une étude ap-

profondie (1972). Elle généralise les notions de permutabilité (k = 2) et de

3-permutabilité qui étaient déjà classiques. Noter que deux équivalences k-

permutables sont aussi i-permutables pour ~&#x3E;k.

N.B. Pour R relation, signifie que x n’est pas dans la relation R avec y.

III. RELATIONS DE CROISEMENT ET DE PERMUTABILITE

Nous étudions dans ce paragraphe la relation de permutabilité entre deux par-

titions, en commençant par le cas particulier, mais intéressant, du croisement.

DEFINITION 1. Deux partitions sont croisées ssi toute x-classe rencon-

tre toute p-classe.

Nous notons 4 la relation de croisement.., qui est évidemment symétrique
et satisfait les propriétés élémentaires :suivantes :

. entraine Trvp ( où Trvp dénote l’égalité 

. Pour tout iT de Px, lr*1

. et 7*p entraine p=l.

. n4p entraine, pour tout et p’ &#x3E;p , Jr’*p’ (hérédité de la relation * ) .

La relation de croisement admet d’autres caractérisations :

PROPOSITION 2. Pour deux partitions x , p de P , les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) 

(b) Le graphe est biparti complet.

(e) Pour tout p’ tel que P’~P, est isomorphe au treillis booléen



15

(f) Pour tout tels que est isomorphe au treil-

lis booléen

(g) L’intervalle est isomorphe au produit direct de treillis

La relation de croisement entre deux partitions est ainsi caractérisée

par des conditions portant sur le graphe associé ((b) et (c)), sur les équi-
valences correspondantes comme en (d), ou sur les intervalles de P x ((e), (f)

et (g)). On retrouvera ces différents types de caractérisations pour la plu-

part des relations entre partitions que nous étudions par la suite.

PROPOSITION 3. Pour deux partitions 7r,p de PX, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) Quelles que soient et vérifiant et on a

(b) Toute paire de classes incluses dans une même classe oi de Jrvp
J 

est telle que 
J 

DEFINITION 4. Deux partitions n,pEP x satisfaisant aux conditions de 3 sont
dites permutables, ce que l’on note 

Suivant le contexte, on pourra également dire que TI et la

relation a de permutabilité est évidemment symétrique; nous en rappelons ci-

dessous quelques caractérisations :

PROPOSITION 4. Pour deux partitions les conditions suivantes sont é-

quivalentes :

(c) Trop.

(d) G(7r,p) est union (disjointe) de graphes bipartis complets.

(e) R R p R TI (ou R TI R p comparable à R P R 
(f) R 7T R p est une équivalence (ou R 

P R 7T équivalence).

(g) RvR =RR (ouRR = R x vR p )."TTp TTp p7T ’n’p

(h) Pour tout p’ successeur de p dans l’intervalle est

isomorphe au treillis booléen (t(p’) est défini en II.2).

Ce sont apparemment les Dubreil (1937~ p.706) qui introduisent la rela-

tion de permutabilité, mais sous le nom d’équivalences associables (terme que
nous réserverons ci-dessous à un sens plus restreint); Ore (1942) parle lui

d’équivalences commutables, ce dernier terme étant classiquement traduit en



16

français par permutable. La condition (d) portant sur G(1r,p) s’exprime égale-
ment en disant que toutes les composantes connexes sont de diamètre inférieur

ou égal à 2. Si est connexe on retrouve le cas des partitions croisées.

Les conditions précédentes se trouvent dans Dubreil (1939, p. 72), Ore (1942,

p. 590) ou Birkhoff (1967, p. 95); la condition d’intervalle (h) est une con-

séquence directe de II.2. (e), (f) et (g) découlent de II.5. Notons également
l’existence d’une caractérisation latticielle due à Aigner (1972, p. 286),

qui est un cas particulier de son théorème général sur la k-permutabilité des

partitions. Rappelons maintenant quelques propriétés del.la permutabilité, dé-
montrées dans l’article des Dubreil (1939) (sauf la proposition 7).

PROPOSITION 5.

(a) xp entraine Trop.

(b) Trop et Trop entraine 
(c) 1rDp et entraine 7ra(7r’Ap).

(d) Trop entraine, pour tout 
’

(e) xap entraine, pour tout p’ &#x3E;p , (p’A»vp (comodularité YÎ4*p).

PROPOSITION 6. Si l’ensemble des vérifiant cap est un sous-

treillis de [xAp,x], image isomorphe de par l’application cp : 

PROPOSITION 7.

Si l’on a Troo, (TfAa)vp = cr et (TTAa)ap , alors Trvp = rvc et Trap .

Figure 5

on a clairement pV1T = pV(1rAa)V1F 

Comme toute a-classe rencontre

toutes les 1T-classes incluses dans la

même avrr-classe qu’elle-même. De même

toute p-classe rencontre toute n^a-classe incluse dans la même a-classe.

A fortiori toute p-classe rencontre toutes les ~-classes incluses dans la

même crv-ff-classe qu’elle-même (voir fig. 5) ce qui établit pon.
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Cette propriété exprime un genre de transitivité et de réciproque de

5(c) et 6; elle est utile lorsqu’on étudie la relation n-aire de croisement

dans Px. Etudions enfin un cas particulier de partitions permutables : ,

PROPOSITION 8. Pour deux partitions x,p de PX, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) Toute classe 8 i de xvp est une classe de x ou de p." , 1

(b) Toute n-classe ni non incluse dans une p-classe est union de p-classes

et symétriquement toute p-classe pk non incluse dans une n-classe est union

de n-classes.

(c) G(r,p) est union (disjointe) de graphes (bipartis) étoiles.

(d) R Jr VR p est une équivalence.

(f) Pour tout 

(g) Pour tout 

(h) Trop et (n,p) est une paire modulaire (7Mp et 

DEFINITION 9. Deux partitions satisfaisant aux conditions de 8 sont dites

associables. Cette notion semble due aux Dubreil (1939, p. 69) qui utili-

saient le terme de partitions semi-consécutives évocateur de 8(b); Ore (1942)

parle lui de partitions associables. Les conditions de 8 (excepté (h)) sont

démontrées par ces auteurs. 8(f) a pour conséquence qu’un sous-treillis de

partitions deux à deux associables est un sous-treillis distributif de PX.

IV. RELATIONS M, M* et D* dans P x
Nous étudions dans ce paragraphe comment se particularisent dans le treillis

des partitions les relations M, M* et D* dont les définitions et propriétés

générales sont rappelées en Annexe (A2 et A3). La première de ces relations, 1
se distingue particulièrement des deux autres dans PX du fait qu’elle y est
symétrique :

PROPOSITION 1. Les conditions suivantes sont équivalentes dans PX :
(a) (7r,p) est une paire modulaire : xmp et pM1T.

(c) 1r (resp.p) est un complément relatif minimal de p (resp. de 1r) dans l’in-

terval le [ 1rAp , lrvp ] .
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est une forêt.

Les équivalences (a)...(d) proviennent du fait qu’un treillis semi-

modulaire supérieurement est M-symétrique et des résultats concernant la re-

lation M dans les treillis géométriques (notamment la propriété duale de A3-6).

L’équivalence (d)a(e) résulte de l’égalité = n - c(n) (voir II). Pour

montrer l’équivalence de (e) et (f), il suffit de remarquer que le graphe

G(1r,p) a c(fl) + c(p) sommets, arêtes et c(nvp) composantes connexes

et donc que son nombre cyclomatique égale + c (~r) - c(p). Il

est rappelé en A4 que le nombre cyclomatique d’un graphe est nul ssi c’est

une forêt, ce qui prouve l’assertion.

Etudions maintenant la relation M*, caractéristique des couples de par-
titions co-moduZaires dans Px :
PROPOSITION 2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 7M*p , c’est-à-dire pour tout (p’ A1r)vp = p’.

(b) Tout successeur p’ de p dans [p,7vp] est tel que pA7 : p est un

complément maximal de ~r dans l’intervalle 

(c) Pour toute paire p.,pkEp de p-classes incluses dans une même classe 6i dej K , 1

Trvp il existe au moins une 7-classe jointe à p. et pk., . j k

(d) Dans

est une équivalencè.

L’équivalence (a)~(b) est une conséquence de A3.6; (c) est une traduc-

tion de (b), exprimée au niveau des classes de 1r et p, ou du graphe 

qui est donc tel que toute paire de p-classes connectées l’est par une chaîne

de longueur 2. L’équivalence (a)a(b) est proposée en exercice par Birkhoff

(1967, p. 98), voir également Aigner (1972, p. 283); l’équivalence (a)~(c)
est montrée par Ore (1942, p. 581) en raisonnant directement sur les classes.

Figure 6
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Pour illustrer l’équivalence (b)~(c), prenons p 1 ,p2Ep ne vérifiant pas 2.(c)
et posons p’ = (PIUP2,P3,...,Pt’...); il est clair que d’où el4*p.

L’équivalence de (d), (e) et (f) résulte de II.5 avec k = 3. ,

PROPOSITION 3. Si deux partitions ~r et p sont permutables, elles forment une

paire co-modulaire : napz*lrm*p &#x26; 

Cela ressort directement de la caractérisation 2.(c) et de III.4.(d).

Pour étudier maintenant la relation D*, notons comme précédemment (voir

la famille de partitions défi-

nies par

LEMME 4 :

1rD*-p ssi pour tout jE[ 1,... ,r]

D’après A.2.15, la condition anoncée est nécessaire pour que l’on ait 7rD*p;

réciproquement, soit deux partitions non comparables,

où ~ est l’isomorphisme

Par hypothèse :

d’après II.4

par hypothèse

d’après II.4.

On pourra donc, lorsqu’on veut prouver 7rD*p restreindre son étude aux idéaux

de [p,7rvp], ce qui revient quand on raisonne sur le graphe G(7r,p) à

en considérer séparément les composantes connexes.

THEOREME 5 : Soit 7rD*p ssi toute paire de successeurs de

p appartenant à un même idéal [p,Ojl de [p,7rvp] est telle que :
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Cette condition est évidemment nécessaire pour que 1rD*p; montrons inversement

qu’elle n’est pas remplie si D’après le lemme 4, entraine l’exis-

tence d’au moins deux éléments non comparables a,~ appartenant à un même

idéal tels que : i

Figure 7

Il existe donc au moins une classe de qui est

l’union de plusieurs classes distinctes de 

notons cette classe, où et C* est l’union

des éléments d’une classe connexe

du graphe G(a,a). La famil-

est donc formée de

plusieurs classes connexes disjointes de 

d’où l’existence de deux termes de ùà* : 1r*fla k et

distincts, non vides et non connectés dans ce

graphe. Soit une chaine élémentaire (sans cycle) de G(a,e) joignant
où n &#x3E; 3 et où les indices pairs

et impairs correspondent respectivement aux classes de e et a. D’après le re-

marque précédente, toute chaine ~’ joignant ak et a1 a au moins deux termes

consécutifs tels que (on peut avoir en

particulier un ou plusieurs termes y.,,j’E[2,n-1] disjoints de *). NotonsJ

des classes de p choisies telles que :

(de telles classes existent puisque ak et a sont l’union de p-classes
et que l’on a conjointement

puisque les classes p sont incluses dans la même

classe 8. de nvp puisqueJ
Notons enfin p’ et p" les successeurs

de p définis par ils

appartiennent tous deux à l’idéal D’après l’inégalité dis-

tributive mais l’égalité est exclue car

sont respectivement des classes de

non connectées dans alors que p’ et p" sont jointes
dans sont donc deux classes distinctes de

(flAp’)v(7Ap"), bien que leur union soit une classe de TrA(p’vp"), ce qui achè-

ve la démonstration.

Ce théorème présente l’avantage de restreindre encore le nombre d’éga-
lités distributives à établir pour prouver puisqu’il suffit d’examiner

les paires de successeurs de p regroupant deux parmi trois p-classes incluses
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dans une même nvp-classe. Notons que la caractérisation de s’énonce très

simplement : ssi il existe trois classes 6.~Trvp, et n*Ena b c j
telles que : On en tire directement les caractéri-

sations suivantes de la relation D* :

THEORIEME 6 : Les conditions suivantes sont équivalentes dans Px :
(a) 1TD*p.

(b) Toute 1Tvp-classe 8 . est telle qu’il existe (une ou) des 1T-classe(s) ren-. 

J

contrant toutes les p-classes incluses dans 8., les autres 1T-classes incluses
J

dans 8. étant chacune incluse dans une p-classe.J

est le nombre de n-classes rencon-

trant toutes les p-classes formant 6.~Trvp, et ck(p) est le nombre de p-classes
formant 8k.
(d) G(n,p) est union (disjointe) de graphes constitue chacun d’un sous-graphe

biparti complet et de n-sommets joints chacun à un seul p-sommet.

Figure 8.

L’équivalence entre (b) et (c) résulte de 4, II.3 et

du fait que le treillis des partitions est 

ble. On peut vérifier sur la figure ci-contre la pro-

priété A2.15 selon qui :. 1rD*p entraine, pour tout

et 1rD*p n’entraîne pas, pour tout

1r’E[7,7vp], 1r’D*p car la propriété caractéristique de

D* se conserve lorsqu’on regroupe des colonnes du ta-

bleau, mais ne se conserve pas lorsqu’on en regroupe des

des lignes (par exemple 
.

La caractérisation 6(d) a pour conséquence la

PROPOSITION 7. Dans P , lrap entraine 1rD*p et pD*n.
X

Considérons maintenant le cas particulier de relation D*, où les compo-
santes de G(1r,p) sont le plus "incomplètes" possible :

DEFINITION 8. Soit I* la relation binaire sur P déf inie par ssi toute

1Tvp-classe 8., est telle qu’il existe une (et une seule) 1T-classe incluse
J

dans 6. qui rencontre toutes les p-classes formant 8., les autres 1T-classes
J . - ~ . J .

incluses dans 8. étant chacune incluse dans une p-classe.
J

Deux partitions associables sont évidemment telles que 1TI*p et 
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PROPOSITION 9. Les conditions suivantes sont équivalentes dans Px : ,

(c) 7M*p et lr,p paire modulaire.

(d) p est un complément maximal et minimal de 1r dans l’intervalle 

(e) G(7,p) est une forêt telle que toute paire de p-classe connectées l’est

par une chaine de longueur 2.

Les équivalences (a) a(b) a (e), initialement montrées par Ore en

raisonnant sur les classes découlent directement du théorème 6; (b) ** (c) est

vérifié dans tout treillis, (c) ~(d) l’est dans les treillis relativement com-

plémentés (voir A3.6 et sa duale).

Aigner (1972) a introduit une relation sur PX, que nous noterons ici A*, et

qui est intermédiaire entre

DEFINITION 10. ssi dans toute rrvp-classe 6k il existe au moins une

~ - classe rencontrant.toutes les p-classes incluses dans 6k.
Il en a donné les caractérisations suivantes :

PROPOSITION 11. Les conditions suivantes sont équivalentes dans Px :

(b) Pour tout

(c) Il existe un complément minimal T de p dans tel que et

TM* p (i8e~ il existe un élément TE[pA1f,1f] tel que p soit un complément maxi-

mal et minimal de T dans 

Nous en rappellerons la démonstration car elle ne s’obtient pas comme

conséquence de résultats plus généraux.

(a)..(b) : Soit dans chaque nvp--classe 6k’ choisissons une k
se 1fk qui y rencontre toutes les p-classes. 1fk se rencontre en xk aA1T-classes

où c (a) notant le nombre de a-classes incluses dans 86k. Comme tou-u xk k 
. 

k .. k
te p-classe incluse dans 6k rencontre une de ces xk aAlf-classes, on a

Figure 9.

(b) ~ (a) : Posons 1rAÙp et raisonnons dans

0kEnvp; notons nk une classe de n rencontrant

le maximum de classes de p incluses dans 8k et

nk ce maximum. On peut toujours construire une

partition de notée où chaque
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B. ne contient au plus qu’une rnp-classe incluse dans chaque r-classe (voir
J ,

tableau ci-dessus). Soit 6 la partition de X obtenue en adjoignant à la fa-

mille (B.).-1 J J- les Tr-classes non incluses dans 8k. On a clairement

Figure 10.

(a) =(c) : choisissons dans chaque rvp-classe 6k une
r-classe qui y rencontre toutes les p-classes. Soit T

la partition obtenue en adjoignant aux classes

les classes de (non incluses

dans les wk); T vérif ie la propriété caractéristique de

T I*p , et est un complément de p dans 

(c) ~(a) : on a évidemment les implications

Les implications admettent la réciproque suivante,

qui complète les caractérisations de la relation I* données en 9 :

PROPOSITION 12. Les conditions suivantes sont équivalentes dans PX :

paire modulaire.

paire modulaire.

paire modulaire.

Pour (a).. (b), voir 9; (d) ~ (c) ~ (b) est trivial; (b).-. (d) car 9 (e)

implique 6(d).

V. RELATIONS SYMETRIQUES, CROISEMENT ET CONNEXION

Nous allons pour finir étudier les symétrisées des relations M*, A*, D*çt I*,

que nous noterons respectivement M*, A*, D* et I*, et qui seront ensuite ren-
. 1

forcées par la condition de connexité Nous établirons un réseau d’im-

plications entre ces relations, et observerons le caractère privilégié de la

relation de notée- # et irvp) pour formaliser, dans le
contexte expérimental, la notion de lacunes dans un croisement.

PROPOSITION 1. Les conditions suivantes sont équivalentes dans PX :
(a) et p forment une paire comodulaire.

(b) Tout successeur p’~ p (resp. appartenant à est tel que

pIAn * nr (resp. p et n sont l’un pour l’autre un complément
maximal dans l’intervalle [7rAp ,7rvp ] .

(c) Toute composante connexe du graphe a un diamètre inférieur ou

ou égal à 3.
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sont des équivalences.

Les équivalences précédentes résultent directement de IV.2; Il est inté-

ressant de remarquer l’équivalence entre la notion latticielle de paire como-

dulaire et la 3-permutabilité. Notons, comme pour la permutabilité (voir IIIo4)

que l’équivalence (c)~»(f) est un cas particulier du théorème d’Aigner (1972,

p.285) selon qui* : 7r et p sont k-permutables ssi chaque composante connexe de

G(1r,p) a un diamètre d  k.

PROPOSITION 2 : Les conditions suivantes sont équivalentes dans P x :

(b) Dans toute lrvp-classe, soit toute w-classe rencontre toute p-classe, soit

il existe une w-classe unique rencontrant toutes les p-classes et une p-classe

unique rencontrant toutes les n-classes.

(c) est union disjointe de graphes qui sont chacun complet, ou biétoile.

(d) Soit 6 une nvp-classe, notons 6k = pour tout 6 Ervp on

k k -
a : ou alors 

Le point (b) découle de IV.6(b) ; (c) en est la traduction sur le graphe

Figure 11.

Le point (d) est illustré ci-con-

tre où sont représentées, dans

les deux cas possibles, les clas-

ses de incluses dans 0k*

Il est intéressant de noter que, contrairement à ce qui se passe pour

M*, la symétrisation de D* est une condition très contraignante, chaque com-

posante connexe de étant soit la plus complète, soit le plus incomplète

possible.

PROPOSITION 3 : nA*p ssi toute flvp-classe 6k contient une n-classe (resp. une

p-classe) y rencontrant toutes les p-classes (resp. les ~-classes).

Comme pour la relation Fi*, la symétrisation de A* ne fait que juxtaposer
les propriétés caractéristiques de nA*p et A* a été considérée à l’ori-

gine par Ore (1942, p. 608) car est une condition nécessaire et suffi-
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- 

santé pour que l’on puisse définir deux contract2ons a w ,a P permutables :

p 
= a "contraction" a TT étant une application X -X ayant fr pour pré-

image et telle que : a (x) - y pour tout x tel que yR w x , i.e. y est le repré-

sentant de sa R -classe d’équivalence).

On a évidemment le

COROLLAIRE 4 : Dans

PROPOSITION 5 : Les conditions suivantes sont équivalentes dans PX :

est une paire modulaire et comodulaire.

et 1r,p paire modulaire.

et paire modulaire.

(f) p (resp. Tr) est un complément maximal et minimal de 1r (resp. de p) dans

(g) Toute composante connexe de G(1r,p) est une étoile ou une biétoile.

REMARQUE : Si l’on a évidemment les implications : n,p associables 3* nI*p,
et associables =&#x3E; 1rDp, réciproquement on a l’implication : 7rl*p et

1r,p associables.

En renforçant les relations précédentes par la condition 7rvp (i.e. que
le graphe soit connexe), nous obtenons directement les notions et pro-

priétés suivantes :

DEFINITION 6 : Deux partitions ,pEPX sont connectées, ce que l’on notera
1

si forment une paire comodulaire et si Trvp.

PROPOSITION 7 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

(b) est de diamètre  3.

COROLLAIRE 8 :

PROPRIETE 9 : entraine pour tout et tout p’ &#x3E; p (hérédité de

la relation *).

Il peut être fastidieux de vérifier que deux partitions sont ou non con-

nectées ; le corollaire 8 nous donne déjà une condition suffisante pour avoir
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. 
- 1

la connection, facilement vérifiable : pour que l’on ait (nA*p et il

suffit de vérifier que G(r,p) est connexe et qu’il existe un graphe partiel
biétoile joignant tous les sommets de G(r,p). Notons également la

PROPRIETE 10 : entraine 

Figure 12.

Lorsque 1r et p peuvent ne

pas être connectées (voir figure), ce qui n’est pas le cas si

contient une arête supplémentaire.

PROPOSITION 11 : Les conditions suivantes sont équivalentes dans PX :

(f) G(~,p) est un graphe biétoile ou étoile.

L’équivalence des points (a)...(f) découle de 5; (b) ~ (g) est une con-

séquence de Iv.l(e), (g) ~ (f) est évidente. Le point (g) attire l’attention

sur le fait que les conditions de 11 correspondent au cas où ~,p sont con-

nectées alors que G(1r,p) est le plus incomplet possible. Pour cette raison :

DEFINITION 12 : On dira que sont M-connectées, ce qui sera noté

si elle satisfont aux conditions de 11.

COROLLAIRE 13 : Les conditions suivantes sont équivalentes dans P.. :

(c) est un graphe biparti-complet ou biétoile.

Il est assez remarquable que dans PX9 la symétrisée de la relation D*

1
renforcée de la condition conduise à ces cas particuliers aussi opposés

quant au nombre d’arêtes du graphe 

M-# et * sont deux cas particuliers de * qui se distinguent simplement
par la propriété suivante. Notons F, E, J, I respectivement 
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et les applications

PROPRIETE 14 : Soit telles que 7TVp:

sont des sous-treillis stricts respectivement de

VI. CONCLUSION .

L’essentiel des résultats énoncés dans ce texte et notamment le paragraphe V

peut se résumer par le dessin ci-dessous :
,

M : modularité; A2; IV.l.

M* : comodularité; A2; A3; IV.2 ; · V.l.

# : connexion;"V.6, 7.

Ar : arbre.

A* : IV.10, 11 ; V.3.

D* : A2; IV.4 , 5, 6 ; V.2.

Ï* : IV.8, 9 ; V.5.

M-# : M-connexion; V.11, 12..

o : croisement; III.1,2.
As : associabilité : 111.8, 9.

Ce dessin représente les implications entre quinze relations symétriques
définies dans le treillis des partitions (on a rappelé à côté, le nom et les

passages du texte où ces relations sont définies ou caractérisées)o L’impli-
cation entre relations est toujours transitive; elle est de plus ici antisymé-

trique : deux quelconques des relations considérées ne sont jamais équivalen-
tes (pour n~4). L’ensemble des quinze relations muni de l’implication est
donc un ensemble ordonné dont le dessin est le diagramme de Hasse (les impli-
cations se lisent de bas en haut, par exemple, 0 implique D*). Il est facile

de vérifier, compte tenu des résultats énoncés dans l’article, que cet en-

semble ordonné est un (ldemi-treillis, sous H demi-treillis du treillis de

toutes les relations binaires sur Pn ; par exemple, on a Mnc= As (III.8 (h))·
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Par contre le supremum de deux de ces relations(lorsqu’il existe) n’a

pas généralement d’interprétation.

Cet inf-demi-treillis a six éléments inf-irréductibles : M, M*, A*, D*,
1

o, v. Toutes les autres relations se déduisent donc de ces six relations par

intersection. En particulier M et la chaîne d’implications en-

gendrent un sous fi-demi treillis à sept éléments. Les deux éléments nouveaux

étant I* = = = M(1M* (V.5) et As = Mno (III.B (h) ) . Ce sous n-demi

1

treillis est ensuite translaté par l’opération +ofl(v), ce qui revient à

ajouter aux relations précédentes la condition connexe. On obtient

ainsi sept autres relations; par exemple

11 et 12). La quinzième relation est l’intersection de M et v et signifie

que G(w,p) est un arbre.

Nous terminerons en signalant des problèmes ouverts suggérés par cette

étude.

1. La caractérisation "locale" de la relation D* dans le treillis des parti-
tions (IV, théorème 5) s’étend-elle aux treillis géométriques ?
2. Donner des caractérisations des relations I*, D* et A* par des propriétés
des équivalences associées.

3. Dans un treillis quelconque on peut définir la relation A* par la

condition (c) de IV.11. On vérifie aisément que [xM*y et yMx] implique

[xA*y] qui implique [xM*y].Dans un treillis relativement complémenté on

a de même [xM*y et yMx] implique [xD*y] qui implique [xM*y]. Enfin dans le

treillis des partitions on a [xD*y] implique [xA*y]. Cette dernière implica-
tion est-elle vraie dans tout treillis géométrique (ou relativement complémenté)?

ANNEXE 1. RAPPELS SUR LES TREILLIS.

Cette annexe contient des définitions et résultats classiques. Pour tout com-

pléments, voir Birkhoff (1967), Barbut-Monjardet (1970), Gratzer (1978) ou

Aigner (1979).

Un treillis est noté T, ou (T,A,v) ou (T,_,n,v) si l’on veut préciser
les opérations infimum et supremum et la relation d’ordre de ce treillis. T*

désigne le treillis dual du treillis T«*=&#x3E;;^*=v,v*=^).

Une eha2ne du treillis T est un sous-ensemble totalement ordonné de T.

Si x est le premier élément et y le dernier élément de cette chaîne, on dit

qu’on a une chaîne entre x et y. La longueur d’une chaîne finie est le nombre
de ses éléments moins uno Un treillis T est de longueur finie ssi la longueur
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de ses chaînes est bornée par un nombre fini. Pour un tel treillis T, on dé-

finit la longueur de T comme le supremum des longueurs de chaînes de T. Si

un treillis T admet un plus petit élément (un plus grand élément) on le note

0 (1). Dans la suite, nous ne considérerons que des treillis de longueur fi-

nie admettant un 0 et un 1. Soit x élément d’un tel treillis, la hauteur de

x est la longueur de l’intervalle [O,x]; la profondeur de x est la longueur
de l’intervalle [x,l].

On dit que x est couvert par y, ou que y couvre x ce qu’on note x4y
ssi il n’existe pas d’élément z avec xzy. Les éléments d’un treillis couvrant

0 s’appellent ses atomes ou ses points; les éléments de T couverts par 1 s’ap-

pellent ses coatomes ou ses copoints. Un treillis T est atomique (coatomique)
ssi tout élément de T est supremum d’atomes (infimum de coatomes).

Un élément x’ de T est un complément de x, ssi xtx’ = 0 et xvx’ = 1. Un

treillis est complémenté ssi tout élément de T admet (au moins) un complément.

Si x,yET et xy, on note [x,y] l’ensemble des zET, tels que xzy. Cet en-

semble s’appelle l’intervalle entre x et y. Un treillis est relativement com-

pZémenté ssi pour tout x,yET, avec xy, l’intervalle [x,y] est complémenté.
On montre facilement qu’un treillis relativement complémenté est atomique et

coatomique. 
’

Un treillis T est gradué ssi il existe une application r de T dans N tel

que xy implique r(y) = r(x) + 1. Si T est gradué, pour tout x,yET, avec x y,
les chaînes maximales entre x et y ont toutes même longueur (condition de Jor-

dan - Dedekind). Dans un tel treillis on peut prendre comme fonction de rang,
la hauteur de l’élément x, c’est-à-dire la longueur d’une chaîne maximale

entre 0 et x.

Un treillis T est semi-modulaire supérieurement ssi il est gradué, la

fonction de rang satisfaisant r(x) + r(y) &#x3E; r (xny) + r(xvy) pour tout x,yET.
Une définition équivalente est : pour tout x,y,zET avec z ~ x, z ~ y, on a

ùxvy et yxvy. Dualement, un treillis est semi-modulaire 2n fér2eurement ssi

il est gradué, r vérifiant r(x) + r(y)  r(xAY) + r(xvy), pour tout x,yET, ou

ssi, pour tout x,y,zET, x z et y ~ z implique x Ay-(x et Un treillis

est modulaire ssi il est semi-modulaire supérieurement et inférieurement. Une

définition équivalente d’un treillis modulaire est pour tout x,y,zET avec z&#x3E;y,

on a (z nx) vy - zA(xvy). Un treillis est distributif ssi il est gradué, la

fonction de rang r vérifiant r(xvyvz) - r(xAyAz) = r(x) + r(y) + r(z) - r(xAy)
- r(yAz) - r(zAx), pour tout x,y,zET. Deux définitions équivalentes sont que

l’opération v soit distributive par rapport à l’opération A , ou que l’opéra-
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tion Asoit distributive par rapport à l’opération v. Il est clair qu’un
treillis distributif est modulaire.

On démontre qu’un treillis semi-modulaire supérieurement est atomique
ssi il est relativement complémenté. On appelle treillis géométrique un treil-

lis semi-modulaire supérieurement et atomique (et donc relativement complé-

menté, et coatomique). Un treillis projectif est un treillis géométrique et

modulaire. Un treillis booléen est un treillis géométrique et distributif.

Un treillis booléen à n atomes peut se noter 2 . Un treillis géométrique est
irréductible ssi il n’est pas isomorphe au produit direct de treillis géomé-

triques (non réduits à un élément).

Un exemple classique de treillis géométrique irréductible est le treil-

lis des partitions d’un ensemble à n éléments P ; d’autre part, il n’est pas
n

modulaire pour n &#x3E; 3.

Soient a et b, deux éléments incomparables d’un treillis T. Nous dési-

gnerons dans la suite les quatre intervalles que définissent a, b, avb et

.: aAb par f

ANNEXE 2. RELATIONS M* ET D* DANS UN TREILLIS QUELCONQUE.

Soient (T,_,n,v) un treillis, a et b deux éléments de T. On considère les
deux intervalles F = [b,avb] et E = [aAb,a]. On définit deux applications

entre ces intervalles : 
qVh

On a la résultat suivant (où l’on notera

que F est considéré avec l’ordre dual de

celui de T).
Figure 1

PROPOSITION 1 : Le couple constitue une correspondance de Galois en-

tre (F, &#x3E;) et (E,~).

On vérifie en effet immédiatement que et ~b sont monotones décrois-
sants pour ces deux ensembles ordonnés et que les applications composées

sont extensives
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COROLLAIRE 2 :

est une ouverture sur (F,) et F (ensemble des ouverts correspondants)

est une fermerture sur (E,) et Ë (ensemble des fermés correspondants)

. Les deux treillis (F,, A,v) et (Ë,~,A,V) sont isomorphes (^ et v dénotant

leurs opération inf inimum et supremum respectives).

COROLLAIRE 3 : Pour tout a,b dans

Ce résultat est classiquement appelé le "lemme de Schwann".

REMARQUE 4 : La proposition 1 s’énonce également en disant que l’application

wa de (F,) dans (E,) est étant son application résiduelle as-
a - - b

sociée (Blyth et Janowitz, 1972). Cette formulation peut être plus agréable
dans certains contextes (la composition de deux applications résiduées est

résiduée).

Nous énonçons maintenant un certain nombre de propriétés équivalentes

pour un couple (a,b) de T, ce qui conduira à définir la relation M* dans T.

Nous notons idX, l’application identité de l’ensemble X.

PROPOSITION 5 : Pour un couple (a,b) d’éléments de T, les propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. Tout élément de F = [b,avb] est un ouvert de

2. Pour tout

3. Pour tout

5 o L’application (p est injective.
6. L’application ~b est surjective.
7o Le sous-treillis (F,A,v) de T est isomorphe au treillis (E,n,v).
8. T n’admet aucun sous-treillis identique à celui de la Figure 2 avec xl&#x3E;b.

Figure 2.
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DEFINITION 6 : Un couple (a,b) d’éléments

de T vérifiant la condition précédente

est dit un couple comodulaire. Cette

relation de comodularité est notée M*

et on écrira donc aM*bo La Figure 3

montre un exemple de treillis où aM*b

(mais non bM*a). Si on a aM*b et bM*a,
on dit que {a,b} est une paire como-

dulaire.

Figure 3.

REMARQUES :

7. La condition 2 n’est qu’une réécriture de la condition 1 et n’est qu’ap-

paremment moins forte que la condition 3. Celle-ci est une condition de modu-

larité (et de distributivité) "locale", illustrée également par la condition

8 (due à Blyth et Janowitz, 1972) excluant certains sous-treillis "pentago-

naux"(donc non modulaires).

8. Dans la littérature sur les treillis, il est plus classique de définir d’a-

bord la notion duale de couple modulaire. (a,b) est un tel couple, ce qu’on
note aMb, s’il vérifie les propriétés duales de la proposition 5, donc si par

exemple, pour tout tb, tv(aAb) = (tva)Ab. On a alors aM*b si et seulement si

aMb dans le treillis dual de T (ce qui explique la notation M*). On remarque-
ra que [aM*b et bMa] équivaut à l’isomorphisme des intervalles F et E. {a,b}
est une paire modulaire ssi aMb et bMa.
9. Ces notions de couple modulaire et de relation M de modularité ont été in-

troduites par Wilcox (1939). Nous empruntons le terme comodulaire à Aigner
(1979). Noter aussi que dans la littérature anglo-saxonne, un couple modulaire

est souvent appelé "a modular pair".

La relation M* satisfait aux propriétés d’hérédité suivantes :

PROPOSITION 10 :

1) aM*b implique que pour tout xl,x2EF, avec on a (x2Aa)M*xl.1 Z " 1 Z"" Z 1

2) aM*b implique que pour tout zE[a,avb], on a z’M*bo

On notera que 6.1 implique en particulier que pour tout xE[b,avb], on a

Par contre, on peut vérifier que aM*b n’implique pas pour zE[a,avb],
aM*(zAb).De même, aM*b et(aAb)M*t avec tb n’impliquent pas aM*t.
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DEFINITION 11 : Un élément a du treillis T est comodulaire (à droite) ssi

pour tout tET, on a aM*t.

On définit dualement la notion d’élément modulaire (à droite). On véri-

fie aisément que ces deux notions sont équivalentes : a est comodulaire (à

droite) ssi il est modulaire (à droite).

La propriété 7 dit que si aM*b, (E,,n,v) est isomorphe au sous-treillii
F de T. Ceci évidemment s’implique nullement que E soit un sous-treillis de T

(cf. Figure 3). On introduit alors les définitions suivantes :

DEFINITION 12 : Le couple (a,b) de T est dans la relation S*:aS*b ssi E est

un sous-treillis de E.

Il est clair qu’on a la caractérisation suivante de S*: aS*b 4* Pour

tout xl,x2 F, il existe xEF avec(xlAa)v(x2Aa) = xAa.

DEFINITION 13 : Le couple (a,b) de T vérifie la relation D* : aD*b ssi pour

(ou, de manière équivalente, ssi

Autrement dit, (pa est un v-morphisme .
On déduit de ces définitions les deux propriétés.

PROPOSITION 14 :

14.1 étant évident, démontrons 14.2 : s’il existe avec

on en déduit

De plus, pour i = 1 ou 2, on a x et donc (aM*b, propriété 4),
1 -

N.B. Le treillis de la Figure 4 montre qu’on n’a pas généralement, aS*b im-

plique aD*b.

Figure 4.
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La relation D* satisfait la propriété d’hérédité suivante (analogue de

la propriété 10.1 pour M*).

PROPOSITION 15 : aD*b implique que pour tout xl ,x2 avec b  x~ on

a (x2na) 
En particulier, pour tout xE[b,avb] on aD*x et (xAa)D*b. Par contre,

l’analogue de la propriété 10.2 n’est pas vraie. On peut trouver des exemples
avec aD*b, zE[a,avb] mais non zD*b.

ANNEXE 3. RELATION M* ET D* DANS CERTAINS TREILLIS

Dans cette annexe, nous supposons toujours que les treillis T considérés sont

de longueur finie.

PROPOSITION 1 : Dans un treillis gradué par la fonction de rang r, on a

PROPOSITION 2 : Dans un treillis semi-modulaire inférieurement (supérieure-

ment), on a 
-

DEFINITION 3 : Un treillis T est M*-symétrique (M-symétrique) ssi la relation M*

(M) est symétrique dans T.

PROPOSITION 4 : Un treillis T est semi-modulaire inférieurement (supérieurement)
ssi T est M*-symétrique (M-symétrique).

COROLLAIRE 5 : Un treillis T est modulaire ssi T est M*-symétrique et M-symé-

trique, ou, ssi la relation M* (ou la relation M) est totale.

Tous ces résultats sont classiques (cf. par exemple, Birkhoff 1967,

Gratzer 1978). On notera que la proposition 4 permet de considérer les treil-

lis quelconques M* (ou M) symétriques comme généralisations des treillis semi-

modulaires (Maeda, 1970). Noter aussi que si a est un élément modulaire (à

droite) d’un treillis semi-modulaire supérieurement, on a pour tout b,

[aAb,a] isomorphe à [b,avb].

PROPOSITION 6 : Dans un treillis relativement complémenté, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
1. aM*b.

2. b est un complément relatif maximal de a dans l’intervalle [anb,avb].
3. Pour tout cEF = [b,avb] avec b4c, on a bAacAa.

1 implique 2, du fait de l’injectivité de (p . 2 implique 3 est clair.
a
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Si 3, F intervalle d’un treillis relativement complémenté est relativement

complémenté et donc atomique. Pour tout atome c de F, on a 

mais b = (cna)vb, implique bna - cna, ce qui est impossible. Donc c = (cAa)vb

est un ouvert de F, et tout élément de F étant supremum d’ouverts atomiques,
est ouvert ce qui montre aM*b.

L’équivalence de 1 et 2 dans cette proposition est due à Crapo-Rota

(1970). La condition 3, nouvelle ici, est donnée par Aigner (1979) dans le

cas du treillis des partitions.

PROPOSITION 7 : Dans un treillis relativement complémenté, on a aD*b implique
aM*b.

Soit T un tel treillis et supposons aM*b non vérifié. Il existe donc

cEF, c&#x3E;b avec aAb = Soit x un complénent de c dans F. Si xna = a, on a

x =. avb et xAc = c, ce qui est impossible. Donc, xAaa et (xnâ)v(cna)= xAaa
= (xvc)na ; donc on a aD*b non vérifiée.

Dans un treillis géométrique, c’est-à-dire semi-modulaire supérieure-
ment et relativement complémenté, on a donc dix conditions équivalentes pour

exprimer aM*b : les huit conditions, toujours valables, de la proposition 5

et les deux conditions de la proposition 6.

D’autre part, il résulte des propositions A2.14 et 7 ci-dessus que

dans un tel treillis on a aD*b équivalent à aS*b, c’est-à-dire à Ë sous-treil-
lis de E.

ANNEXE 4. RAPPELS SUR LES GRAPHESo

Un graphe (simple) G = (X,U) est un couple où X est un ensemble et U une par-
tie de l’ensemble des paires d’éléments de X; les éléments de X (de U) s’ap-
pellent les sommets (les arêtes) de G. On note (x,y) ou u une arête de G. Si

A e X, on appelle sous-graphe induit par A et on note G A’ le graphe (A,UA) où

(x,y)EUA ssi xEA,yEA et (x,y)EU. Une eha2ne entre les sommets x et y de G est

une suite de sommets xo 
= 

xxl,,...x i....xp 
= y, avec pour tout i = 0,... P-1,

arête de G. Une chaîne est élémentaire si tous ses sommets sont dis-

tincts. Un cycle de G est une chaine pour laquelle le sommet initial est iden-

tique au sommet terminalo

La relation définie sur les sommets du graphe G = (X,U), par xEy ssi

x = y ou il existe une chaine de x à y~est une équivalence. Les classes de

cette équivalence s’appellent les eZasses connexes de G. Les sous-graphes
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associés aux classes connexes de G s’appellent les composantes connexes de

Go G est dit connexe ssi il n’a qu’une seule classe connexe (i.~e. ssi deux

sommets quelconques de G sont reliés par au moins une chaine). On note n le

nombre de sommets de G, m son nombre d’arêtes et p le nombre de ses classes

connexes. On pose u(G) = m-n+p, et ce nombre s’appelle le nombre cyclomatique
de G.

Un graphe est un arbre ssi il est connexe et sans cycles. Un graphe
est une forêt ssi il est sans cycles, donc, ssi ses composantes connexes sont

des arbres. On a le résultat suivant : G est une forêt ssi le nombre cyclo-

matique u(G) = 0.

Un graphe est biparti ssi on peut partitionner l’ensemble X de ses som-

mets en deux sous-ensembles Y et Z tels que tout arête de G ait une extrémité

dans Y et l’autre dans Z. Un graphe biparti G = (YUZ,U) est complet ssi U est
l’ensemble de toutes les paires (y,z), yEY, zEZ. Un tel graphe, avec IYI= h

et IZI = 1, sera noté Khl. En particulier, on appelle graphe étoile un graphe

K~1 ou D’autre part, on appellera graphe biétoile, un graphe formé de

deux étoiles (non réduites à un sommet) reliés par une arête (cf. Figure ci-

dessous) ; on notera qu’un tel graphe est un arbre.

Soit G un graphe quelconque. La longueur d’une chaine élémentaire
x 0 XI,... x p 

de G est le nombre d’arêtes de cette chaine, i. e. le nombre p.
op. .

La distance dG(x,y) entre deux sommets x et y de G est le minimum des lon-
gueurs des chaines entre x et y dans G (si x et y ne sont pas dans une même

composante connexe de G, on pose d G (x,y) = + Le diamètre de G est le ma-

ximum des distances entre deux sommets de G. Dans le cas d’un graphe biparti
G = (XUZ,U), on a :

G de diamètre  2 a G est complet.
G de diamètre  3 a G est connexe et pour tout y,y Ex, il existe zEZ

tel que (y,z) et (y’,z)EU, et pour tout z,z’EZ il

Cette caractérisation s’étend de manière évidente aux graphes bipartis
non connexes dont toutes les composantes connexes sont de diamètre  2 ou 3.
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