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STABILITE DE LA FONCTION VETO

CAS DU VETO MAXIMAL

Joseph ABDOU*

INTRODUCTION

Soit N un comité et A un ensemble d’issues ; tous deux, ensem-

bles finis. On suppose que chaque individu i E N a un ordre de préférence
strict sur A. Une correspondance de choix social est une application qui
à tout profil associe une sélection d’issues dans A.

Un moyen simple de définir une sélection est de procéder à des duels

systématiques entre les candidats. Si une majorité préfère a à b, on éli-

mine b. On sélectionne alors le candidat qui bat tous les autres. C’est le

gagnant de Condoncet. Malheureusement un tel gagnant n’existe pas dans un

très grand nombre de cas.

Deux traits semblent être à l’origine de cet échec :
- Une coalition possède tout le pouvoir ou rien.
- Seules les coalitions majoritaires possèdent un pouvoir.

Une idée développée depuis Von Neumann et Morgenstern [10] est de

libérer la seconde condition. On appelle coatition gagnante, une coalition

qui possède le pouvoir de bloquer les candidats. C’est la théorie du jeu
simple.

a Laboratoire d’Econométrie, Université Pierre et Marie Curie (PARIS VI)

CEREMADE, ERA 2 49., Université Paris-Dauphine (PARIS IX)
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Là aussi, on peut caractériser exactement les jeux simples qui sé-

lectionnent toujours des candidats approuvés par toutes les coalitions, cf

fll f21.

Dans un jeu simple, une coalition gagnante a tout le pouvoir, elle

peut bloquer n’importe quel sous-ensemble propre de candidats.

Une coalition non gagnante n’a aucun pouvoir. Il est naturel alors

d’un point de vue éthique, d’accorder un pouvoir intermédiaire à chaque coa-

lition. Le principe du veto pnopomGonne£ étudié par H. Moulin f 4 ] satisfait

à cette nouvelle exigence. Si le pouvoir de veto est grosso-modo proportion-
nel au nombre de candidats unis dans une coalition, il est toujours possible
de sélectionner un bon candidat (stabilité). Mais la réciproque est plus in-

téressante, un veto qui ne dépend que du cardinal de la coalition n’est sta-

ble que s’il est majoré par le veto proportionnel.
!

Dans cette étude, nous levons toute contrainte sur la répartition
du pouvoir. Nous faisons la théorie générale de la fonction veto. A toute
coalition T C N sera associée la famille V(T) des parties de A que T

peut bloquer.

Soit alors un profil N et un candidat a E A. Nous dirons

que la coalition T bloque le candidat a si T peut forcer le choix dans

B, composé de candidats qui lui sont tous préférés au candidat proposé a,

et cela en bloquant la partie complémentaire A-B. Le coeut est l’ensemble

des candidats non-bloqués. La fonction veto est 6tab£-e quand son coeur est
non vide pour tout profil.

Donnons un exemple :

Pour T C N on associe V(T) tel que

où card B. et où £ est défini de la manière suivante :

Supposons qu’on a le profil suivant :
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Il n’y a pas de gagnant de Condorcet : cependant, utilisant son

pouvoir de veto, A(2) = 1, l’agent 2 peut s’opposer au choix du singleton
{b} et s’assurer ainsi un choix parmi {c,d,e,a} on dit que l’agent 2 blo-

que {b} et que {b} est dominé. L’agent J31, usant de son pouvoir,

£(3) = 2, peut bloquer la paire {c,d}. c et d sont dominés.

La coalition {2,3} joignant ses forces a un pouvoir £(2,3) = 4 ;
elle peut donc s’opposer à 16,c,d,el , et donc forcer le choix de {a} qu’
elle préfère a {e}. e est dominé.

Seul a n’est pas dominé, le coeur de la fonction veto est {a}.

Notre exemple a été choisi dans une classe importante de fonctions
veto : celle des ôonetion6 veto additiva. Soient en effet les 3 nombres :

On a :

H. Moulin et B. Peleg ont démontré que pour qu’un veto soit stable,
i 1 suffit qulil soit additif.

Dans cette étude nous cherchons des conditions nécessaires pour qu’
une fonction veto soit stable.

Nous nous intéressons plus particulièrement à des fonctions veto qui
répartissent le pouvoir d’une manière maximale. Le point de mire de notre re-
cherche est Nous démontrerons que les fonctions veto maxima-

les et stables vérifient deux propriétés qui s’approchent de l’additivité :

et 

N.B. Cette étude est auto-suffisante. Toutes les notions utilisées sont défi-

nies dans le texte. On n’abordera pas le problème de l’implémentation.
cf [5] [6] [7].
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1 - FONCTION VETO - DEFINITIONS - EXEMPLES.

0. NOTATIONS : 

A désigne l’ensemble des issues. N l’ensemble des agents. Tous

les deux sont des ensembles finis. ?(N) désigne l’ensemble des parties
de N. J(?(A)) sera noté ÉÎ~(A).

1. DEFINITION :

Une 4onction veto ct une appUeW,on :

tu 3 axiome,6 

Ces axiomes formalisent le concept intuitif de veto. Cependant la

plupart des fonctions veto que nous aurons à considérer vérifieront en ou-

tre la propriété suivante dite "souveraineté". Elle exprime que le comité N

a pleins pouvoirs en ce qui concerne le choix de l’issue.

2. DEFINITION :

une veto, 6exa dite souveAaine 6i :

L’interprétation des axi omes ( 1 ),(2 ) , (3 ) est naturelle : B EE V(T) où
B est une partie d’issues, T une coalition, signifie que la coalition T

peut bloquer B, c.a.d. qu’elle a le pouvoir d’interdire le choix d’une is-
sue de B.

Les deux propriétés qui suivent décrivent la répartition possible
du pouvoir de veto entre les diverses coalitions. Une fonction veto est sur-
additive si le pouvoir de deux coalitions auparavant disjointes, est au moins

équivalent à la réunion de leurs pouvoirs respectifs : l’union fait la force.

Elle est sous-additive quand la force de l’union ne dépasse pas l’union de
la force. Formellement on a les deux définitions :
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3. DEFINITION : Une 6onction V 6i :

4. DEFINITION : Une 4onction veto V ut 6ous-additive 6i :

5. REMARQUE : Une 4onction veto en particulier :
-- --

dont un cas particulier est le suivant :

de plus on a :

(Ô Tc désignent les complémentaires de B et de T).

6. DEFINITION : Une 4onction veto V dite ctoi,6,6ante 6i ta pupxiété (8)

e~~ 

7. REMARQUE : Fonction veto et Fonction d’effectivité.

vérifiant

Si V vérifie (1), (2), (3), (4), (5) alors E est la fonction d’effecti-

vité définie par Moulin et Peleg [6]. On aurait pu, dans tout ce chapitre,
parler de fonction effectivité au lieu de fonction veto, les propriétés de
l’une étant directement convertibles en des propriétés de l’autre. Il nous
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semble cependant que l’exploration des propriétés d’additivité est plus na-

turelle en termes de fonction veto étant donnée l’interprétatiôn intuitive

de cel 1 e-ci .

8. DEFINITION : Une ponction V ut maximale si :

9. REMARQUE : Si on se restreint à la classe des fonctions veto vérifiant

(7’) la maximalité au sens de la définition (8) équivaut à la maximalité au
sens de l’inclusion.

Le premier exemple que nous donnons d’une fonction veto est lié

au concept de jeu simple qui se trouve être un cas particulier de la fonc-

ti on veto. cf. [ 1 ] [2].

EXEMPLE 1 : Jeu M.6ocié à un jeu 

10. DEFINITION : Un j’eu 6impf-e coupf-e (N,W) 

L’ensemble W est dit ensemble des coalitions gagnantes.

Soit r = (N,W) un jeu simple, on dit :

11. DEFINITION : Soit A un en,6embte d’is,6ua, et r = (N,W) un jeu 6impf-e.
La 6onction ueto eanorU.queme.nt M.6ouée. à (r,A) est l’appUeCtÜon 

vérifiant :
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12. REMARQUE : Vr A est souveraine et croissante. Inversement à une fonc-

tion veto V souveraine et croissante on peut associer un jeu simple

rV = (N,WV) où l’ensemble des coalitions gagnantes W V est l’ensemble

suivant :

Partant d’un jeu simple r = (N,W) et d’un ensemble d’issues, A~ il existe

à priori plusieurs manières de leur associer une fonction veto V vérifiant

]7v 
= r mais Vr A définie plus haut est minimale parmi toutes)à savoir :

(V fonction veto)

La proposition suivante montre comment se fait la conversion d’une proprié-
té d’un jeu simple en termes de la fonction veto associée :

PROPROSITION 1 :

Soient r= (N,W) un jeu simple non nul, A un ensemble d’issues

vr,A la fonction veto associée à (r,A) :

Si Card A &#x3E; 2 on a :

(a) r propre « V r,A sur-additive.
(b) r propre et fort « V r,A sur-additive maximale.

Si Card A &#x3E; 3 on a :

vr,A sous-additive

sous-additive et sur-addltlve - r dictatoriale.

DEMONSTRATION

La démonstration de (a) et (b) est facile à vérifier par le lec-

teur. Montrons (c) : partons de sous-additive : 1
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vr,A sous-additive entraîne :
,

d’après la défi-

réciproque est par ailleurs évidente.

Démontrons (d) : Soit Vr ,A sous-additive et sur-additive. N étant
i A

fini la propriété :

est équivalente à la suivante :

Soit W* l’ensemble des coalitions gagnantes minimales pour l’inclusion :

NG y puisque le jeu est non nul.

d’après (~ ~) : Montrons

Supposons :

fi étant propre {e}n T = ~ constitue une contradic-

tison :

d’où

La réciproque est évidente.

EXEMPLE 2 : Fonetion6 ueto additivu

Soit m une mesure de probabilité strictement positive sur A et

soit A une mesure de probabilité strictement positive sur N.

Cette donnée est équivalente à celle des 2 vecteurs :
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on notera :

on notera :

On définit une fonction veto de la manière suivante :

On vérifie que V(1,m) réalise bien les axiomes (1),(2),(3). De plus elle

vérifie (4), (5), (6) c’est-à-dire qu’elle est à la fois : souveraine,
sur-additive et sous-additive.

13. DEFINITION : Soit V une 4onction veto, e,,6t dite 

il ewte deux vectewt,6

On remarque par ailleurs que pour une telle fonction le couple (~,m) n’est

point unique.

14. REMARQUE :

Soit un jeu simple r= (N,W), un ensemble d’issues A et la fonc-

tion veto Ur A associée.(cf.exemple 1). Pour que Vr,A soit additive, il

faut qu’elle soit à la fois sur-additive et sous-additive.

D’autre part Vr A sur-additive et sous-additive équivaut à :i A
soit card A &#x3E; 3 et r dictatoriale, soit card A = 2 et r propre.

Inversement si l’on se donne r dictatoriale alors Vr A est addi-

tif. Posons à cet effet N f = niAI = p
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on a

Par contre si card A=2 et r est propre on ne peut pas affirmer que Vr A
est additif. On donnera d’ailleurs plus loin un contre-exemple.

EXEMPLE 3 : Fone:tion veto, neutre ; 4onction veto c.aJlcUnale.

On pose :

Une fonction.veto est neutre quand il y a symétrie parmi les issues.

15. DEFINITION :

Soit V une 4onction elle ut dite neutAe 6i po ut tout

petmutation Q de l’ en6 emble A on a :

15 bis. REMARQUE : La définition ci-dessus équivaut à la suivante :

où IBI ( note le cardinal de B.

Si bien que la connaissance du cardinal de B est une information suffi-

sante pour déterminer son appartenance ou sa non-appartenance à V(T).

16. DEFINITION :

Soli V une 6onetion veXo 

à V 

v :9(N) ~ {o,... p-1} v(T) = max JB)

Remarquons que

Inversement à toute fonction vérifiant

on peut associer d’une manière unique une fonction veto neutre

comme suit :

I1 est immédiat que V vérifie (1), (2), (3).
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La proposition suivante traduit les propriétés d’une fonction veto

neutre en termes cardinaux.

PROPOSITION 2 : Soit V une fonction veto neutre et v la fonction car-

dinale associée, on a alors les équivalences suivantes :

DEMONSTRATION :

La vérification de ces équivalences est facile. Démontrons à titre

d’illustration l’équivalence (c) : 
-X

Supposons V sous-additive. Si (6 ) n’était pas vërifvë, il exis-

terait

Il existerait aussi : vérifiant :

on aurait :

contradiction.

Réciproquement si (6*) est vérifié, prenons
vérifiant

on a :

d’où :



50

et donc

c.a.d.

d’où la sous-additivité de V.

La proposition suivante combine les propriétés des veto additifs et
neutres.

PROPOSITION 3 : Sa.t.t V une 4onction veto additive et elle
- - ni -

«t JtepJté,6 entable pan

DEMONSTRATION :

Il existe tel que

posons où

montrons :

Soient

posons V étant neutre on peut écrire :

Pour k et T fixés il y a c k inégalités de ce genre où ck est le nom-Y 
p 

9 s 9 
p

bre de combinaisons de p, k à k.

En additionnant ces inégalités on a :

d’où
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Réciproquement si B E V*(T) les 3 dernières inégalités sont vraies d’où :.

ce qui entraîne l’existence d’un B’ vérifiant IB’l = k

et

d’où

montré :

et d’après la neutra 1 i të ; *. BEV(T) on a

COROLLAIRE 4 : A 6onction veto neoe8e et additive ta 4onction catdi-
nate ct33ociée ut donnée pat :

où x est l’entier tel que :

DEMONSTRATION :

D’après le résultat précédent :

EXEMPLE 4 : Fonwon ve:to anonyme et 

17. DEFINITION : Soit V une elle at dite anonyme 3i :

toute permutation 0 de N on a :
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18. REMARQUE : La définition précédente équivaut à la suivante :

V est anonyme si : :

19. REMARQUE : Si une fonction veto est anonyme et neutre on peut lui asso-

cier une fonction veto cardinale :

elle vérifie

Inversement à une telle fonction cardinale on peut associer une fonction

veto V unique qui soit anonyme et neutre.

Voici une prooosition fondamentale qui affirme que lorsqu’elle exis-

te, une fonction anonyme, neutre, maximale sous-additive et sur-additive est

aussi additive.

posons :

PROPOSITION 5 : SL p et n ne sont pas premiers entte eux il n’exL6te-

inoktyme et neut,,te qui soit à la. 4ois : maUmale, .6uJt-

et 

Si p et n sont pftem¿eJt6 ent,,te eux, il existe une et une 

de ce genie. EUe additive et .6a 4onctÀon catdinate at :

Un veto donné par la formule (16) est dit proportionnel. Il

e:1ste pour tous les couples (p,n) mais i 1 n’est maximal que lorsque p et

n sont premiers entre eux (pour plus de précision cf. [ 4 ] ) .
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DEMONSTRATION de la PROPOSITION 5 :

Remarquons d’abord que la sur-additivité, la sous-additivité et la

maximalité se traduisent dans le cas d’un veto neutre et anonyme par les

formules respectives :

Montrons par récurrence la double inégalité :

(1) est vraie pour

la sur-additivité :

la sous-additivitë :

la maximalité :

d’où

Supposons que (~) est vraie pour r = 1,...,t-1

Montrons qu’elle est vraie aussi pour t :

On écrit :

Cas où r-o :

su r-addi ti vi té :sur-additivité :

sous-additivité :

Maximalité :

d’où

sur-additivité :

sous-additivité :



54

Maximalité :

Les inégalités (~) sont ainsi démontrées par récurrence.

Si p et n ne sont pas premiers entre eux :

Soit d = p.g.c.d de p et n : d &#x3E; 1

est entier pour t = n’

et il n’existe pas d’entier

Si p et n sont premiers entre eux il est clair que :

et V est additif.

On termine cette section par une question : peut-on généraliser la

propriété précédente ? Une fonction veto neutre (mais non anonyme) qui est
à la fois maximale sur-additive et sous-additive est-elle additive ? On aura

une réponse à la fin du second paragraphe.
La seconde section explore les propriétés stratégiques de la fonc-

tion veto.
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II - COEUR D’UNE FONCTION VETO - STABILITE

20. NOTATIONS :

Pour tout ensemble désigne l’ensemble des relations d’or-
dres stricts sur X. ~(A) sera, plus simplement~. Un élément 

sera noté R = ( Ri ) . ~ N.

21. DEFINITION

Soit V une 6onction veto., et soit un "pto4i£-" RE RN
Une -L6-6ue a G A est dite btoquée pat ta c.oaLi.üon Te ÔÉ(N) PouA te 

22. REMARQUE : b Ri a sera interprété dans ce modèle : "le joueur i

préfère b à a". L’ensemble des préférés à a pour tout i dans T sera noté :

A cause des axiomes (1), (2), (3), la formule (17) est équivalente a la sui-
vante :

23. DEFINITION :

Soit V une 4onction veto et R E g’tN un pto 6it. Une --i..6¿ue. a E A

at dite dominée paun R si il existe une eoali:l:ion T qui bloque. a pout

R .

24. DEFINITION :

Soit V une 4onction veto et R E un pto6it. Le ca un de V

paun le R est l’ eYL6 emble de,6 non dominées. noté

’eV (8). Fokmeîîement : 
-



56

25. REMARQUE : Soient V. et V2 deux fonctions veto vérifiant

On a

Le concept de coeur se révèle être la généralisation du concept de

même nom au cas d’un jeu simple.

EXEMPLE 1 : Caeuh d’un jeu de ta veto 

Reprenons l’exemple 1. Un jeu simple r = (N,W), un ensemble d’issues
A et un profil sont donnés. On associe canoniquement à (r,A) la

fonction veto par la formule (12).

On en déduit une formulation particulière du coeur :

C’est exactement la définition du coeur du jeu simple r d’après Nakamura

1 6 1

EXEMPLE 2 : Coeum d’un veto neutre.

Soit V une fonction veto neutre et v la fonction cardinale as-

sociée d’après la formule (14).

a bloqué par T pour

d’où une formulation nouvelle du coeur :

III - LE THEOREME PRINCIPAL

Nous formulons dans cette section des conditions nécessaires pour

qu’une fonction veto soit stable.

PROPOSITION 6 : Soit V une 6onwon veto 3tabîe. Les deux 3ui-

vanta sont 
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26. REMARQUE : La propriété (a) n’est autre que (7). Dans le cas où V est

neutre la propriété (a) se traduit par :

La propriété (b) n’a de sens intuitif que lorsque V est maximale,
si V est neutre (v) s’écrit :

Nous verrons par la suite ce que deviennent ces propriétés quand V

est maximale.

DEMONSTRATION DE LA PROPRIETE (a) :
Par l’absurde.

’ 

Supposons (a) fausse, nous allons construire un profil R tel que
_h . 

-

Remarquons qu’on peut supposer que les sinon on se restreint

à ceux des i tels que B 0 . Par ailleurs B i c- {1, ... rl.i 1

et soient deux relations d’ordres stric-

tes : arbitrairement choisies.

Soit alors la relation d’ordre stricte sur A ainsi définie
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Considérons alors le profil suivant parfaitement défini grâce à

C’est le profil cherché.

Puisqu’on a supposé (a) fausse on a

On vérifie qu’on a :

a est dominé ; on a montré :

DEMONSTRATION de (b)
Par l’absurde :

Posons

CONSTRUCTION DE R :

Pour tout soit une relation d’ordre strict, arbi-

traire :

Soit aussi la permutation circulaire de ~1,...r~.
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on a

Il existe une application II : N -+ {1,...r} vérifiant

Fixons i ‘ ~ 1, ... r~ , définissons

Considérons alors le profil

DEMONTRONS que

et a est dominé

on affirme qu’on a :

Pour le prouver, soient et e E N vérifiant a

d’après la définition de

par définition de R. :J

ce qui équivaut à : ce qui n’est possible qu’au seul cas où :

et
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d’après la première égalité on a :

1 

d’où

(19) est ainsi démontrée par l’absurde i elle entraîne :

d’où

a est bloquée par pour R

On a démontré ce qui achève la démonstration.

La démonstration (6) permet de retrouver un résultat sur la stabili-
té du jeu simple démontré par Nakamura [ 6 ]. 

’

THEOREME 7 (Nakamu ra) :

Soit r = (N,Y) , A un 4ini Vr,A
ta. veto canoniquement à (r,A) 

.

Si Vr,A est stable on a :

’ 

- ou bien.

- ou bien

27. REMARQUE : v est appelé nambne de du jeu simple r. ,

Nakamura démontre que la réciproque de ce théorème est aussi

vraie [2].

DEMONSTRATION : C’est un corollaire du Lemme :

Supposons alors v est un entier naturel (fini).

Posons

Ecrivons supposons

D’après la définition dev; il existe une famille

fiant :
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Posons alors

vante :

on a la situation sui-

ce qui contredit l’énoncé (b) du Leme ’; d’où p  v.

On en arrive à l’énoncé du Théorème principal de ce paragraphe :

THEOREME 8 Soit V une maxima£-e.

V est et 

COROLLAIRE 9 : Soit V une 4onction neutpte maxima£-e. A£-ou

on a : .

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE : Il suffit de combiner le théorème précédent
et la proposition (2).

DEMONSTRATION du THEOREME : Soit V stable. V est sur-additive, en effet:

Soient

posons

Supposons

vérifiant

la maximalité de V entraîne

On a la situation suivante :
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ce qui contredit l’énoncé (a) du lemme : d’où

additivité en découle. V est sous-additive :

La sur-

Supposons par l’absurde qu’il existe :

D’après la maximalité de V on a :

posons :

on a :

ce qui contredit l’énoncé (b) de la proposition 6, d’où ,

la sous-additivité de V.

COROLLAIRE 10 : Soit V un veto anonyme neu;fte 3tab£-e et 

a) p et n sont entne eux (où p = A ( et n - ~ 

b) V at .~a cussociée e~~ nomrnérnent :

La démonstration du corollaire découle immédiatement du théorème précédent
et de la proposition (5).

28. REMARQUE : Pour un résultat plus complet en ce qui concerne la stabili-

té du veto anonyme et neutre on peut se reporter à [4].

29. REMARQUE : Toute fonction veto additive est stable cf. [ 6] . Notre théo-

rème affirme d’autre part qu’un veto stable maximal est sur-additif et sous-
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additif. Deux questions peuvent alors se poser :

- U n veto maximal, .6olL6-addili6 d 
- U n, veto et at-it 

Le corollaire (10) se présente comme une réponse partielle à la

seconde question. La réponse est positive au cas d’un veto anonyme et neutre.

Malheureusement elle est négative dans le cas général. Nous fournissons ci-

dessous un contre-exemple qui dissipe toute illusion à ce sujet.

EXEMPLE 3 : Contre -exemple. d’un veto maximal et .6table. non 

30. REMARQUE D’ORDRE GENERAL : Soit V = une fonction veto additif.

Considérons deux joueurs distincts i et j :

Si bien qu’on ne peut avoir à la fois :

et

Considérons alors le jeu simple r = (N,W)

est l’ensemble des coalitions gagnantes minimales :

On peut vérifier que ( N,W) est propre, fort et non faible cf. [ 3] .

Le nombre de Nakamura est v = 3.

Considérons maintenant l’ensemble A = {a,b} comme ensemble d’issues.

Soit Vr A la fonction veto canoniquement associée à (r,A). Cette fonction
, . ,

est maximale et sur-additive d’après la proposition (1)

On a : 23 = v. D’après le théorème de Nakamura, Y est stable
i ,

(cf. Rema rque 26).

Vérifions que Vr A n~est pas additif :
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Posons :

on a :

Remarquons que :

D’après la remarque générale (29), Vr,A ne peut pas être additif. D’ailleurs

on pourrait obtenir des contre-exemples analogues pour A quelconque ]A( &#x3E; 2.

30. REMARQUE CONCLUSIVE

Notre étude laisse ouverte la question de savoir si une fonction veto

maximale sous-additive et sur-additive est stable ~;~). Nous avons cependant
vérifié que dans le cas où V est neutre et où IAI’~ 4, la réponse à cette

question est positive. Nous n’avons pas cru nécessaire d’inclure cette véri-

fication dans la présente étude.

à) Pendant la préparation de cet article nous avons appris que M. Bezalel Peleg

a répondu positivement à notre question. Nous citons sous toutes réserves

l’étude non publiée où ce problème est résolu : "Convex Effectivity func-

tions", by Bezalel Peleg, Research Memorandum n°46, April 1982, The Hebrew

University, Jerusalem, Israël. , ,
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