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AXTOMATISATION DE LA NOTION

DE REPERAGE ABSTRAIT

J.p. DESCLES (*)
CH. FROIDEVAUX (*®
La théorie du repérage trouve ses origines dans deux séries de problémes :
1'analyse du fonctionnement de la copule qui; depuis G. Frege, est déclarée
avoir les valeurs d'existence, d'identité et d'attribution (avec séparation
de la valeur d'appartenance et de celle d'inclusion) ; 1l'analyse des catégo-
ries grammaticales (temps et aspects, personnes, espace) et 1'analyse du
fonctionnement du domaine notionnel.
Nous renvoyons aux publications qui développent certains points précis qui
motivent la mathématisation présentée au paragraphe 2. Citons en particulier:
a) le rapport présenté 3 1'U.N.E.S.C.0. par A. Culioli et J.P. Desclés
[CULI/DES-81]
b) 1'article : "Traitement formel des langues naturelles'" (lére partie)

paru dans Mathématiques et sciences humaines, (77) 1982 [ pour 1'analyse de

la copule étre et de son corrélat avoir] ;
c) les articles relatifs aux catégories grammaticales des personnes,
de 1'aspect et du temps (voir tous les articles qui sont relatifs 3 ces pro-

blémes, cités dans la bibliegraphie présentée dans le numéroe Mathématiques

et sciences humaines (77) 1982).

Nous allons aborder ici essentiellement un probléme, celui de la distinction

(G)] U.E.R. de Mathématiques et Informatique - Université de Paris 7

(*Y) ERA 642 - Université de Paris 7
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identité/identification, que nous préconisons. En traitant de ce probléme,
nous introduirons des concepts qui justifieront les définitions proposées

par la suite.

1. IDENTITE/IDENTIFICATION

On sait qu'une des préoccupations de G. Frege consistait 3 analyser la

signification de propositions coome a =a et a=b
"a = a et a = b sont des propositions qui n'ont pas, la chose est
évidente, méme valeur de connaissance : a = a est a priori et, selon Kant,
analytique, tandis que les propositions de la forme a = b ont bien souvent
un contenu fort précieux pour le progrés de la connaissance, et elles n'ont
pas toujours un fondement a priori. La découverte que chaqué matin se léve
le méme soleil, et non pas un nouveau soleil, a bien &té une des découvertes
les plus fécondes de 1'astronomie" ("Sens et dénotation'").

Dans 1'exemple célébre L'étoile du matin est Vénus, pouvons—nous régler le
probléme de la signification de est en disant simplement que est renvoie a

une "identité&" ? Précisons un peu la notion d'identité.

A. Church, 3 la suite de G. Frege et de sa Begriffsschrift (1879), utilise

deux schémas d'axiomes :

(1) x = x (réflexivité)

(ii) (x =y et ¢(x))=>¢(y) (indiscernabilité des identiques)
oi 'x', 'y' sont des variables syntaxiques, ¢(&) une variable de prédicat.
Hao Wang a proposé un seul schéma d'axiome :

(iii) ¢(y) = @x) (x = y et $(x))

Les schémas (i) et (ii) sont déductibles de (iii).
Lorsqu'on a recours au calcul des prédicats du second ordre, nous pouvons

poser la loi de Leibniz.

(LL) (Vx) (Wy) [x =y = (V¢) (d(x) = ¢(y))]

et en déduire trés simplement des propositions valides au sujet de 1'identi-
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(In.1d) wx) Vy) [x = y= ) @ (x) =9(y))]
(indiscernabilité des identiques)
(Id.in) (vx) (Vy) [(vd) @ (x) =d(y))= x =yl
(identité des indiscernables)

(p) (vx) (x = x)

() (vx) (Vy) (x = y= y = x)

(t) (vx) (Vy) (vz) (x =y ety =2z= x = 2)
Ces propriétés de 1'identité peuvent néanmoins provoquer certains ennuis
en particulier les lois (LL), (In.Id) et (Id.in). Rappelons 1l'exemple bien
connu :

(1) Le nombre des planétes est 9

(2) Copernic croit que le nombre des planétes est plus grand que 7
En appliquant la loi de Leibniz, nous pouvons en tirer la conclusion qui
est fausse :

(3) Copernic croit que 9 est plus grand que 7
Bien des théories ont été proposées pour remédier aux inconvénients de (LL).
Par exemple, O.W. Quine a proposé "l'opacité référentielle' pour désigner
les contextes dans lesquels (LL) conduit de la vérité a la fausseté ; on
restreint alors le domaine de validité de (LL) en imposant au prédicat $(&)
de parcourir uniquement des propriétés ''réelles'". D'autres solutions ont
été proposées en posant :

(LL) a = b = (V) (V&) [R_(¢(a))

Rt(¢(b))]

ol Rt(p) se 1lit "il y a réalisation de p au temps t".

Nous ne rentrerons pas dans les détails.

L'analyse des langues naturelles nous montre que par 1'énonciation, on éta-

blit beaucoup plus des identifications entre un terme et un autre que des

identités.

Dans 1'énoncé L'étoile du matin est Vénus, il s'agit beaucoup plus d'une
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identification entre L'8toile du matin et Vénus, cette identification ne
respectant pas (LL), que d'une identité.

Par identification, nous entendons non pas une relation, mais une opération
qui consiste 3 trouver un identificateur (Vénus) pour un terme (1'étoile

du matin). Cette opération est constitutive d'une relation binaire, & savoir
"1'identificateur et le terme (3 identifier) sont identifiés entre eux".

L

Précisons ceci. Désignons par ':=' un opérateur unaire, dit d'identifica-

tion. Soit a un terme donné. "L'opération d'identification " consiste 3

"appliquer 1'opérateur := 3 l'opérande a de fagon d obtenir le résultat b'".
ﬁtilisons la notation suivante pour 1'opération d'application :

[n, £o J=&1 est un schéma qui désigne 1'application de l'opérateur II a
1'opérande Eo donnant pour résultat %ﬁ Le lecteur reconnaftra dans ce
schéma "1'opération d'application'" utilisée par J. von Neumann dans son
article sur les fondements des mathématiques de 1925 : "Eine Axiomatisie-

rung der Mengenlehre" (traduit en anglais dans J. van Heijenoort,From Frege

to Godel, A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931).

Revenons 3 1'identification. En utilisant le schéma précédent, nous avons :

a est le terme 3 identifier,

b est 1'identificateur (de a).

L'opération d'identification engendre une relation binaire canonique et
directement associée a celle-ci, que nous désignerons, par abus d'écriture,

a 1'aide du méme symbole ':=' :

Nous lisons 'a := b' par "a est identifié & b" (ou encore '"b est 1'identifi-

cateur de a"). La relation 'a := b' est clairement fonctionnelle.

A la relation 'x := y' nous associons une autre relation "dite relation

d'identification" et que nous désignons par 'x = y', qui est moins fine que

la relation canonique, 3 savoir :
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("x) (¥y) [x := y=* x =yl
Nous lisons 'x = y' : "x et y sont identifiés entre eux".
Pour qu'il y ait identification, nous imposons & la relation 'x = y' engen-
drée par 1l'opération d'identification, les deux propriétés (p (réflexivité)

et (0) (symétrie).

La distinction entre les deux relations 'x := y' et 'x = y' nous permet de
bien cerner la notion méme d'identification :

Si b "est 1l'identificateur de" a alors a et b "sont identifiés entre
eux'" et donc par symétrie b et a "sont identifiés entre euxf sans que pour

autant b ait nécessairement pour identificateur a.

Les langues naturelles marquent-elles une différence entre les deux relatioms

'x ;i=y' et 'x=y' ?
Prenons un exemple du frangais :

(1) Paris est la capitale de la France
Nous interprétons (1) comme le résultat d'une identification de "Paris" avec
"la capitale de la France". De (1) nous tirons :

(1') Paris et la capitale de la France sont identifiés

(1") La capitale de la France et Paris sont identifiés
Par contre, la suite textuelle :

(2) ? La capitale de la France est Paris
a un degré d'acceptabilité plus faible ; elle apparalt dans certains contex-
tes seulement, par exemple dans les manuels Ae logique ou dans des listes
ou encore en réponse 3 des questions... Il semble bien - nous 1l'avons testé
sur de nombreuses populations d'informateurs — que spontanément un franco-
phone dise plutdt :

(3) La capitale de la France, c'est Paris
Ce test - il y en a d'autres - montre bien que le terme ad identifier et
1'identificateur ne sont pas substituables 1'un i 1'autre.

Puisque (1) et (2) n'ont pas le méme degré d'acceptabilité, (1) et (2) ne
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sont pas construits de la méme fagon et la permutation formelle de 1'objet
identifié avec son identificateur change 1'acceptabilité. Nous dirons que
dans (1) il y a identification de Paris avec la capitale de la France :
on identifie un terme avec un autre terme, en général plus déterminé, comme
dans :

Pierre est le professeur dont je t'ai déja parlé
L'acceptabilité de (2) étant plus faible, (1) et (2) ne sont pas équivalents,
du point de vue de la signification.
Pour exprimer 1'identification de La capitale de la France avec Paris, il
est nécessaire d'utiliser, en frangais, un énoncé comme (3).
Nous dirons donc que :

L'identification est une opération qui induit une relation canonique 'x := y'

symétrisable (mais non symétrique) 3 laquelle on associe une relation (symé-

trique et réflexive) 'x = y', appelée relation d'identification.

Dans beaucoup de langues, on a des marqueurs quli renvoient 3 des identifica-
tions et rarement 3 des identités.
L'analyse des nombreux marqueurs anaphoriques montre que ceux-ci sont les
traces d'opérations d'identification et non pas d'identités.
Par exemple, dans 1'énoncé :

(6) Jean avait ce jour-ld bien des soucis, 1l se sentait...
le marqueur anaphorique il indique qu'il y a une identification entre une
place dans une relation prédicative non saturée et un autre terme qui sert
d'identificateur 3 cette place.
Désignons par '<( ) r b >' une relation prédicative non saturée et par 'a'

1'identificateur, le processus de 1'anaphore fait intervenir une identifica-

tion que l'on peut schématiquement représenter par :

<()rb~> a
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il est la trace de l'opération d'identification d'une place d'argument avec
son identificateur 'a'.
Les marqueurs de ressemblance sont aussi les traces d'opérations d'identi-
fication qui engendrent des relations d'identification symétriques et réfle-
xives. Prenons :

(4) Jean est comme Napoléon (opération d'identification)
On peut en déduire :

(5) Jean et Napoléon sont semblables (relation d'identification réfle-

xive et symétrique)

Mais 1'"effet" produit par :

(6) Napoléon est comme Jean
est trés différent de 1'"effet" impliqué par (4). La relation canonique
déduite de 1'identification est non symétrique, tandis que la relation
d'identification est, elle, symétrique.

La relation 'x = y' engendrée par 1'identification n'est pas en général

transitive (1).
Plusieurs termes a;, ..., a peuvent avoir le méme identificateur b sans
pour autant étre identifiables entre eux.
Prenons de nouveau le marqueur "est comme". De :
(7) Jean est comme Napoléon (parce qu'ils sont tous deux Corses)
(8) Napoléon est comme César (parce qu'ils ont &té tous deux des
conquérants)
on ne peut pas déduire en général que :
(9) Jean est comme César
L'opération d'identification est donc telle que la relation canonique "&tre
comme' est non transitive. De (7) et de :

(10) Paul est comme Napoléon

on ne peut pas en déduire 'nmaturellement" que :

(11) Jean et Paul sont semblables entre eux
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En effet, de (7) et (10) on en déduit que Jean et Paul ont pour identifica-
teur Napoléon. On en déduit alors :

(12) Jean (respectivement Paul) et Napoléon sont semblables entre eux
Si la relation symétrique'd'identification "€tre semblables entre eux' &tait
transitive, on devrait en déduire (11), ce qui est contraire & notre compor-

tement spontané.

La relation d'équivalence est une spécification de la relation d'identifi-

cation.

Toute relation d'é&quivalence notée également '=' ui vérifie la propriété
q ’ P

-

d'extensionnalité :

\y(x)# ¢ = v]

(Ext) (W) (YY) [(¥x) : ¢(x)

est une égalité extensionnelle.

Par exemple, 1'égalité entre ensembles est extensionnelle (d'aprés 1'axiome
d'extensionnalité).

L'égalité extensionnelle est donc aussi une spécification de la relation
d'identification.

L'identité, qui est également une spécification de 1'identification, est une
relation qui vérifie les propriétés (f), (), (7), (Ext) et la loi de Leib-
niz (LL).

Nous avons ainsi une typologie des différentes spécifications de 1'identifi-
cation : équivalence, égalité extensionnelle, identité. On peut bien entendu
encore 1'affiner en dissociant égalité intensionnelle et &galité extension-

nelle.

Beaucoup de difficultés que 1'on rencontre dans le traitement des 'phrases
équatives' en langue naturelle sont levées lorsqu'on attribue a la copule
non pas la valeur d'identité mais la valeur d'identification. Les langues

naturelles ne marquent pratiquement jamais 1'identité, alors qu'il existe
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plusieurs procédés pour signifier 1'identification (par exemple 1'utilisa-
tion de la copule est, du marqueur de dans iz ville de Paris, du procédé

d'extraposition en ce .... que, d'un grand nombre d'anaphoriques etc.).

1.2. ATTRIBUTION/LOCALISATION

G. Frege a proposé de distinguer parmi les valeurs de la copule est : la
valeur d'appartenance (Jean est un homme) et la valeur d'inclusion (Les hom-
mes sont des mammiféres). Cette distinction permet d'expliquer pourquoi le
schéma de syllogisme classique :

Les x sont z

Or les y sont des x

Donc les y sont z

est valide lorsque les trois occurrences de sont sont interprétées comme
des inclusions, alors qu'il est non valide lorsque la premiére et la der-
niére sont interprétées comme des appartenances. On explique alors pourquoi
Les hommes sont nombreux
Or les Athéniens sont des hommes
Donc les Athéniens sont nombreux
est un sophisme puisque 'mombreux" est une propriété non distribuable sur
les individus, étant une propriété de classe.
A ces deux valeurs que les langues n'opposent pas par des marqueurs spéciaux,
il faut ajouter la valeur de localisation sous—jacente 3 certains emplois de
est, que Frege n'étudie pas, cette valeur n'apparaissant pratiquement pas
dans le langage mathématique.
On trouve cette valeur avec des marqueurs comme :

est a4, est dans, est sur, est sous, est au-dessus, est prés de.

Toutes ces valeurs sont ramenées 3 une valeur plus fondamentale, appelée
différenciation et qui a la propriété essentielle de non symétrie.

Comme précédemment, nous dissocions 1'opération de différenciation de la
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relation canonique qui lui est associée et de la relation'de différencia-
tion qui est constituée.

Dans 1'univers des ensembles, les relations d'appartenance et d'inclusion
se distinguent par des propriétés spécifiques.

Toute relation de localisation est une spécification de la différenciation
et est constituée par une opération de différenciation spécifiée :
"un objet est localisé par rapport d un localisateur", le type de localisa-

tion (intériorité, extériorité, contact, non contact...) étant précisé par

ailleurs.

Appelons relation de repérage une relation qui est constituée & partir d'une
opération (dite de repérage) consistant 3 repérer un objet par rapport i un
repére déterminé. Si les propriétés de réflexivité et de symétrie sont véri-
fiées, on a un repérage par identification ;si la propriété de non symétrie
est vérifiée,on a un repérage par différenciation.
Ces deux types de repérage font intervenir des conditions de détermination
sur les termes. En particulier, pour qu'il y ait repérage, il est nécessaire
que le terme qui sert de repére soit plus déterminé (au sens large) que le
terme repéré. On explique ainsi pourquoi on a :

Le livre est sur la table
et plus difficilement :

Le livre est sur une table
avec ‘. renvoyant 3 une valeur indéterminée. Dans 1'exemple précédent, une
table s'interpréte comme une des tables.
Les conditions de détermination des termes devraient €tre systématiquement
étudiées mais on retrouve ce phénoméne dans de nombreuses langues.

Pour résumer ces deux types de repérage, A. Culioli a proposé la notation

suivante :
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"x € y" signifiant :{soit x =y
‘)soit X<y

\soit x € y.

A un repérage (par identification ou différenciation) est associée une
opération duale, appelée opération de détermination.

Avec les notations de A. Culioli, au repérage noté '€' est associé le dual,

T
= H

noté '
si "x € y" alors "y 2 x"

L'introduction du dual permet d'absorber les problémes relatifs a 1'opposi-

tion €tre/avoir et aux conditions de détermination qui lui sont associées.

On ne dit pas en frangais ? un lZvre est a Jean mais plutdt Jean a un livre

ou 7l y a un livre qui est d Jean.

Aux deux valeurs fondamentales qui apparaissent dans 1'analyse de la copule,

s'ajoute une troisiéme qui apparait lorsqu'on traite de la négation et que

1'on organise les catégories grammaticales. Cette troisiéme valeur est la

ruption.

On 1'utilise dans la catégorie des personnes lorsque 1'on veut rendre compte

du fait que fil ne renvoie ni a JE (1'énonciateur) ni a TU (le coénoncia-

teur)". La ruption apparalt également dans 1'analyse de 1'aspect, notamment

dans 1'opposition énonciatif/acristique.

L'axiomatique présentée ici se situe dans un cadre strictement ensembliste

qui différe de celui adopté dans [DES-807].

Les notations employées sont les suivantes :
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relation canonique relation associée| relation duale
identification = o o & (o
A d( 0) ( o)
différenciation ¢ o d(°1) 6(01)
ruption w o) d(o,) €(a,)

REMARQUE : Dans la plupart des publications linguistiques, il est fait usage
‘des symboles =, # w pour désigner respectivement 1'identification, la diffé-

renciation et la ruption (ou rupture).
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2. SYSTEMES DE REPERAGE : DEFINITIONS

2.1. Notations et définitions préliminaires

E et F désignent deux ensembles non vides.
Une correspondance ! (entre E et F) est la donnée de (G, E, F) oli G est une

partie de E x F, dite graphe de la correspondance I'. La correspondance inver-

se 11 de T est définie par (G-1 F, E) ot G-1 est la partie converse de G

s

(on dit aussi partie inverse) : G_1 sera dit graphe inverse de T :

-1
(Vx € E) (Vy €F) ((y, x) €EG "~ & (x, y) €6).
Par abus d'écriture, on note de la méme fagon 'I'' la relation binaire (de
E 4 F) canoniquement associée 3 la correspondance I = (G, E, F) et la cor-

respondance elle-méme. On notera parfois G. le graphe de la relation T.

r

Une correspondance I' est fonctionnelle lorsqu'elle vérifie la propriété :

(Vx €E). (W, z €F) [(x,y) €EGet (x,2) €EG= y =2]

Dans ce cas, la correspondance I' peut &tre considérée comme une opération I'’

(ou une fonction) de domaine E et de codomaine F ; "1'ensemble de définition"
de cette opération, noté Dr., est un sous-ensemble de E :
DF.= {x €EE/3y €F tq (x, y) € G}

Lorsque x appartient 3 1'ensemble de définition D_., nous écrivons 3 la place

T
de (x, y) €G :

y = xI’

Lorsque DF. = E, I’ est une application de E dans F (ou opération partout
définie).
Soit I'" une opération de domaine E et de codomaine F, nous avons :

(VXEDF.) [y =xT" ®xT y]

REMARQUE 1 : La relation 'x T' y' est dite 'relation binaire associée canoni-

quement & 1'opération 'T'"''. Dans certains contextes, il sera utile de se

référer 3 1'opération I'", dans d'autres 3 la relation canoniquement associée
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Une correspondance T'= (G, E, F) est représentable par un diagramme D()
oli les objets sont les &léments de E et de F et oli les fléches sont en
bijection avec les couples (x, y) de G :

"X —y' » (x, y) €EG

Un diagramme dual ¢&(D(T)) du diagramme D(I) est obtenu en conservant les

objets mais en inversant le sens de toutes les fléches de D(D) :

si 'x—>y' est une fléche de D(I), alors 'xe—y' est une fléche de
&(D(T1)).
Une partie duale ¢&(G) d'une partie G ¢ E x F est une partie de F x E telle
que :

(Vx € E) (Vy €F) : [(x,y) €6= (y, x) € &G3)]J

PROPRIETE : Soit G €E x F ; €(8(G)) = G.
—=

Soit T = (G, E, F) une correspondance (entre E et F) ; une correspondance

duale, notée &(T'), est la donnée de (¢(G), F, E) ot &(G) est une partie duale
du graphe G de la correspondance I'; dans ce cas on dit que ¢&(G) est un gra-

phe dual de G.

Si T = (G, E, F) est une correspondance fonctionnelle, alors une correspon-
dance duale de T, €(T), n'est pas en générai fonctionnelle. Désignons cepen-—
dant par ¢(I')" 1'"opération multivoque" de domaine F et de codomaine E, déter-
minée par le graphe dual ¢&(G) de &(T). Nous en déduisons alors :

(vx € D,.) : [y = xT'3 x € y§r)'1

REMARQUE 2 : Alors que I'" est fonctionnelle c'est-a-dire qu'id chaque &lément
X de son ensemble de définition correspond un unique y tel que y = xT°, la

"fonction multivoque"” &)’ n'a plus cette propriété : 1'image y de x pour
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est définie de fagon déterministe ; par contre, une image de y, pour &T)°,

n'est pas obtenue de facon déterministe.

2.2. Rappel de quelques propriétés des relations binaires

Désormais nous supposons que E = F.

DEFINITION 1 : Soit I une relation binaire sur E et soit a € E. La classe

des satellites de a pour I' est notée [I'] a et définie par :

Tla={x€E | xT a}l o

Nous désignons par [ la fermeture réflexive et transitive de la relation

|binaire T sur E.

-DEFINITION 2 : Soit deux relations binaires sur E, I, et FZ’ La relation

1

') est plus fine que la relation FZ si :

vVx, y € E : [x Fly =X Fzy]

hNous notons : Fl < Fz. o

Notations : Lorsqu'une relation binaire T vérifie une propriété P, nous note-

rons :'(T)(P)'. La '"négation logique'" d'une propriété est notée 'n.P'.

DEFINITION 3 : Une relation binaire T est dite :

. réflexive (totalement) (f) d:} (Vx € E) (xTx)
. symétrique (o) dgf (Vx, y € E) [xTy= yIx]
transitive (M d:} (%, y, z €E)[ xTy et yl'z= xI'z]
. ézréflexizg (Ip) d:} (Vx € E) [non (xIx)]
asymétrique (AQ) i (¥, y € E) [ xTy= non (yIx)]
. dissymétrique - (Do) d;} (3y € E) (Vx’E E) [xIy = non (yTx)]
. pseudo-symétrique (Yo) d:} (Vx,y € E) [xTy = yI'x et x # y]
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. antisymétrique (Anto) dzf (vx, vy €E) [(x #y et xT'y)y=

== non (y'x)] ©

On rappelle que deux propositions p et q sont

contradictoires si 1'on a : (p et non q) ou (non p et q), on note alors :

1 )

pwq
contraires si 1'on a : non (p et q), on note alors : 'pjq'.

Deux propositions contradictoires sont contraires.

REMARQUES : 1) 'w' et 'l' désignent respectivement le "ou exclusif" et
"1'incompatibilité logique" ; le "ou (non exclusif)" est désigné par v.

2) Nous supposerons désormais que 1'ensemble E a au moins deux
€léments puisque nous nous intéresserons aux relations binaires [ telles
que :

@x, y €E) : [x #y et xlyl.

THEOREME 1 : Soit E un ensemble ayant au moins deux €léments. Soit ' une
relation binaire sur E telle que :

(3x, y€E) [x#yetxlyl

Nous avons le diagramme suivant oi :
chaque sommet désigne une propriété vérifiée par T
chaque fl&che désigne une relation logique.

(D (o) & » (I)(A0)
/ \G)(DO)
(D (¥ < ! s () (Anto)
(M) (n.&0) ¢ v I xIXn.o)

e

(TXn.Anto) ¢ _ v 5(T) (n.¥s)
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N.B. : Les fléches non étiquetées désignent des implications.
La démonstration est '"classique' et ne présente aucune difficulté.
Le lecteur reconnaitra deux "carrés des oppositions" :

(1) (0) g (1) (40) (1) (¥0) gL (T) (Ant0)
(%] W,
w w

(T) (n.Ag)é———'(1) (n. 0) (I) (n.Anto) e N (T)(n.Yo)

Sont contradictoires (w) entre elles les propriétés :
(0) et (n.0) ;3 (AO) et (n.Ao) ; (¥Yo) et (n.Y¥0) ; (Anto) et (n.Anto).
Sont contraires (|) entre elles les propriétés :

(o) et (A0) ; (¥5) et (Anto).

THEOREME 2 : Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme précédent, on a:
(1) (D (Ao0) = (D (Ip
(2) (D (Ip) et (T) ()= () (n.7)

PREUVE :

(1) [(vx, y € E) (xI'y =»non (y'x))] =[ (Vx € E) (x[x = (non(xl'x)))]
or [(Vx € E) (xrx=>non (xTx))] & [(Vx € E) (non (x'x))]
D'ol : [(Vx, y € E) (xTy=>non (y'x))]1=>[(¥x € E) (non(xI'x))]

(2) On utilise 1'hypothése : (3x, y € E) (x # y et xIy),
compatible avec : [(Vx € E) (non (xTx))].
{[(Vx, y € E) (xTy=>ylx)] et [(ag, y €EE) (x # y et xTy)] =

= [(3x, y €EE) (x £y et xTy et yIx)]. D'ol :

{[ (Vx€E) (non(xT'x)) ] et [ (Vx,y€E) (xTy »yIx)] et [(3x,y€E) (xfy et xTy)lls

= [(3x, vy €EE) (x #y et x'y et yI'x et non (xIx))]

Le dernier membre de cette implication implique @ son tour :

3x,y,z € E) (xIy et yIz et non (xIz)).D'ol le résultat. @
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DEFINITION 4 : Soit I une relation binaire sur E et soient P et Q deux

prooriétés de relations binaires. On dit que :
. P et Q sont compatibles pour T si :
[(T) (P) et (I') (Q)] est vraie

. P est une spécification de Q pour I si :

[T (P) = (') (Q)] est vraie. D

REMARQUE : Ces notions permettent d'introduire une hiérarchie sur une

classe de propriétés attribuables 3 une relation binaire. Pour plus de

détails, voir [DES-80] (annexe IV).

2.3. Systémes de repérages

E est un ensemble donné.

DEFINITION 5 : On appelle repérage par o sur E, la donnée d'un triplet

<0, &), d(g)> oli ¢ est une correspondance fonctionnelle sur E, 6(c) une
correspondance duale de o et d(0) une relation binaire moins fine que la
relation canonique (notée également o), associée 3 0.

o (respectivement 0°) est appelée relation (respectivement opé&ration) de

|repérage.
8(s) (respectivement ¢(5)°) est appelée relation (respectivement opération)

de détermination. o

b

REMARQUE 1 : Rappelons que la relation d(c) a é€té introduite pour rendre

compte, entre autres, de la distinction entre identité et identification.

REMARQUE 2 : Soit <o, &é(@), d()> un repérage sur E. L'opération 0" définie

par la correspondance fonctionnelle ¢ est déterministe (au sens de la remar-

que 2 de 2.1) ; par contre, 1'"opération multivoque" 6(c)° est non détermi-
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niste : si x est repéré par rapport 3 y, alors x est un des E€léments déter-
minés par y.

(Y%, y € E) (xoy =y &0)x)

DEFINITION 6 : Soit <o, €@), d(@)> un repérage par ¢ sur E. Le repérage

est dit avoir une propriété P si la relation d(©) vérifie la propriété P.

N.B. : Nous prions le lecteur de nous excuser si nous employons la méme

lettre o, pour renvoyer a des notions distinctes ( 0 renvoie dans la pro-
position suivante 3 la propriété de symétrie et o' au repérage). C'est pour

garder des notations usitées en divers endroits que nous le faisonms.

PROPOSITION 1 : Soit <o', ¢('), d(c')> un repérage par o' sur E. Si le

repérage posséde l'une des trois propriétés Ip, n.p ou Do, alors la relation

de repérage ¢ la posséde.

EREUVE :

(i) Comme ¢' < d(d'), on a :
[(X €EE) (x¢g'x) =»(3x €E) (xd(c")x)]
D'oli : [(¥ €E) (non (xd(c")x))]=>[(Vx € E) (non (x0'x))]
c'est-a-dire : (d(c')) (Ip) =>(c¢') (Ip

(ii) Comme & < d(g') on a :
[(Vx € E) (x0'x)=> (Vx € E) (xd(0')x)]
D'oli : [(3x €E) (non (xd(c')x))]=s [(3x € E) (non (x0'x)) ]
c'est-a-dire : (d(¢')) (n.p =*(¢') (np)

(iii) Comme o' < d(o'), on a :

[(Vy € EY(3x € E) (x0'y et yo'x)]
= [(Vy € E)(3x € E)(xd(c")y et yd(c')x)]
D'ol : [(Qy € E)(vx € E)(xd(g')y = non (yd(c')x))]

=» [(3y € E)(Vx € E)(x0'y = non (yo'x))]
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c'est-d-dire : (d(¢')) (Do) = (¢') (Do). @O

Les propriétés de réflexivité et de symétrie vont nous permettre de spéci-

fier divers types de repérage :

[DEFINITION 7 : Soit <o, ¢(0), d(0)> un repérage pard sur E.

(1) Si le repérage est réflexif et symétrique, le repérage sera appe-

1é repérage par identification.

(2) Si le repérage est dissymétrique, le repérage sera appelé repéra

ge par différenciation.

(3) Si le repérage est irréflexif et symétrique et si de plus, la re-

lation de détermination est irréflexive, le repérage sera appelé

repérage par ruption. O

jPROPOSITION 2 : Un repérage par différenciation est tel que la relation de

repérage est dissymétrique.

Un repérage par ruption est tel que la relation de repérage est irréflexive.

PREUVE : Soit <o', 68(¢'), d(c')> un repérage tel que (d(c')) (Do).

D'aprés la proposition 1 de 2.3., (d(¢')) (D o) = (¢') (Do).
Soit <o', 8(c'), d(0')> un repérage tel que (d(c')) (Ip). D'aprés

la proposition 1 de 2.3. : (d(c')) (Ip) = (¢') (Ip). D

Nous allons désormais alléger la notation du repérage : & la place du triplet
< g, &o), d(c) >, nous noterons <o, &0)> , lorsque d(9) est donnée implici-

tement.
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-DEFINITION 8 : On définit trois types de repérages particuliers <04, &gi)>,

i€ {o, 1, 2}, ot o est une correspondance fonctionnelle, &(o,) une cor-
i

respondance duale de Oi:

(1) un repérage par identification <0 s &(c )>

(2) un repérage par différenciation <op> 5(01)> , ol la relation 9y

est dissymétrique

(3) un repérage par ruption <o

29 6(02)> , ol les relations o, et 5(02)

sont irréflexives.

Nous gardons 1la terminologie donnée dans la définition 5, pour les diffé-

rents types de repérage <0, 6(0i)> (i€ {o, 1, 2}). o
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3. SYSTEME DE REPERAGE FONDAMENTAL

La définition et les axiomes ont été introduits sous une forme légérement

différente dans [ DES-80 1.

3.1. Définition et axiomes du repérage

3.1.1.

DEFINITION 9 : Soit un ensemble E non vide. On définit sur E trois types de

repérage :

(i) un repérage par identification(og,&0og)>

(ii) un repérage par différenciation<01,6(01)> (la relation 01 est

dissymétrique) ;

(iii) un repérage par ruption <oy, &@,)> (les relationms g, et 6(02)

sont irréflexives).
Un systéme de repérage fondamental S est la donnée d'un ensemble S C E,
dit ensemble sous-jacent 3 S, structuré a 1'aide des trois repérages
<95 &( 00)>, <9, & 1)), <0,, 5(02)> tels que les axiomes suivants AXO,
|AX1, AX2 et AX3 soient vérifiés. O

AXO @ (i) (vx €5) (W € E) [x8@,)y= y € 5]
(ii) @x, y €E) (w, v €S) [(ue€ [3(01)]v et x0pu et yoov)’

=» (x € [6(01)]yﬂ

FAXI: Soient x €S, y €E

Si x 6( Gl)y alors y €S et 3n €N* tq yotllx

DEFINITION 10 : Soit x €S, si xﬂ D;. ,x est appelé origine relative de S.
1 ==



AX2 : Soient x € S, y € E

(a) x € [ol]xo et yo,x

20
(b) six#xo:

x' &0,)y" }

alors y € [E'I]y'

alors y" € [0—1]}'

95

$i x &o,)y alors y € 5 et 3% € S tq (a) (b) (c)

.six"€E, x" #x_,x' #xtq x'e [5-1]x0 et x € ['c'f"ljx' et

.six"€ E, x" #xtq {x"¢ [c!_;]x et x" 6(02)y"}

(c) @) (W €E \{xo}) [yé(ol)V» V°2xo]

B) (Vw €E \{xo ) [y01w=y wozxo]

DEFINITION 11 : Un tel élément X est appelé point de base pour 9y associé

a (x,y). o

4

AX3 : Il existe un unique élément de S, a, ta: (a ¢ D U Do U D0 ) et

00 g .

Jy € E tq (a()0 é(qq)y ou a_ é(ol)y'_ou ao.oé(crz)y)

DEFINITION 12 : Un tel élément a . est appelé origine absolue de S.

REMARQUE : o X0 ¥ (resp. X0,y, resp. xozy) se lit : x est repéré par identi-

fication (resp. par différenciation, resp. par ruption) par y.

. x6(go)y (resp. Xé(ol)y, resp. x&(oz)y) se lit : x détermine par

identification (resp. par différenciation, resp. par ruption) y.

3.1.2. Commentaire des axiomes :

o) L'axiome AXO signifie que : - tout

tion par un élément de S est aussi

€lément de E déterminé par identifica-

€lément de S ;



1)

2)
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- si 2 &léments x et y de E sont repéré
par identification, 1'un et 1'autre par 2 éléments u et v de S, tels
qu'il existe un chemin de détermination par différenciation joignant u
3 v, alors il existe aussi un chemin de détermination allant de x a y.

On a ainsi le diagramme :

m—1

Lorsque ch;l) s'interpréte comme une relation d'antériorité, AXO signi-
fie que si u est antérieur 3 v, et si x est identifié & u, y a v, alors

X est antérieur 3 y.

L'axiome AX1l signifie que : - tout élément de E déterminé par différen-

ciation par ‘un élément de S est aussi €lément de S ;

- si un élément x de S détermine par diffé-
renciation un élément y de S, alors il existe un chemin fini de repérage

par différenciation partant de y et aboutissant 3 x. On a ainsi le dia-

gramme :
% 91 %1 °1 °1
Xh © X-—<=—xn_1——<—-xn;2---x{—~e—-x{:1--x2—<&—-xr—<h— y = X

L'axiome AX2 signifie que pour tout élément x de S qui détermine par
ruption un élément y de E, il existe un élément X de S - appelé point

de base associé 3 (x, y) pour 0, - tel que les clauses suivantes soient

2

vérifiées (et de plus y € S) :

- clause (a) : il existe un chemin de repérage par différenciation fini,
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partant de x, aboutissant a x ety est repéré par ruption par X - On

a ainsi le diagramme :

o1 o1 o1
xo < xl ( - me ; xn =X
V\
o o Ao
2 S o

- clause (b) : si 1'élément x', satellite de x  pour la relation??i et
tel que X soit satellite de x' pour la relation‘ﬁz, (resp. x" satellite
de x pour la relation 31) détermine par ruption 1'élément y' de E (resp.
1'élément y" de E), alors les rapports de différenciation entre y et y'

(resp. y et y") sont du méme type que ceux qui existent entre x et x'
y

(resp. x et x") selon le diagramme :

01 X
\?(02)
|
< y"
41

Nous dirons de méme que ci-dessus, en interprétant 31 comme une relation

d'antériorité, que la relation d'antériorité entre x et x' (resp. x et
x") est la méme que entre y et y' (resp. y et y").
- clause (¢) : — tout &lément v de E \\{xo} déterminé. par différenciatim

par y, est repéré par ruption par X, 3

- tout élément w de E ‘\{xo} qui repére par différencia-

tion y, est repéré par ruption par X On a ainsi le diagramme :
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|
A

|
1
{
.

v

On a défini une composante locale en ruption avec le point x,-

3) L'axiome AX3 signifie qu'il existe dans S un unique élément qui n'est
repéré par aucun &lément de S,quel que soitle type du repérage considérm
De plus cet élément détermine pour l'un au moins des 3 repérages un
élément de S.

Remarquons que l'origine absolue est une origine relative particuliére.

3.2. Conséquences des axiomes - Propriétés :

N.B. Pour toutes les démonstrations omises ici, nous renvoyons le lecteur
a [FROIDEVAUX, 1982, Thé&se de 3&me Cycle, en cours].

On considére S, un ensemble sous—-jacent 3 un systéme de repérage fondamental

v

Alors : 3'n € N*tq yo Px.

[PROPRIETE Pl : Soient x € S, vy € E tq x(XOl)y et (Vm € N=#) (non(xalmx)).
1

REMARQUE Rl : (vx € E) (Vy € E) (xo0,y» yé(ci)x) pour i€ {o, 1, 2} par défi-

nition d'une relation duale. L'implication inverse est en général fausse.

Dans certains systémes de repérage, on pourra avoir : (Vx, y€ S) (xéiol)y ®
o yolx) (i-e &01) coincide sur S x S avec 01—1).

Dans tous les cas cependant, on a :

. (¥x €5) (¥y €E) [x&o))y= 3n € N* tq yolnx]

e (Vx €8S) (Vy € E) [x é(oz)y: 3x_€ S tq yozxo]
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PROPRIETE P2 : Soient x € E, y€ S, n€ [N* , i € {o, 1, 2}

Si xoiny alors y é(oi)nx et x € S.

[Plus généralement : ¥ x € E) (Vy € §) (x'O_iy# [yé(Ui)X et x € S1)

REMARQUE R2 : Soient (x, y € E) (u, v € S) tq xoou, yo v et u € [E?;IS]V.
Alors x, y € S d'aprés P2, et X € [S?GIS]y d'aprés AXO (ii).Omn a :

u € [SGTT]V,‘ gne N tq u6(01)nv

X € [AW]}’» gm e N tq x45(01)my

L'axiome AXO ne dit rien sur 1'éventuelle égalité de m et n.

[PROPRIETE P3 : (vz € S) (Vv € E) (z € [&(c)Iv e v € [5]]z)

[De plus, pour z € S, si z € [63015|v ou si v € [51]2 alors v € S.

PROPRIETE P4 : (Vu, v, w € E)[(w € [BIju et w € [61]V)=‘ (u € EBI]V ou

v € [5]1u)]

REMARQUE R3 : Si u € [31]w et v € EEI]W, on n'a pas nécessairement u € [31]v

ou v € [Eiju car la relation 6(01) n'est pas a priori fonctionnelle.

DEFINITION 13 : Soit y € S. On appelle origine relative pour y, une origine

relative ho de S telle que y € [Eijho.

PROPRIETE P5 : Soit y € S. S'il existe une origine relative pour y, alors

elle est unique.

PREUVE : Supposons que h0 et h; soient 2 origines relatives pour y € S.
- 0“— ] P ] ] = ' ~
(y €loy] h0 ety €[ 1]h0) = (ho € [01]h0 ou ho € [Oljho) d'aprés P4. Or
h et h' sont des origines relatives de S : BVx €S) (x# h =
o o = o

- h ¢ [Eljxﬂ et [(Vx €35) (x £ h!= h' ¢ [5x] D'od h =h!. o
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REMARQUE R4 : On ne peut pas remplacer AX1l et AX2 par AX1l et AX2', ol AX2'

s'obtient a partir de AX2 en remplagant la clause (c)s) par (c) d') :
(w e E Xo}), {v01Ya> vozxo]
Voici un exemple de structure vérifiant (AX1 et AX2') et ne vérifiant pas

(AX1 et AX2) :

Nous n'avons indiqué que des parties des graphes. Plus précisément on a :
G01 = {(x, x)s (v, x ), (x5 ¥)}
Gé(O'l) = {(XO, X), (XO’ V), (Y, XO)’ (Y’ V)}

o
2
L'obstacle provient du fait que si yé(ol)v alors il existe un chemin de re-

Gy, = (v, x D1} 3 65(02) = {9, &, »}

pérage par différenciation partant de v, aboutissant 3 y, d'aprés AX1l, mais
que ce chemin peut contenir X On ne peut pas montrer successivement (en

commengant par y) que chaque élément u du chemin est tel que (u, xo) € G, »
2

car dans AX2 c¢) on exclut v = X» w = xo.

Il s'ensuit qu'on n'a pas nécessairement (v, xo) € Gy .
2

PROPOSITION I 1 : Soient x,, 2 € § tq 20,x . Alors :

(i) (weE) [{@neM @uy,uy, -oop u €EN{x)tq (u=z, u=v
et (yi, o<i<n-1) (ui 6(01)ui+1)))} =}{v02xo et v € S}]

(ii) Wwe B) [{Gme N) @Qug, up, oo w € Ex{x} tq (u =z, u =w et

Wi, o £ i € m1) (uiO u.+1)))} =>{w02xo et we€ S}]

11

COROLLAIRE C., : Soit x , z € S tq z0,x . Alors :
1 o 270
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(i) Soit VE E \\{xo}, siv € [gz]z et si le plus court chemin de
repérage par différenciation allant de v & z ne contient pas X
alors vo,x et v € S.

270
(ii) Soit w € S\\y[xo}, siw€ [6(01)]z et si le plus court chemin de
repérage par différenciation allant de z 3 w ne contient pas
2%y

N.B. : Dans (ii), il faut prendre w € S car on utilise P3 pour établir le

X > alors wo

résultat.

PROPRIETE P6 : Soient x €5, y € E tq x {0,)y. Soit x € S tq x€ [5'1] x, et

YO, X - Soient x', y' €S tq x'é(oz)y' et (y € [EI]y' ouy € [52015]y') et
x_n'appartient pas au plus court chemin de différenciation reliant y & y',
o I

alors x. est le point de base associé au couple (x',y').

(o]

REMARQUE R5 : Le point de base X associé au couple (x, y) joue un role trés
particulier puisqu'il détermine par ruption les éléments de tout chemin de
repérage par différenciation contenant le point y pourvu que ce chemin ne

contienne pas X De plus, si x est un satellite de X pour 3; et si

xoé(oz)uo et si x.&oz)u, u n'est pas nécessairement un satellite de u_ pour

T, ¢ AX2 b) ne concerne pas le cas oili le point de base associé a un couple
1

~ . .
colncide avec le premier terme de ce couple.

REMARQUE R6 : On peut construire sur un ensemble E donné plusieurs systémes
de repérage fondamentaux tels que les ensembles sous—jacents soient stric-
tement inclus dans E.

S. des sous-

Exemple : Soit E un ensemble infini dénombrable. Soient Sl’ SZ’ 3

ensembles de E tels que :

o« E = S1 U 82 U 53

e S = {uo, Ups weey U, ...} oa Wi, j €D, i# D (u; 7 uj) (par

1’



102

exemple, la suite u est strictement croissante)

e S. ={Vv , V., vee, V., ...} ot (Vi, jE N, i # j) (v. # v.) (par
o n i j

1’

exemple, la suite v_ est strictement décroissante)
n

* S, 2

Les graphes des relations O Oé’ EO, 6(00), 6(08), 6(20) sont vides.

l

eS. NS, = g

{1} aveclgslus 1 5

- On définit un premier repérage par différenciation <0156 (01)> sur E :

(Vx, vy € E) [xoly & (3n €N®) (x = u ety =u_ .)]

n-1
(vx, y € E) (xoly ey 6(GI)X)

- On définit un premier repérage par ruption <o 6(02)> sur E :

29

(vx, y € E) [x0,y & x € 84 ety=uo]

(vx, vy € E) [Xé(oz)y e x € S1 et y € 83]

- On définit un deuxiéme repérage par différenciation <0i, &ci)> sur E :
v b3 = =
(vx, v € E) [xoly & (3n € DN*) (x v vn_l)]
(vx, y € E) [x0iy oy é(Oi)xJ
- On définit un deuxiéme repérage par ruption<oé, C(oé)> sur E :
1 .
(vx, vy € E) [x02y & X € S3 ety = vo]

(vx, y € E) [xCXOé)y ¢ x € S, ety € S3]

Soit 1'ensemble S, U S, structuré par <o

S=1 1 3 1’ &01)>’ <02’ &0.2)>'

. y - ] (] [] ]
Soit 22 1'ensemble S2 U S3 structuré par <g!, &01)>, <02, &02)>.

Alors §1 et §2 sont des systémes de repérage fondamentaux, mais S, 1l'ensemble
E structuré par»<21, 6{21)>, <ZZ’ &Z§)>, ou
6Gs =G UG, , G =G UG,
1 %1 %91 2 % %92

%z T %o U Ceop Cuzy T Sy U Ceoy)”

n'est pas un systéme de repérage fondamental car :

[lzzuo et 13 v et S, NS, =g ] contredit le fait que la relation &

2 0 1 2 2

est fonctionnelle : il est impossible d'obtenir un systéme de repérage fonda-

mental sur E tout entier, en gardant G G G et en ne modifiant
Z ’ z b
U oHED )
que Gy .
2
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3.3. Exemples de systémes de repérage

La plupart des exemples ci-dessous se trouvent exposés dans [DES-80]. La

structure de came proposée ici reprend en la formalisant la notion de ca-

me mentionnée par J.P. Desclés dans ('"'Opérations constitutives des énoncés'

in Fundamenta Scientiae, 91, Strasbourg, 1981) et suggéréepar A. Culioli.

Pour le détail des démonstrations, le lecteur pourra se reporter da [FRO-82].

3.3.1. Exemple
Dans cet exemple, les graphes relatifs i o, et 5(50) sont
vides. E = S.

e Soit S un ensemble infini dénombrable, tel que : S = S1 U S2 avec

S1 = {ao, al, 855 ees an, el
8, = {bo, bys bys ees b, cood
et S, n S, = #

(1) On définit sur S un repérage par différenciation <o 6«11)> de 1la

1’

fagon suivante :

. Soit Oi 1'application injective de S - {ao’ bo} dans S telle que :

a = .
vn € NN, n  n+1°1
b =b :
n n+1°1
oy est la relation canonique associée a 1'application oi :

(vx, y € 5) (xcly @y = xci)

On définit une relation de détermination 5(01) M

. (Vx, y €58) (X6(q)y'“ y01X)

(2) On définit sur S un repérage par ruption < Ogs 5(02)> ainsi :

. (¥x, y €59) (xczy o x € 82 et y = ao)
* = =
. (%, y €8) (x&0,)y @ [(3p € ™ ¢q x = 3y, ¥ = bp) ou (x = a_,

y € 32)])
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S est 1'ensemble S qui est structuré par les 2 repérages définis précé-

demment.

PROPOSITION 1 : Vi, € M) [1i # ] = (ai o a, et bi # bj)]

PROPOSITION 2 :

. La relation 6(01) est bien une relation duale de 91> de méme 6(02)

pour ¢,. On a: (9) (@9, (o)) (19, (&9y)) (I9.

. La relation 6(01) est fonctionnelle

PROPOSITION 3 :

a) S1 =[0—1]ao, SZ =[q]bo
b) Yk €N) (¥Vx € S) (3, € [671%x= 3q, 0 < q < k) (x = aq))

vk €DY) (vx €8) (x € [67lak=>@a, k € @) (x = )

On a un résultat analogue pour les éléments bk de SZ’

PROPRIETE 1 : § vérifie AXl1.

PROPOSITION 4 : I1 y a 2 origines relatives et 2 seulement : a et bo'

PROPRIETE 2 : S vérifie AX3, a est 1'origine absolue.

PROPRIETE 3

S vérifie AX2.

PREUVE : Soient x, y € S tq x&0,)y ; 2 cas se présentent :
———— 2
(i)x=ao,y€S2
Alors yo,a, par définition ; a est le seul point susceptible d'étre

le point de base de (ao,y) pour o, et AX2 a) est vérifié ; x coin-

cidant avec le point de base a AX2 b) n'est pas a considérer.
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[ v €S et y&ol)vl_, v € SZ et donc Vo,a_

[we€ES etyowls wes

1 9 et donc wozao

AX2 c¢) est donc vérifié.

(ii)x # a Ip e M x = azp, y = bp
AX2 (a) est vérifié car bp(&ao et a2p Eliof]ao ta est le seul
point susceptible d'étre le point de base de (azp, bp) pour o,.
AX2(c) est alors établi comme en (1).

P . - . ' v ' v ey
Vérifions AX2 (b) : = soit x'€ S, x' # a, x # 3, tq x' € [G]Jao
et X € [5;]x'. Alors 3q, o <q <2p tq x' = aq.
(y' €S etx'&ag)y )= [ A1 €D (g=21) et (y' =b))]

— . \]
or[1 < p=>bp e[ol]bljl i.e y € [a—lfly .
- soit x" € S, x" # x tq x" € [51]x
Alors 3q', q' > 2p tq x" = aq,
[ y" € Set x" o))" I=1@1"€ DY) (@' =2 1') et (y" = blv)]
[ e . n —
1' > p‘#bl, E[ol]bp i.e y' € [ol]y

D'ou S vérifie AX2. o

PROPOSITION5: S est un systéme de repérage fondamental.

Donnons un diagramme représentant S :

Le graphe relatif 3 o

€ ,) &0 ;)
ayp —L—32p41 —L 33040 o

L) A J
b

p+l T

p 6031)

s'obtient 3 partir du graphe relatif a 6(01) en in-

1

versant le sens des fléches.
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Le graphe relatif 3 6(02) n'a pas été totalement représen_té : il faut ajou-
a &0 ) -~ ~ -~ 02

ter les fléches y 2° yx, 13 ol on a les fléches x — 4 y.

3.3.2. Exemple :

Dans cet exemple, les graphes relatifs a o, et 6(00) sont vides.

Soit E un ensemble inclus dans 1l'ensemble [R des réels, tel que :

E = En= [ n, n+l[.

v E avec
n €EN ™ €
ot [n, n+t1l[ = {x/n <x < n+1} c R

(1) .Pour chaque n, on suppose qu'il existe une partie Sy dénombrable

de En telle que :

(i) n €5,

(i1) il existe une injection fn . sﬁ_e.sn telle que n n'est image

d'aucun x de S,

.La partie Sn_est totalement ordonnée par < :

vx, yES) [x <y= (€ N) (v = xfnp)]

oﬁ'fnp désigne la pigme itérée de £ fno étant 1'application
identique.

.On en déduit un repérage par différenciation <015 6(01)> défini

comme suilt :

- (vx, y € E)[Xol}’@ @psn € N) (x = nfnp+1 et y nfnp)]

- (Vx, y €E) (xoly %yé(Ol)x)

2 A . .
(2) Ssoit g, une application de Sn dans Sn+1 telle que
(a) (vx, y € Sn) (vx', y' € Sn+1)

(Ip € N*) [y = xfnp, x' = xg

v - 1e g
(3¢ € DD ' =x"£ 1)

(b) n+l = n

e ¥ =813

Bn
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£ P
n
X > y X, y € Sn
n + &n
] 1 ] '
* q > Y SR AR Sn+1
fn4-1

. '
g, est un morphisme d'ordre de (Sn’ < ) danms (Sn+1’ <)

.On définit un repérage par ruption <0y, 5(02)> comme suit :

(vx, y € E) [x0,y » (Gned) (x€ S _,;, vy = n)]

(VX,YGE):

%6(0))y & (me M |xes,y€S8,»5=xg

oux=n,y€s .

.S est 1l'ensemble S = U S_ qui est structuré par les deux
= neM n

repérages définis précédemment.

PROPOSITION : S est un systéme de repérage fondamental d'origine absolue o ;

—

1'ensemble des entiers n € Nconstitue 1'ensemble des origines relatives.

Donnons un diagramme (parmi d'autres, selon le choix de fn et de g& d'un

tel systéme :

S0 0 > 1 Xy ;ﬁ) 2 )ol) X, >01) 4 . [
&o,) 6(0,) Y °(9,) 8(9,) 6(0,)

S > R -

:1 1 6(01) y]_ ,6(0'1) Y2 ,6(0'1) )'3 %(0_1) y4 cee [2

S @ ééol) % 6éol) ) 6>(01) z, 6(70 ) z, --. [0+l

REMARQUE : Seul le graphe relatif a 6(01) a été entiérement représenté.
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Le graphe relatif a 6(02) est incomplet et les graphes relatifs a o, eta,

n'ont pas été représentés.

3.3.3. Exemple :
Dans cet exemple, les graphes relatifs a o, et 6&50) sont vides. E est
1'ensemble des nombres rationnels.

i - o = = p;]. to
Soit S un sous—ensemble de E tel que : S n.Enan’ avec Sn {n+ 5 ,p€TP}
Chaque Sn a un point d'accumulation n+l qui n'appartient pas a Sn.

(1) On définit un repérage par différenciation‘<cl, 6«:1)> sur E

comme suit :
Y. -1
- (vx, YEE)[x0y & (@ne D) @peN*)(x = n + L, y = n +E5)]
1 1 p

- (vx, yEE)[xqy & y6(0))x]

(2) On définit un repérage par ruption <0, 6(02)> sur E comme suit :

- (vx, y€E) [xo,y» (€ N) x€5 et y=n)]
- (vx, y € E) :

@ne D) [rx=n,ye€S ]
ou

[x€ S_, y = n+l]

. XG(OZ)Y

S est l'ensemble S qui est structuré par les 2 repérages définis précédem-

ment.

PROPOSITION : S est un systéme de repérage fondamental d'origine absolue O ;
=== =

1'ensemble des entiers n € [N constitue 1'ensemble des origines relatives.

Représentons S par un diagramme :
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6(o;) 1 6(0.) 2 cii.n... p-1  6(0,) p ...
So o 1 > 1 >3 > — )
i -1
S n_ 800y s o dne2 ..., n+P= _6(013 +sPr
h s 6(02)
g
2|&l3,)
A
Sn+l n+l )+l —————3(n+1)+2.... (n+1)+p-1 —>(n+1)+p ...

6(01) 2 6(01) 3 P 6(01) p+l

REMARQUE : . Le graphe de la relation 9 n'a pas été indiqué ; il s'obtient
a partir de celui de 5(01) en inversant le sens des fléches.
. Le graphe de la relation 5(02) n'a pas été totalement indiqué :

il faut encore ajouter les couples (x, y) tels que Yo, X-

3.3.4. Exemple
Dans cet exemple les graphes relatifs a 9 et é(oo) sont vides.
soit £ = N xnnq* ol ﬂq'désigne 1'ensemble des entiers naturels, et

N* = N- {o}. On choisit de noter un couple { a, b) de Nx m*

ol

. On définit les ensembles suivants :

1 2 n n+l 2k-1

k > 1, 82k={2k—1 s Jp=7 * "t ; » -p—q, ceey —-—i-—} , 1 < n,pSZk—l
2k 2k-1 n n-1 1
82k+1~{—1—, Tt '1;, p—+f, ...,T} 1 <n, pc< 2k
_ U
57 i»25

(1) On définit sur E un repérage par différenciation<ol, 6(01)>

comme suit :

-

(a) (vx, y € E) (3k > 1) (x,y €85,,) et

(3n, o < n < 2k-2) (3p, 1 < p < 2k-1)
+1

(x =2, y =2

" p’ Y T

xo(0))y = oul(zk = 1) (x, y €8, ) et

(3n, 1 <n < 2k) (3p, o < p < 2k-1)

_n _n-1
x = 5, y = E:T)

(®) (v, y € E) (x (-ol)y) € yo;x)
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(2) On définit sur E un repérage par ruption <Oy

(c) (vVx, y €E) :

@k > 1) (x€5,) et
k-1 _ 2k .
1 .
ou x =57 Y € S (i1)
x6(0,)y e g\{ @k 2 1) (x€ 8, ) et
-ty = (iii)
*Eor Y T
h?u X = -—T—j y € SZk+2 (iv)

(d) (vx, y € E) :

3k >1) (x€ S2k ety =

x02y o

ou @k >1) (x€

2k-2
— )

1

1
Sok+1 €8 Y =D

. S est 1l'ensemble S qui est structuré par les 2 repérages définis
-

précédemment.

Représentons S par un diagramme :

1
Sy 1
6(02)1
2 §(a,) 1
53 1 L 53
6(03
s 180y 2 6bp 3
4 3 ) > 1
Sk
S2k+1
S

6(02)> comme suit:



REMARQUE :

.Le

11

graphe de la relation o, n'a pas été représenté : il s'obtient

1

directement 3 1'aide de (b) i partir du graphe de 6(01). Le graphe

de

.Le

il

[THEOREME :

o, n'a pas &été représenté non plus.
graphe de la relation 6(02) n'a pas été totalement représenté :

faut encore ajouter les couples (x, y) tq YO ,X.

- . _ 2k-1 _ 1
-[6(01)]bi, i =2 2 avec pour k 2 1, by == b2k+1 =
relation 6(01) est fonctionnelle.

1 2k

=[01]ai’ i > 2 avec pour k > 1, B “TRoT kel - T

est une origine relative.

-PROPOSITION : S est un systéme de repérage fondamental d'origine absolue a2
tel que 1'ensemble des points de base coincide avec l'ensemble des origines

relatives {a, n> 2}.

S est un ensemble dénombrable : on peut construire effectivement

une injection g de S dans N,

Commentaire : la démonstration est analogue au procédé de la diagonale pro-

posé par Cantor en 1895 pour démontrer que l'ensemble des rationnels est

dénombrable.

3.3.5. Exemple

Dans cet exemple, les graphes relatifs a 9 et 3 6(00) sont vides.

Soient E un ensemble infini(dénombrable% S une partie infinie de E.

Soit S un
o

sous—ensemble fini de S non vide : soit a € So'
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(a) Soit ¢, une relation fonctionnelle sur E dont 1l'application cano-

1

nique associée oi est injective et définie sur S - So :

o ¢S -S—>8§
1 o
Xp—>Xo] =y avec : X0, =y & X,y
(b) On définit une relation duale de o, par :

(vx, y € E) (xoly © yé(ol)X)

(c) On suppose de plus que S = <S, ¢ 6(01)> vérifie la propriété

1’
d'induction suivante :
(P) Tout sous ensemble S' < S tel que :

: '

(1) ao €S

(ii) (vx € S") (wy € S) [x é(ol)y» y € S']

coincide avec S.

rPROPOSITION : La relation 6(01) est fonctionnelle. L'application associée

1

sément, o, et 6(01)' sont deux bijections réciproques 1l'une de 1'autre,

Ao est définie sur tout S. L'application o; est surjective. Plus préci-

1).

9 285 - So——)S, (5(01) « S—8§ - So.

Précisons que pour &tablir cette proposition, on utilise le lemme suivant :

LEMME 1 : S = {a_ [c(ol)‘]“, n ¢ N}

PREUVE : Ce résultat découle de la propriété (P) et du caractére fonctionnel
- ——1
de la relation &ol).
¢ Montrons par récurrence que : (vn € IN) [é{ol)']n est définie pour a .
- soit n = 1 : raisonnons par 1'absurde. Supposons que &01)° ne soit

pas définie pour a . Prenons pour sous—-ensemble de S, S' = {ao}.
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(¥) a€s'

(xx) (% €8') (W €S ) (non [xéXol)y]), si bien que la clause
(ii) de (P) est trivialement vérifiée. Il s'ensuit, d'aprés (P),
que S* = S. Or on a supposé S infini : il y a contradiction. Donc
aoé(ol)' existe.

- soit n = k : supposons que [G(Oi)°]k soit définie pour a (hypo-
thése de récurrence).

- soit n = k+1 : raisonnons par 1l'absurde. Supposons donc que
[6(01)°]k+1 ne soit pas définie pour a_. Prenons pour sous-ensem-
blede s, s' = {a, a o))", ..., a_[6(o)" I
(%) a €s'

(**) soit x € S' : - ou bien (3m, 0o <m <k) (x = ao[ 6(01)']m)
Alors 6(01)' est définie pour x : si y = xé(ol)',
y = ao[6(01)°]m+1 . Comme o <m+l <k, y € S".

- ou bien x = a0[6(01)']k. Comme on a supposé
que : (¥y € S) [non (xé(ol)y)], la clause (ii) de (P) est vérifiée.
D'aprés (P), S' = S. Or on a supposé S infini : il y a donc
contradiction et [6(01)':#+1 est définie pour a .

D'oi : (Vn € ), [6(01)°:P est définie pour a.
Soit S' = {ao[é(ol)'fn n € N}

(¥) s'cs, a € s'

(**) soit x € S', alors 3n € I tel que x = a0[6(01)']n

xé(ol)y= y = ao[é(ol)' ]n+1. Or a0[6(01)' ]n+1 € S'. S' vérifie les
clauses (i) et (ii) de (P). Donc S' = S.

S = {a0[6(01)°]n, n €N}, o

REMARQUE : La démonstration du lemme 1 et donc de la proposition nécessite
1'hypothése S infini. On peut en effet trouver un ensemble S fini - S sous-

ensemble de E, E dénombrable, avec So < s, So = {ao}— des relations 7 et
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&oi) tels que (a) (b) (c) soient vérifiéesmais tels que 1'application Oi

ne soit pas surjective :

EXEMPLE : E = [N, s = {o, 1, 2, 3, 4} s = {0}
ci:S—{o}-—)S 6(01)° :S-{4}—>S
X p———>x - 1 X > x + 1

(a) (b) (c) sont vérifiées mais 4 n'est 1'image par 01 d'aucun élément de

S; Oi n'est pas surjective et 6(01)' n'est pas définie sur tout S.

LEMME 2 : sO ={a0}

. THEOREME 1 : Si on définit sur E un repérage par différenciation <0y, 6(01)>

tel que les graphes de o, et 6(01) soient inclus dans S x S et définis par

1

(a) et (b), alors tout repérage par ruption <0y, 6(02)> qui fait de

S =<5, 0 6(01), 6(02)> un systéme de repérage fondamental vérifie

Tys
les propriétés : - (vy € E) (W € S) (u02v=’ u €S etuté€ [Ol]v)
I1 existe au plus un élément v de S tel que : (Ju € S)(uozv).

- {z € E/(3x €5) (xé(oz)z)} est vide ou infini.

En particulier, lorsque les graphes des relations o, et 6(02) sont vides,

S est un systéme de repérage fondamental.
Rappel : Un ensemble P muni d'une application f est péanien s'il satisfait
aux axiomes suivants :

(1) f est une application injective définie sur P 3 valeurs dans P.

(2) I1 existe un élément distingué a de P tel que a n'appartient pas

i 1'image de P par f.
(3) Tout sous—ensemble P' de P tel que : (i) a_ € P
(ii) Va € P') (af € P")

coincide avec P.
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THEOREME 2 : L'ensemble S muni de 1'application 6(01)' est un ensemble

—

péanien.

_THEOREME 3 : L'ensemble ﬂi des entiers naturels est un systéme de repérage
fondamental, d'origine absolue o, tel que les applications :
£ D- {o} —M g :N—>N- {o}
X b—>x - 1 Xp—ax + 1
(fonction prédécesseur) (fonction successeur)

caractérisent respectivement le repérage par différenciation o, et la déter-

| mination duale 6(01).

3.3.6. Exemple : Systéme a came. Nous choisissons E = S .

Soit un ensemble infini dénombrable S tel que :

S = {ao, a5 +oe5 @, 2 ..} et

n n+1, ceey azn, ceey a3n, o
vi, J €N, i# ) (a, # a;)

e On définit sur S un repérage par identification< 00, f(0°)> comme

suit :
(1) (vx, y €5) [xo y & (3Ip € m = ape)n? VT apn)J
(2) (vx, y € S) [XOOy o nyOO)XI

e On définit sur S un repérage par différenciation <o

1’ &01)> comme
suit :

(3) (vx, y €5) [x&o)y » (31 €M) (x=a, ety =a, )]
(4) (¥x, y € 8) [xoly ey aol)x]

o Soit n € N, n 2 2, on définit sur S un repérage par ruption

<02, 6(02)> comme suit :

(5) (vx, y € 5) [xozy e 31 e = a, et y = ao)]

6) (Vx, y €8) [x&oy)y ={((3 €D (x=a,y=a))ou
((ap € -Dl") (x = apl’l’

o S est 1l'ensemble S qui est structuré par les 3 repérages définis

Y = 3pe1yn) )]
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précédemment.

-LEMME : - Les relations 6(01) et 6(02) sont duales des relations g, et o,

respectivement. On a : (0;) (Do), (02) (Ip et (6(0))) (I9.
- (i) s = [0 Ja_; (ii) s =0 Ja ULE(G))]a .
s q-p q-p
(i)(wp, q €N » <q =>aq01 a et apé(ol) aq]

(iw(vp, q €M) (a) €[FJa ou a, € [a?l)]ap)a q<pl

PROPOSITION : S est un systéme de repérage fondamental d'origine absolue a .

PREUVE :

o Montrons que S vérifie AXO.
AXO (1) est trivialement vérifié car E = S.
Soient x, y, u, v €S tq X0 u, yo _v.

D'aprés (4), (Fp, p e D) x = 3p+1)n’ = Fpn

y = a(p'+1)n’ v = ap'n)'
Supposons que u € EG—(EIXIV ; (@€ M @ é(Ol)mV)-

a é(Ul)map,n—"=>pn < p'n(d'aprés le lemme)

pn
' (p'+1)~(p+1)In
P=p ="w'a(p+1)né( 15 a(p'+1)n

L. ——
i.e xé(olsp pg'nd'oﬁ X € [6(01)]}’-

(d'aprés le lemme)

AXO est donc vérifié.
s AX1l est trivialement vérifié 3 cause de (4)
¢ Montrons que S vérifie AX2 :
Soient x, y € S tq xé(cz)y 3 2 cas sont possibles :
(%) x = a ¢ alors y quelconque dans S~ {ao} est possible.
Oor (vy € S\{ao}), (yozao). Donc a est le point X de la clause (a)
de AX2, cherché.
La clause (b) de AX2 ne concerne pas les couples (ao, y).

Comme vv € S~f{a }, vo a_ s la clause (c) de AX3 est vérifiée.
o

2
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E E : € * = = .
) x # a alors dp N tq x apn ety a(p+1)n

- . T ' P
apné(OZ)a(p+1)n’ a(p+1)nOZao ; or ap,ﬂ 6[01]ao (d'aprés le lemme).

Donc a  est le point X de la clause a) de AX2.

- . ' - ' '
Soit x' € [Ol]ao, x' # a tq a,
(x' # as apn € [Ol] x' et x *x")=»> @Gm €0*) (m < pn et x' = am)

ne [01])(', X # X

(Soit y' € S tq x' 6(ay)y') = [Fp' tq ((m = p'n, o< p' < p) et

(X' = ap'n, y' = a(p,+1)n))]
' [(p+1)-(p'+1)n . ®-p' n
PSP 24)n p'+1)n ¢V ,

Soit y € [cijy'.

- (x"€ [q]apn’ x" # x)=3@m € N, pn< m) x" = a)

(Soit y" € S tq x" é(g.z)y")‘ : [3p' tg ((m=p'n, o« p <«p') et

(x" = ap.n et y" = a(p'+1)n))] 5
' (p'-p)n
or (ptl) < (p'+1)= (p'+1)n’1 ;(P*'l)n

i.e y" € [o_l']y.
AX2 b) est donc vérifié.
- Etant donné que le seul point susceptible d'étre le point de base
de tout couple (x, y) € S x S tel que x &qz)};' est a_ et que pour tout
u € S\{ao}, uga _, la clause (¢) de AX2 estvérifiéde.
AX2 est donc vérifié.

. Soitx€S,x¢D0, =X = a

1

ora ¢ D .U Do+ UDg + et 3, € Dy -

a est 1'unique &lément z de S tel que :

(o}

car aoé (ol)al.

z ¢(D0, U Dcl, U Doz,) et 3y € 5 tq zé(oo)y ou zé(ol)y ou zé(oz)y
o
a_ est 1'origine absolue et AX3 est vérifié.

S est un systéme de repérage fondamental. O

Nous proposons un diagramme pour un systéme 3 came :
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% (p41)n
t

. Le graphe de
6(02)
6(02) est représenté de fagon incompléte : il manque les fléches a ——a;

(i € OI". o

Nous n'avons pas représenté les graphes de C(Oo), o, et o,
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