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ELABORATION ET EVALUATION D’UN INDICE D’IMPLICATION

POUR DES DONNEES BINAIRES. I

I.C. LERMAN, R. GRAS et H. ROSTAM(*) 

1 - INTRODUCTION ; POSITION DU PROBLEME ET PLAN DU TRAVAIL

Le problème de la recherche d’enchaînements successifs entre comportements

est un problème général dans les Sciences Humaines (échelle hiérarchique
d’attitude en Psychologie, sériation en Archéologie). Le spécialiste cherche

en effet à détecter un phénomène qui évolue et à màîtriser la variable qui
conditionne cette évolution.

Ce travail est une contribution méthodologique à la solution de ce pro-
blème qui s’est présenté ici à nous dans le cadre de la Didactique. Dans ce

cadre, on se pose constamment la question : "Dans quelle mesure tel comporte-

ment à un stimulus donné a implique tel comportement à un autre stimulus b ?"

(pour fixer les idées, a et b peuvent par exemple être définis par deux ques-

tions d’un test mathématique et le comportement peut être la réussite).

De ce type de problème, on a surtout cherché à donner une solution

globale, rigide et ambitieuse. On élabore à cet effet, un ensemble A de stimuli

(ici des questions) par rapport auquel on postule l’existence d’une même variable

sous-jacente (ici la complexité). Celle-ci ordonnerait A au sens suivant :

~(a,b)c A x A,a b si et seulement si un certain comportement (ici la réussite)

vis-à-vis de a implique le même comportement vis-à-vis de b. On notera aussi

dans ce cas : a =&#x3E; b .

Pour tester une telle hypothèse, on cherche relativement à une expé-
rience réelle sur un ensemble E de sujets, à construire l’ordre total sur A

(*) Laboratoire de Statistique., IRISA, Université de Rennes I et IREM de Rennes.
"Campus Beaulieu", 35042 RENNES CEDEX.
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qui s "’ajuste au mieux" aux comportements observés. On mesure l’adéquation
d’un tel ajustement et on confronte l’ordre dégagé avec celui postulé résul-

tant de l’hypothèse d’unidimensionnalité. (cf. [8], [17], [20]).

La réalité en Didactique est trop complexe pour admettre une telle hy-

pothèse simplificatrice. Au lieu d’un ordre total strict sur A, on postulera
seulement un préordre total sur A correspondant à une "taxinomie d’objectifs

cognitifs" proposée par R. Gras (cf. [7]). Au lieu de chercher à mettre di-

rectement en évidence le "meilleur" préordre total à partir du comportement
réel d’un ensemble E de sujets, on proposera de bâtir un ordre partiel pondé-

ré, matérialisé par un graphe orienté valué et sans cycles où la valuation

portée sur un arc (a,b) de AxA, représentera précisément la mesure du degré

d’implication a =&#x3E; b. C’est pour cette raison qu’on appellera ce graphe "gra-

phe d’implication". Un des aspects techniques futurs de ce travail est l’au-

tomatisation du dessin de ce graphe où on ne retient que les arcs dont la va-

luation est supérieure à un seuil donné, seuil défini sur des bases statis-

tiques.

La synthèse de l’information quant à l’analyse de la relation qui exis-

te entre lignes (resp. colonnes) d’un même tableau de données, au moyen d’un

graphe valué, est une technique qui existe dans le traitement des données.

Mais il s’agit de graphe symétrique (non orienté) où la valuation correspond
à un degré de ressemblance et non d’implication (exemple : graphes de simili-

tude de Cl. Flament (cf. [6])). En d’autres termes on analyse une forme symé-
trique de la relation.

La construction d’un graphe d’implication passe donc nécessairement

par l’élaboration d’un indice d’implication. Il y a bien à ce sujet un indice

proposé par J. Loevinger mais sa construction trop brute n’est pas sans arbi-

traire ce qui empêche de comparer sur une même base tous les couples d’items.

S’inspirant de la démarche générale de I.C. Lerman pour la mise au

point d’un indice de proximité entre structures finies de même type et plus

particulièrement entre variables-attributs (cf. [14] et [15]) , on propose
deux indices d’implication qui se réfèrent à une hypothèse statistique d’ab-

sence de relation et utilisent une notion de "vraisemblance" de la relation

d’implication entre attributs-comportements. Chacun de ces indices permet
d’une certaine façon, d’évaluer par rapport à une échelle de probabilité éta-

blie dans l’hypothèse d’absence de liaison, l’intensité d’une implication
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donnée. On a ainsi une base commune et uniforme d’évaluation d’un même type

d’implication associé à un même indice.

Chacun de ces indices sera, comme l’indice de proximité de I.C. Lerman

entre attributs, un indice de comparaison entre parties d’un même ensemble.

Pour cette raison, nous commencerons par reprendre de façon précise et plus

complète que nous l’avions encore fait, le principe de l’élaboration de cet

indice de proximité dans le cas de la comparaison entre parties et les diffé-

rentes formes de cet indice qui correspondent en fait à différentes formes

de l’hypothèse d’absence de lien de référence (cf. § II).

Au paragraphe III nous présenterons les deux indices et nous cherche-

rons à les analyser de façon comparative.

Cet article est donc consacré à l’élaboration d’un indice d’implica-

tion ; il sera directement suivi au prochain numéro d’un article où on étudie

le problème de l’évaluation du graphe d’implication associé à un même indice.

Pour avoir une vue d’ensemble du travail, introduisons déjà le contenu du

prochain article.

Nous commencerons (§ IV, 2 ) par donner le dessin des deux graphes

d’implication respectivement associés à chacun des deux indices dans le cadre

d’un exemple réel fourni par un test mathématique, autour du concept de la

symétrie centrale,formé d’un ensemble A de 40 questions et subi par un ensem-

ble E de 401 élèves de la classe de 4ème, en 1978. Des chaînes d’un même graphe,

le didacticien donne une interprétation spécifique par rapport à la taxinomie

d’objectifs cognitifs et à travers une analyse des tâches.

La relation entre le préordre total sur A défini par la taxinomie et le

graphe d’implication (relation d’ordre pondérée sur A) est évaluée à partir ,

d’un indice très général de comparaison entre deux relations pondérées sur un

même ensemble, indice se référant également à une hypothèse d’absence de lien

(cf.[l2j,[l4J et [21J) (§ V). Nous rappellerons l’expression de ce dernier

indice qui peut jouer le rôle d’un critère permettant, au moyen d’un algorith-
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me d’échanges, de substituer au préordre total défini par la taxinomie, un

préordre total qui s’ajuste "au mieux" au graphe d’implication (paragraphe
VI).

II - LES TROIS FORMES FONDAMENTALES DE L’HYPOTHESE D’ABSENCE DE LIEN
(h.a.l.) ; INDICES DE PROXIMITE ASSOCIES

II.1 - Indice "brut" de proximité et h.a.l.

Il s’agit ici pour nous de rappeler l’élaboration de notre indice de proximi-
té dans le cas particulier de la comparaison de parties d’un même ensemble

fini, qu’on notera E. Pour fixer les idées,E définira l’ensemble des indivi-

dus.

Relativement à un couple de parties (E(a),E(b)) représentant en l’oc-

currence un couple (a,b) d’attributs de description où E(a) (resp. E(b)) est

le sous-ensemble des sujets possédant l’attribut a (resp. b), on introduit le

cardinal

s = n(aAb) = card(E(a) fl E(b) ) (1)

qui définit le nombre d’individus possédant chacun des deux attributs a et b.

Nous appelons s "indice brut de proximité".

s doit jouer un rôle important dans la construction de l’indice de pro-
ximité définitif entre les deux attributs a et b (c’est-à-dire, entre E(a) et

E(b)) ; en effet, la présence commune de a et b chez un même individu est une

indication positive quant à leur association ou leur ressemblance. Mais seu-

le, la valeur de s est un indicateur certainement biaisé de la similarité

entre les deux attributs : il suffit en effet que a et b soient fréquents

(resp. rares) pour trouver une valeur de s relativement grande (resp. petite)
et ceci indépendamment de la position relative de E(a) et E(b).

D’où l’idée de situer la valeur de l’indice brut s par rapport à la va-

leur "attendue" du cardinal de l’intersection entre deux parties aléatoires

X et Y où X (resp. Y) est associée à E(a) (resp. E(b)), selon un modèle pro-

babiliste à caractère uniforme et respectant d’une "certaine façon" la carac-

téristique cardinale de E(a) (resp. E(b)). Qui dit "valeur attendue" dit

"distribution" ; il s’agit en fait de situer s par rapport à la loi de la va-

riable aléatoire (v.a.) S = card (X r) Y) et l’indice que nous proposons prend
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la forme générale

P(a,b) = Pr{S  sIN} (2)

où N est l’hypothèse d’absence de lien qui définit l’association :

(E(a),E(b)) ---~ (~~Y) (3)

En d’autres termes , les deux attributs sont jugés d’autant plus voi-

sins que le nombre d’individus les possédant également est invraisemblable-

ment grand par rapport à l’hypothèse N d’absence de liaison. On introduit

donc une notion de vraisemblance dans celle de ressemblance. L’indice P(a,b)

se réfère à une échelle de probabilité et est compris entre 0 et 1.

Compte tenu de la référence à la loi normale qui est en général une

très bonne approximation de la loi de S, le calcul de l’indice (2) passe par

l’expression d’un indice "centré réduit" par rapport à l’hypothèse d’absence

de lien N ; soit

q(a,b) = (s - ’t(S))la(S) (4)

où ~~(S) et a(S) sont respectivement la moyenne et l’écart-type de S dans le

cadre de N.

Les différentes formes de l’hypothèse d’absence de lien se distinguent
dans leurs manières de respecter les caractéristiques cardinales : n(a) =

card(E(a)), n(b) = card(E(b)) et n = card(E). Pour chacune d’entre elles,

l’indice centré (s - ~.(S)) reste le même mais la variance a2(S) diffère d’un
cas à l’autre.

On peut dans ces conditions croire que les analyses des données (par

exemple : 1 classification hiérarchique ou analyse factorielle) conformément à

l’un ou à l’autre de ces indices, sont quasiment équivalentes. Il n’est est

rien; sans donner des résultats qui se contredisent, c’est une forme plutôt

qu’une autre de l’h.a.l. qui fournit la synthèse la plus raffinée et la plus
cohérente dans les nuances qu’elle fait apparaître (cf.[13]). Nous nous per-
mettons d’autant plus d’insister sur ce point que le mathématicien a trop

tendance à croire que dès que deux métriques sont équivalentes (au sens topo-

logique du terme), elles doivent fournir des analyses de données équivalen-
tes.

Nous exprimerons chacune des trois h.a.l. en termes de choix d’un élé-

ment aléatoire dans l’ensemble des parties d’un ensemble.
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II.2 - Modèle aléatoire 1 de choix (h.a.l. NI) et indice associé

Soient E un ensemble fini de cardinal n et D une partie de E de cardinal d.

Par définition, l’h.a.l. N1 associe à D un élément aléatoire U dans l’en-

semble, muni d’une probabilité uniformément répartie, des parties de E de

même cardinal, celui d = card(D). En d’autres termes, en considérant le

simplexe 2E 
, 

des parties de E, le modèle affecte toute la probabilité, en la

répartissant uniformément, sur un même niveau, celui défini par l’ensemble

des parties de cardinal d. Dans ces conditions, pour ce modèle

,

où (n d ) est le coefficient binomal bien connu.

Relativement au couple (E(a),E(b))de parties représentant un couple

(a,b) d’attributs, l’h.a.l. Nl 1 peut avoir une forme unilatérale ; par

exemple en fixant E(a) et en associant à E(b) une partie aléatoire Y, con-

formément au modèle. Ou bien, en fixant E(b) et en associant à E(a) une

partie aléatoire X. X(resp. Y) est un élément aléatoire dans l’ensemble,
muni d’une probabilité uniforme, des parties de E de même cardinal n(b)

(resp. n(a) ) .

On associe ainsi à l’indice brut s = n(a A b) (cf. (1)) les deux v.a.

duales

S(a) = card(E(a) /-~ Y) et S (b) = card (X f- E(b)) (6)

On n’a guère à se préoccuper du choix de celle parmi ces deux v.a. qui

doit jouer le rôle de la v.a.S de la formule (2) ci-dessus ; en effet :

Propriété 1 : Les distributions de S(a) et de S(b) sont identiques.

On a
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On a dans cette formule noté

La loi de probabilité commune est hypergéométrique de moyenne et de

variance :

L’indice centré réduit q,(a,b) = (s-pl/a,) peut se mettre ici sous la

forme

où les cardinaux n(anb) = card(E(a) (1 E(b)), n(anb) = card(E(a) l1 E(b)),

n(a~b) - card(E(a) n E(b)) et n(at~b) - card(E(a) (! E(b)) sont ceux des clas-

ses du croisement des deux partitions de E, chacune en deux classes :

{E(a),E(a)} et {E(b),E(b)}, conformément au tableau de contingence 2x2 sui-
vant :

L’indice ql(a,b) n’est autre que le coefficient d’association de K.

PEARSON dont le carré est la statistique du chi-deux (x2) associé au tableau

de contingence précédent. Cette dernière statistique, rappelons.le, se met

sous la forme

où i=l (resp. 0) code a (resp. a) et j=1 (resp. 0) code b (resp. b). Ainsi

définit la contribution "orientée" de la case (i,j) à la statistique du X2,
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On peut vérifier que ces contributions orientées peuvent se mettre

sous la forme suivante :

Compte tenu de la forme de l’expression (9), on peut voir qu’on aurait

abouti exactement au même indice centré réduit ql(a,b) si, au lieu de partir
de l’indice brut s = n(a8b), dit "nombre d’associations positives" et conte-

nu de la case(1,1) du tableau (10), on partait de l’indice brut t = n(a ~ b),
"nombre d’associations négatives" et contenu de la case(0,0) du tableau (10).
D’autre part, on aurait abouti à un indice exactement opposé si on avait dé-

marré d’un indice brut u = n(a ~ b) (contenu de la case(1,0) du tableau (10)).

D’ailleurs, en désignant par u(i,j) le numérateur de la contribution

orientée de la case (i,j) à la statistique du X 2 0 ‘ i,j ~ 1, (cf. formules

(13)), on a

Le modèle aléatoire 1 (h.a.l.Nl) sera dit "hypergéométrique".

II.3 - Modèle aléatoire 2 de choix (h.a.l.N2) et indice associé

Comme ci-dessus, considérons une partie fixée D de cardinal d d’un ensemble

fini E de cardinal n. Pour faire choix aléatoire d’une partie U associée à D,

nous munissons l’ensemble ,~(F) des parties de E d’une mesure de probabilité.
Alors que dans le modèle aléatoire 1, la mesure de probabilité était concen-

trée sur un seul niveau du sim p lexe,~~E , ) ~ elle sera ici répartie de façon

plus diffuse sur les différents niveaux, et le modèle aléatoire 2 (h.a.l.N2)
comporte deux pas : le premier consiste dans le choix d’un niveau et le

second, dans le choix d’un élément de ce niveau.

. Pour le choix du niveau, considérons la v.a. K indice d’un même ni-

veau et cardinal commun de toutes les parties de ce niveau de ~(E). On pose

où 6 est la proportion d/n ; 0 ~ k  n.
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. Pour le choix aléatoire d’un élément d’un même niveau k, la probabi-

lité (5) affectée à ce niveau est uniformément répartie sur l’ensemble des

(n) points de ce niveau (dont chacun représente une partie du cardinal k) ;chaque point sera de la sorte chargé de la probabilité 6 (1-6)
Ainsi :

Relativement au couple (E(a),E(b)) de parties représentant un couple

(a,b) d’attributs, l’h.a,l.N~ a ici nécessairement une forme symétrique et
globale où directement on associe un couple (X,Y) de parties aléatoirès indé-

pendantes. X (resp. Y) est un élément aléatoire dans l’ensemble 9(E) des par-
ties de E, muni de la mesure de probabilité associée au modèle N2 où 6 est
remplacé par p(a) = n(a)/n (resp. par p(b) = n(b)/n). Ainsi l’espace de réfé-

rence de (X,Y) estù(E)8(E) , mais la mesure de probabilité dont on munit

le premier ensemble facteur est différente de la mesure de probabilité dont

on munit le second ensemble de facteur. 
z

Propriété 2 : La loi de probabilité de la v.a. card(X n Y) est binomiale de

paramètre (n, ù = p (a) p (b) ) .

Preuve :

On a, compte tenu du modèle N 2

où on a noté p(a)= 1-p(a) et p(b) = 1-p(b). D’autre part,
z 1_- ,.

Il s’agit en effet d’une probabilité hypergéométrique déjà définie
dans le cadre du modèle NI ; elle n’a de sens ici que pour

h-s  n-k ;

c’est-à-dire :
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La probabilité cherchée se met donc sous la forme

où G est l’ensemble de sommation :

En faisant le changement de variables

et la probabilité cherchée se met sous la forme

Or, on a

Il en résulte la simplification suivante de l’expression (21)

Or, le premier facteur se Tet sous la forme

D’où le résultat annoncé.
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On comprendra aisément dans ces conditions pourquoi nous appelons ce

modèle aléatoire de choix N2, "modèle binomial". Ce dernier aurait certes pu

être présenté de façon plus élémentaire au moyen d’un tirage aléatoire avec

remise dans l’urne définie par l’ensemble E des objets ou individus où on ex-

trait élément par élément et où pour chacun, la probabilité de faire partie
de X (resp. Y) est p(a) (resp.p(b)) , l’appartenance à X étant indépendante de

celle à Y. Nous avons préféré donner cette présentation qui,d’une part, donne

une vision plus globale du modèle et qui, d’autre part, permet une approche
uniforme pour les différentes formes de l’indice de ressemblance ou de proxi-
mité. 

z

La moyenne et la variance de la v.a. binomiale card(XoY) sont respecti-
vement :

D’où l’expression de l’indice centré réduit-

dont le numérateur est le même que celui de ql(a,b) puisque 1-1 l = p. 2 ;

d’autre part,

(cf. formule (8) ) .

II.4 - Modèle aléatoire 3 de choix (h.a.l.N,3) et indice associé
D désigne toujours un sous,ensemble donné de cardinal d d’un ensemble fini E

de cardinal n. Le modèle précédent permettant de définir la partie aléatoire U

associée à D pouvait être exprimé en deux pas. Nous aurons besoin ici de trois

pas pour préciser le modèle de choix aléatoire.
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Contrairement aux deux modèles précédents, on regardera ici E comme la

réalisation d’un ensemble aléatoire Ëdont le cardinal est une variable aléa-

toire N de Poisson de paramètre n :

pour tout m de l’ensemble 9 des entiers.

Conditionnellement à ~ = F, les deux pas suivants du modèle sont dé-

finis comme pour le modèle 2 ci-dessus. Par conséquent

si m = card(F) est supérieur à k , et=0 sinon. Dans cette formule ~=d/m.

De plus,
... ,

Ici, c’est au tri-uple d’ensembles (E , E(a),E(b)) où E(a) et E(b)

sont deux parties de E, qu’on associe un tri-uple ( ~,X,Y) d’ensembles aléa-
toires où X et Y sont deux parties aléatoires indépendantes d’un ensemble

aléatoire t- dont on se contente de spécifier la loi de probabilité du cardi-

na

Conformément à ce qui précède, on a

Cette probabilité n’est définie que pour n(ahn(b)6 m et s n(a)~n(b);

on la pose égale à 0 autrement.

Dans ces conditions (compte tenu de (26)) on a
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La somme à l’intérieur de la parenthèse est une somme totale des pro-

babilités d’une loi de Poisson et vaut par conséquent 1.

D’où le résultat

Propriété 3 - La loi de probabilité de la v.a. card(X n Y) dans le cadre du

modèle N 3 est de Poisson de paramètre n~r où ff= p(a)p(b).

Dans le cadre de ce modèle aléatoire de choix qui sera appelé "modèle

Poissonien", l’indice centré réduit se met sous la forme

Le numérateur de l’indice q 3 est le même que celui de q, (resp. q2) ;
d’autre part, pour la variance Q~, on a

On peut remarquer que l’indice q3(a,b) n’est autre que la contribution
orientée de la case (1,1) à la statistique du # attachée au tableau (10) pré-

cédent.

II.5 - Comparaison des trois indices

Pour rappeler les modèles par rapport auxquels ils ont été établis, nous ap-

pellerons ici respectivement qh, qb et qu les indices notés précédemment ql,
q2 et q3 (h pour "hypergéométrique", b pour "binomial" et p pour "poisson").
Ces trois indices peuvent, au coefficient ~ près, se mettre sous la forme
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L’indice qb est en quelque sorte "intermédiaire" entre les indices q h
et q ; en effet, on a

P

pour tout couple d’attributs (a,b) de AxA.

Pour le voir, il suffira de considérer les dénominateurs respectifs-des

seconds membres des formules (33) où on a

pour 0 p (a) p (b)  1.

Il y a seulement lieu de comparer les deux indices extrêmes qu et qh
qui donnent deux points de vue suffisamment différents pour la conception de

l’indice de proximité

Propriété 4

alors que

C’est immédiat parce que

La propriété (37) de symétrie correspond à la remarque déjà faite au

paragraphe II.2 où nous avons signalé que dans le cadre du modèle Nl 1 on abou-

tit au même indice centré réduit sijau lieu de partir de l’indice brut formé
du nombre s=n(a/B b) d’ "associations positives", on partait du nombre

t=n(a~-,b) d"’associations négatives".

Le mathématicien épris de symétrie aura peut-être tendance à préférer

l’indice q à celui q . En fait, cette symétrie est un défaut pour l’approche
h p

de la "mesure" de la perception de la ressemblance entre attributs. En effet,

si les conditions sont "égales par ailleurs", l’association entre attributs

rares doit être plus ponctuée que celle entre attributs fréquents. C’est pré-

cisément ce que réalise le modèle N3 de l’h.a.l. où, en considérant les in-

dices seulement centrés :
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et

qui sont égaux ; les v.a. respectivement associées C P (a,b) et C P (a,b)de même
moyenne nulle, sont telles que

D’où

pour p(a)+p(b) 1.

Ainsi, pour p(a) + p(b) 1, au delà d’un certain seuil, le degré d’in-

vraisemblance de la grandeur relative d’une valeur donnée de l’indice centré

est sensiblement plus notable dans le cas où cette valeur concerne C (a,b)- - P

par rapport au cas où elle concerne C (a,b).P

Il est d’autant plus naturel de préférer l’indice q p à celui qh que de
la sorte, on se rapproche du point de vue de la théorie de l’Information où

c’est l’évènement rare (ici, avoir des associations positives sur le couple

d’attributs (a,b)) qui apporte davantage d’information que celui plus fré-

quent (ici, avoir des associations positives sur le couple d’attributs (a,b)).

D’autre part, dans la pratique, le spécialiste des donnéesqui élabore

l’ensemble A de ses attributs descriptifs à partir d’un ensemble de caractères

de description à deux modalités chacun, retient de chacun des caractères l’at-

tribut défini par la modalité la plus rare, généralement considérée comme la

plus significative. Relativement à un couple (a,b) d’attributs orientés ainsi

obtenus, c’est plus la présence commune que l’absence commune chez un même

sujet qui est significative de l’association entre les deux attributs. Il est

dans ces conditions naturel de demander à l’indice la propriété définie par

l’inégalité (36). Le dénominateur de l’indice q 
p 

permet, de façon plus nette

que ne le fait le dénominateur de q de ponctuer l’effet de la rareté commune

de a et de b , la fonction f(p) = p tendant plus rapidement vers zéro que ne

le fait la fonction g(p) = p ( 1 - p), pour p positif tendant vers zéro.
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Nous avons enfin comparé les résultats obtenus par chacun des deux in-

dices qh et qp dans le cadre de la classification hiérarchique d’un ensemble

A d’attributs par l’algorithme de la vraisemblance des liens (A.V.L.)(cf.[9]).

Les résultats sont pleinement comparables avec parfois des accents différents.

Toutefois, c’est plutôt q 
p 

qui donne les résultats les plus nuancés et les plus
cohérents dans leurs nuances respectives. Signalons ici à cet égard que cet

algorithme prend en charge les indices sous la forme (2) se référant à une

échelle de probabilité. Compte tenu de la variance importante des unités de

données en Sciences Humaines, après le calcul de l’indice q(a,b) centré et

réduit "localement" (cf. formule (4) ) mais avant référence à une échelle de

probabilité faisant appel à la fonction de répartition de la loi normale cen-

trée réduite, on procède à un centrage et réduction globale des similarités ,

remplaçant les q(a,b) par les q’(a,b)=[q(a,b)-qj/a où q et o2 sont la moyenne
q q

et la variance de la distribution

p2(A) étant l’ensemble des parties à deux éléments de A. Cette opération qui
nous rapproche au niveau global de la distribution des similarités sur l’en-

semble des paires de l’h.a.l.,permet de mieux mettre en évidence les diffé-

rences entre les valeurs des indices en utilisant la partie la plus discrimi-

nante de la loi normale.

Signalons enfin que, dans notre extension de l’indice à la comparaison
des variables d’un autre type , c’est surtout une forme de même nature que

celle "hypergéométrique" qui a été jusqu’à présent mise en oeuvre (cf.[15]),

tout en modulant l’expression retenue de la variance de l’indice.

III - INDICE D’IMPLICATION

III.1 - L’Indice de J. Loevinger ; introduction aux nouveaux indices

Relativement à deux comportements a et b, définis par exemple à partir de
deux questions d’un test mathématique, l’hypothèse "la réussite a implique la

réussite b’; notée a =&#x3E; b, se trouve parfaitement vérifiée au niveau d’un

échantillon formant un ensemble E de sujets si et seulement si
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où, rappelons-le, E(a) (resp. E(b)) est l’ensemble des sujets ayant réussi

l’item a (resp. b).

Dans le cas où a et b représentent deux questions d’un test mathémati-

que, la condition (1) se trouve réalisée de façon suffisante dans deux cas :
(i) le processus mental nécessaire à la solution de b est implicite pour ré-

soudre a ; en d’autrestermes,c’est un des composants de la solution de a.

(ii)le degré de complexité de la tâche a est sensiblement plus grand que

celui de la tâche b, sans que nécessairement le processus mental néces-

saire à l’exécution de la tâche b se retrouve dans celle a. 

La condition (1) peut s’exprimer par l’une des deux conditions sui-

vantes qui sont équivalentes

ou encore

J. Loevinger (cf [18]) est partie de la condition (2), la plus direc-

tement perceptible, et a construit un indice, dont le maximum est 1 dans le

cas où la condition (2) est remplie, 0 dans le cas de l’indépendance, mais

qui peut prendre des valeurs négatives dans certaines situations.

Reprenons ici le tableau (10) du paragraphe précédent, mais où on

remplace les cardinaux n(i,j) par les proportions p(i,j)=n(i,j)/n :
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Cet indice peut être présenté sous l’une des deux formes :

La valeur de cet indice a pour objet de déceler, par rapport à l’hypo-
thèse d’indépendance entre a et b où cette valeur est nulle, le degré d’im-

plication :a =&#x3E; b, reflété par le "degré de l’inclusion E(a) c E(b)". La va-

leur 1 est atteinte lorsqu’on a exactement E (a) c E(b).

Cependant, il est difficile de se rendre compte dans l’absolu, surtout

lorsqu’on a à comparer plusieurs couples de comportements à quoi correspond
un degré d’implication exprimé par une valeur donnée de cet indice. Ce pro-

blème est senti de façon cruciale lorsqu’il s’agit de retenir un seuil ho à

partir duquel on décide

en attribuant aux "fluctuations d’échantillonnage" la non-réalisation stricte

de E(a) E(b). Dans ces conditions quelle valeur ho voisine de 1 retenir: 0,9 ?

0,8 ? 0,7 ? ...

D’où l’idée (cf.[7], R. Gras) de procéder conformément à la démarche

générale de I.C. Lerman dans l’élaboration d’un indice de proximité entre at-

tributs (cf. § II. ci-dessus) pour évaluer le caractère plus ou moins négli-

geable du cardinal de l’ensemble des individus contredisant l’assertion a=&#x3E;b,

c’est-à-dire qui jouera le rôle de l’indice brut. Mais ici, si q(a,b)

est l’indice centré et réduit par rapport à une h.a.l. respectant d’une cer-

taine façon les caractéristiques de cardinalité, on ira d’autant plus dans le

sens de l’implication (a =&#x3E; b) que q(a,b) est plus fortement négatif que
~[q (a,b) ] est plus petit (~ étant la f.r. de la loi que
~ [q(a,b)] = 1- ~[q(a,b)] est grand.

C’est donc finalement ~ [q(a,b)] qui évaluera l’intensité de l’impli-
cation a =&#x3E; b. Le seuil permettant de retenir sur l’ensemble A des comporte-

ments une relation d’ordre, généralement partielle, sera directement défini

à partir de ~ sous la forme :
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pour tout (a,b) de Cette relation d’ordre sera représentée par un graphe

orienté dit "graphe d’implication" (cf. [7], R. Gras).

Cette mesure de l’intensité d’implication suppose l’approximation nor-

male de la loi de la v.a. associée à n(a ~ b). Cette approximation normale

peut devenir fragile dès que n(a n b) devient par "trop petit"

(e.g. n(aAb) = 0,1,2 ou 3) , ce qui, paradoxalement peut aller dans le sens

de l’implication. Cet inconvénient statistique qu’il convient sans doute

d’analyser plus finement, reste d’effet limité. Il se présentera beaucoup

moins dans le cas du deuxième indice d’implication que nous proposerons.

L’h.a.l. qui avait jusqu’à ce travail été retenue est à caractère bino-

mial (cf.[7]) où l’indice q(a,b) considéré se met sous la forme :

Mais nous avons vu au paragraphe précédent que le modèle binomial est

en quelque sorte intermédiaire entre le modèle hypergéométrique et celui

poissonnien qui est de toute façon une bonne approximation du modèle bino-

mial (cf.[5]). C’est donc par rapport aux modèles 1 (hypergéométrique) et 3

(poissonnien) que nous situerons notre analyse. Le premier modèle nous donne-

ra une forme par trop symétrique de la mesure de l’implication alors que le

troisième permettra de préciser deux formes différentes d’une mesure orientée

de l’implication, ayant chacune un intérêt propre et permettant de déceler

plus finement une implication et de l’interpréter.

Terminons cette introduction en remarquant que l’indice H(a,b) de

J. Loevinger peut également se mettre sous l’une des deux formes suivantes :

Ainsi, au facteur À près, le numérateur de l’indice H(a,b) correspond
à l’indice centré associé à l’une des cases (1,0) ou (0,1) ; son dénominateur

est le carré de celui de l’indice q P (a,b) centré réduit par rapport au modèle

poissonnien.
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111.2. Indices d’implication pour chacun des deux modèles hypergéométrique et

poissonnien. 
-

Partons de l’indice brut n(aA b) considéré dans [6] , cardinal de sous-ensem-

ble des sujets contredisant l’implication a =&#x3E; b et contenu de la case (1,0)
du tableau (10) (§ II précédent). L’indice centré réduit par rapport à l’h.a.l.

N1 à caractère hypergéométrique se met sous la forme

(cf. formule (9) § II)

ou encore, en confondant (n-1) et n

Comme nous l’avons déjà fait remarquer l’indice obtenu est exactement

le même si au lieu de partir de l’indice brut on partait de celui

n(7Ab), contenu de la case (0,1) du tableau (10) (§ II) ; en d’autres termes

Relativement au problème posé et dans le cadre de l’h.a.l. N1 où n(a)

et n(b) sont fixés, il revient tout à fait au même d’évaluer la relative pe-
- -

titesse de n(ab) ou de n(a 1B b) (cf. expressions (2’) et (3’).

On a d’autre part vu que

Ainsi, l’indice q h (a,b) (resp. qh(a,b» est un indice d "’opposition"
entre a et b. Toutefois, il prend le sens d’un indice d’implication dans le

cas où n(a) n(b) , 1"’opposition" correspondant alors à une "absorption de a

par b". D’ailleurs sin(a)&#x3E; n(b), il n’est pas question de considérer a =&#x3E; b.

D’autre part, on peut remarquer que par rapport à l’indice q h (a,b), celui (7)

H(a,b) de J. Loevinger accentue le rôle de la "petitesse" de n(a) et de la

"grosseur" de n(b).

Si on se réfère au modèle poissonnien de l’h.a.l., l’indice centré ré-

duit (avant référence à une échelle de probabilité) qui se rapproche le plus
dans son expression de celui de J. Loevinger est celui q P (a,b) associé à

n(a~b), contenu de la case (1,0) de la table de contingence 2x2 ; il s’agit
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exactement de

Mais l’indice H(a,b), dans la comparaison de plusieurs couples de com-

portements, force encore davantage que ne le fait q P (a,b) sur la concomitance

de la rareté de a et de la fréquence de b. Il s’agit d’une qualité relative,
car de la sorte on accentue la valeur de l’implication pour des situations où

n(a) est "petit" et n(b) "grand" qui sont certes compatibles avec la raison

(i), mais aussi tout à fait conformes avec la raison (ii) (cf. début du para-

graphe III.I. ci-dessus).

Cependant, on a pu voir que pour n(a) et n(b) donnés tels que n(a) n(b),

pour se rendre compte du degré d’implication de a =&#x3E; b reflété par le "degré
d’inclusion de E(a) dans E(b)", on peut (cf. expression (3’) par rapport à (2’)

ci-dessus) plutôt partir de n(a/&#x3E;,b) que de n(a 1B b) ; ces deux approches coïn-

cident d’ailleurs dans le cadre du modèle hypergéométrique. En partant de

n(aAb), on évite en général l’inconvénient statistique de partir d’un indice

brut trop faible rendant sujette à caution l’approximation normale permettant
de passer de l’indice centré réduit à une échelle uniforme de probabilité pour

la mesure de l’intensité de l’implication. Toutefois, cette raison n’a rien de

fondamental dans la comparaison des deux indices ; le deuxième qui nous était

apparu dans l’analyse du premier, a pour expression
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Une autre différence importante entre l’indice de

J. Loevinger H(a,b) et les deux indices q P (a,b)et q P (a,b) que nous

venons de présenter, concerne l’influence de la taille n de l’échan-

tillon définissant l’ensemble E. L’indice H(a,b) est invariant par une

dilatation de l’ensemble E et des sous-ensembles E(a) et E(b), qui pré-
serve les proportions p(a), p(b) et p(.-t^b). Par contre, chacun de nos

deux indices augmente proportionnellement à ln. Ainsi ces indices tien-

nent heureusement compte de la taille de l’échantillon ; pour une même

position relative de E(a) et de E(b) dans E, la relation d’implication
(a =&#x3E; b) est d’autant plus marquée que la représentativité de l’échan-

tillon augmente.

111.3. Comparaison des deux indices q P (a,b) et q P (a,b)
Graphes d’implication associés

a) Transitivité ; inéflalité triangulaire

Si les intensités de chacune des deux implications a =&#x3E; b et b =&#x3E; c

sont fortes , on peut s’attendre à ce que l’intensité de l’implication a =&#x3E; c

soit appréciable. C’est exactement ce que traduiront les inégalités (16) et

(17) ci-dessous, directement obtenues à partir de l’inégalité triangulaire,

respectivement pour chacun des deux indices.

Le cardinal de la différence symétrique définit une distance sur l’en-

semble des parties d’un ensemble ; il en résulte dans notre contexte l’expres-
sion suivante de l’inégalité triangulaire pour cette distance :

Compte tenu des relations de la forme

la relation (13) donne les deux relations suivantes
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qui donnent directement les deux relations suivantes

où p (e,f) désigne n(e)n(f)/n , e et f indiquant deux attributs quelconques.

Terminons en illustrant chacune des deux inégalités sur l’exemple sui-
vant où

On obtient

L’inégalité (16) précédente donne

alors que dans l’exemple q (a,c)=-2,02. D’autre part
- p

L’inégalité (17) précédente donne
alors que dans l’exemple
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On se rend compte que les inégalités (16) et (17) peuvent avoir un in-

térêt dans la reconnaissance du degré d’implication a =&#x3E; c dès que les inten-

sités de chacune des deux implications a =&#x3E; b et b =&#x3E; c sont assez fortes.

S) sens de variation

Nous allons ici chercher à détecter le sens de variation de chacun des

deux indices d’implication q P (ao,b) et q P (ao,b) par rapport à certains para-

mètres fixant la position de E(b) relativement à E (ao) , lorsque E (ao ) étant

fixé,. E(b) varie d’une "certaine façon" en augmentant de cardinal.

Les numérateurs de chacun des deux indices q P (ao,b) et q P (ao,b) sont

égaux. D’où l’idée de neutraliser l’effet du numérateur en étudiant les sens

de variation de chacun des deux indices sur l’ensemble des parties E(b) pour

lesquels le numérateur commun des indices reste fixé ; soit

où (-v) est la valeur commune des numérateurs des deux indices précédents.

L’ensemble (18) précédent n’est pas vide s’il existe un couple d’en-

tiers positifs h et k tels que

où h joue le rôle de n(ao~ b) et k celui de n(b). Il y a dans ces conditions

parties E(b) qui réalisent

Pour fixer les idées, soit un tel couple d’entiers (ho,ko) à partir

duquel nous allons montrer comment construire l’ensemble (18) ci-dessus.

Propriété 1. M(ao) désignant un multiple entier positif commun à n(ao) et à

n , il y a
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éléments de l’ensemble (18) de parties pour lesquels

En effet, en supposant

et

si on pose

et

on vérifie aisément que

Dans ces conditions, à partir de la plus petite valeur ko de k, à la-

quelle se trouve associée ho, on imaginera de faire "grossir" l’ensemble E(b)
à partir de la suite croissante des multiples communs de n(ao) et de n, en

s’assurant à chaque fois des conditions (21).

Illustrons la construction précédente en partant d’un couple

(E(ao),E(bo)) de parties d’un ensemble E de cardinal n=100, où

card(E(ao))= n(ao) = 10, card(E(bo)) = 20 et 

En codant E par l’ensemble des entiers {00,01,02,.....,98,99}, on peut prendre

par exemple

Le premier multiple commun de n(ao)=10 E.t de n=100 est M(ao)=100 auquel

il lui correspond, avec les notations de l’énoncé précédent, 1=10 et m=l. D’où

On peut en particulier produire, parmi les (10)(90) ensembles E(b) pos-9 21

sibles, celui E(b1) suivant :
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où on a ici] ~’

Propriété 2. Pour E(ao) et v&#x3E;0 fixés, les comportements des deux fonctions

~ [q P (ao , b) ] (cf. § III .1. ) sont opposés sur l’ensemble (18)

des parties E(b) :

~[q (ao,b)] est une fonction croissante de
P

décroissante de

Au contraire ~[q est une fonction décroissante de

croissante de

Ces résultats sont immédiats à partir des relations suivantes :

(fonction décroissante de n(b))

(fonction décroissante de n(b))

(fonction croissante de n(b) )

(fonction croissante de n(b)).

Il ne faut pas perdre de vue que les deux indices restent très "paral-
lèles" dans leur comportement global à travers tous les couples d’items

(ao,b) pour lesquels n(b) et v(ao,b) &#x3E; 0. Les comportements inverses
- -

des deux indices [q (ao,b)] et [ q (ao,b)] ont un caractère tout à fait
P P

local puisque la variation est étudiée à v(ao,b) constant. Chacun des deux

indices met l’accent sur un aspect de la perception du degré de l’inclusion

de E(a,) dans E(b).
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Il est en effet intuitivement souhaitable que le degré d’implication
soit une fonction décroissante du premier (resp. croissante du second) de

- - - - -

chacun des deux paramètres b)/n(b) et sont directement

liés au cardinal de l’ensemble E(ao)()E(b) formé des individus violant, au

sens logique du terme, l’implication b.

Toutefois, il est également intuitivement désirable que le degré d’im-

plication soit une fonction décroissante (resp. croissante) de n(b) et

(resp. de b) /n (b) ) , car de la sorte, on insiste sur le

caractère exceptionnel de l’ "absorption" de ao par b. Pour v(ao,b) positif

fixé, le premier indice ~[q P (ao,b)] va dans le sens de la première condi-

tion, mais à l’encontre de la seconde. Inversement, le second indice

~ [q (a,,b)] va dans le sens de la deuxième condition, mais à l’encontre de
P

la première.

Revenons un instant sur les conditions (i) et (ii) introduites au dé-

but du paragraphe III.I. Relativement à un couple de comportements (a,b) dans

un contexte donné, il est en général très difficile de séparer chacun des deux
facteurs respectivement sous-jacents à (i) et à (ii). En effet, ces derniers

interfèrent puisque le premier facteur contribue directement au degré de la

complexité. D’autre part, ces deux facteurs contribuent également à l’éléva-

tion de n(aA b)-[n(a)n(b)/n]. Toutefois, en raison des propriétés lo-

cales précédentes, nous croyons l’indice [q (a,b)] d’abord sensible au nonP 
_

respect de l’implication, au sens logique du terme, alors que [q (a,b)] peut
mieux mettre en relief les faibles variations de la complexité, , comme d’ail-
leurs l’analyse didactique (cf. § IV) le montrera.

~y) Gra hes d’im lication

Chacun des deux indices d’implication ~[q P (a,b)] et ~[q P (a,b)] permet
la définition d’un graphe orienté, valué et sans circuits sur l’ensemble A des

stimuli, défini comme suit : Pour tout couple (a,b) d’éléments distincts de A,

il existe un arc orienté d’origine a et d’extrémité b, si et seulement si

card[E(a)]  [card E(b)] ; d’autre part, la valuation portée sur un tel arc

(a,b) est définie par la valeur de l’indice d’implication choisi.

Si on ne fait pas rentrer en ligne de compte la valuation, le graphe

est celui d’un préordre total sur A ; une même classe du préordre est définie

par l’ensemble des items dont la fréquence de réussite est la même; elle peut

donc être exprimée sous la forme
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Comme nous l’avons exprimé au paragraphe III.1, du graphe pondéré on

passe à un graphe discret par l’adoption d’un seuil ~ o. On peut ainsi définir,

relativement à chacun des deux indices d’implication, un graphe orienté et

sans circuits qu’on appellera "graphe d’implication". De façon explicite, le

premier (A,U1) où u1 désigne l’ensemble des arcs, sera défini par :

Le second graphe (A,U2) où U2 désigne l’ensemble des arcs, sera défini

par :

Si on se réfère à la pratique des tests statistiques où on adopte un

seuil de signification a= 0,05 , il y a lieu de prendre ~o = 0,95. En substi-

tuant de cette manière le graphe discrétisé au graphe pondéré, nous passons

de notre approche en analyse des données, où l’h.a.l. joue le rôle d’une hypo-

thèse de référence qui fournit l’échelle de mesure de l’intensité d’une rela-

tion en termes de vraisemblance, à une optique décisionnelle plus classique.

Propriété 3. Le graphe (A,U2) est contenu dans celui (A,U1).

On le voit immédiatement ; en effet, q P (a,b) q P (a,b)
dès que n(a) n(b), pour tout couple (a,b) de A x A.

On peut ainsi considérer que le graphe (A,U2) est celui des implications

les plus "fortes". Toutefois, ce qu’il gagne en force il le perd en richesse,

notamment par rapport à (A,U ) qui peut comprendre beaucoup plus d’arcs.

Pour avoir la même base de comparaison et pouvoir ainsi distinguer les

tendances naturelles de chacun des deux indices , nous nous sommes inspirés

de notre pratique de la réduction globale des similarités en classification
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hiérarchique par l’algorithme de la vraisemblance des liens (cf. fin du para-

graphe II.5). Dans ces conditions, on commence par distinguer l’ensemble des

couples suivants

sur lequel on réduit globalement chacun des deux indices q (a,b) et 

En d’autres termes on remplace q (a,b) et q P (a,b) respectivement par

et

- 2 
( 

- 2pour tout couple (a,b) de G, ’ où q 10 et T2 10 (rets . 401 sont la moyenne

et la variance de la distribution sur G de q P (a,b) (resp.q p (a,b)).

Chacun des deux graphes (28) et (29) sera alors respectivement défini

en remplaçant q (a,b) par q’(a,b) et q (a,b) par q’(a,b), pour tout (a,b) de
p p p P

G.

Comme nous l’annoncions dans l’introduction, nous allons dans un prochain

article, représenter dans un cas réel chacun des deux graphes d’implication (28)

et (29) où, pour avoir une même base de comparaison, nous substituerons

q’(a,b) à q (a,b). L’interprétation comparée des deux graphes permettra de se
p p
rendre compte de l’intérêt de chacun des deux indices.

Nous chercherons ensuite à évaluer globalement chacun des deux graphes pon-

déré ou discret, associé à chacun des deux indices, par rapport à l’hypothèse de

la taxinomie d’objectifs cognitifs qui est reflétée par un préordre total sur l’en-

semble A des comportements. Cette évaluation se fera au moyen d’un indice très gé-
néral de comparaison entre deux relations pondérées sur un ensemble fini. Ce der-

nier indice peut jouer le rôle de critère d’adéquation.

(à suivre)
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