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Math. Sei. hum. (18%année, n°72, 1980, p.5-44)

QUELQUES MODELES PROBABILISTES SOUS-JACENTS
A LA THEORIE DES TESTS PSYCHOLOGIQUES

A. HANEN *

Introduction.

Ce travail résulte d'une lecture de 1l'ouvrage de Guilford Psychometrics

methods [1] qui est un des ouvrages classiques de référence sur la Théorie des
tests psychologiques, ol sont présentés de maniére éparse divers coefficients

de fidélité, calculés sous des hypothéses paraissant, lorsqu'elles sont expli-
citées,a priori assez peu naturelles ; nous avons voulu dans ce travail montrer
1'unité de ces formules et dégager les modéles prébabilistes qui leurs sont sous-
jacents, qui reposent tous sur un modéle de passation d'un test par un sujet
donné, les épreuves constituant le test apparaissant au sujet comme des
expériences aléatoires indépendantes ; ce modéle a €té introduit de maniére un

plus sophistiquée dans 1'ouvrage de Lord et Novick[3] Statistical Theories of

mental test scores (1968) , dont nous avons eu connaissance en cours de

rédaction de ce travail ; la plupart des résultats de la premiére partie de cet
article figurent, sous une forme ou sous une autre, dans cet ouvrage ; nous
avons toutefois pensé que la rédaction proposée ici, utilisant un minimum de

concepts probabilistes &lémentaires, pourrait rendre quelques services.

Dans la seconde partie de notre travail, nous donnons un modéle markovien
de passation d'un test formé d'items notés 0 ou 1 , pouvant prendre en compte

les phénoménes de transfert d'apprentissage qui peuvent apparaitre dans le
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déroulement d'un test. Ce modéle permet de donner un coefficient de fidélité
étendant celui de Kuder-Richardson [2 ], que 1l'on peut aisément estimer lorsque
le nombre d'items constituant le test est grand.

Notations. Soit X une variable aléatoire.
Son espérance mathématique sera désignée par le symbole E(X).

Sa variance par le symbole 02(X), son écart-type par o(X).

Si Y est une autre variable aléatoire, nous désignerons par cov(X,Y) 1la
covariance des variables X et Y, par p(X,Y) Lleur coefficient de corrélation

(rappelons que cov(X,Y) = p(X,Y)o(X),0(Y)).

1 - La passation d'un test par un sujet.

Considérons un test, noté par exemple sur 1l'échelle de notes 2 valeurs

entiéres allant de la.plus petite note possible a & la plus grande possible b .
Supposons qu'un sujet passe le test et obtienne la note X ; on peut

concevoir que l'obtention de cette note dépende de 1'énoncé du test, de ses

conditions de passation et de notation, enfin de 1'état psychologique du sujet ;

tous ces facteurs, qui participent i la détermination de la note, peuvent avoir

une certaine part de variabilité :

- 1'énoncé du test (si on envisage un énoncé présentant des items ou taches

équivalentes, constituant une forme paralléle a ce tgst)

- les conditions de passation, susceptibles par exemple d'eétre influencées par

des bruits extérieurs

- les conditions de notation, la personnalité du correcteur pouvant intervenir

dans 1'établissement de la note

- 1'état psychologique du sujet, pouvant étre éminemment variable.

Si 1'on pouvait cépéter la passation sur le sujet, celui-ci pourrait alors

obtenir une note différente de x ; on se heurte toutefois, pour une telle

répétition, 3 un obstacle réel : le transfert d'apprentissage, qui fait

qu'un sujet ayant déji passé un test peut, s'il le repasse peu de temps aprés, étre

influencé par la précédente passation ; aussi doit-on, si 1'on désire parler

de passation répétée d'un test par un sujet donné, éliminer le transfert d'ap-



prentissage ; cela peut se faire de plusieurs maniéres, qui précisent pour chacune

d'elle le terme de répétition.

- Une premiére maniére est tout simplement de faire corriger le test par un autre
correcteur : c'est cela que nous appellerons répétition de 1la passation, le
coefficient de fidélité obtenu, que nous définirons plus loin, sera la fidélité

inter—~correcteurs,

~ Une seconde maniére est de constituer un test de paires de sous-tests
équivalents ; si 1'on choisit au hasard un élément de chaque paire, les
éléments choisis forment un sous-test Tl » les autres un sous-test T2 s

forme paralléle a T1 ; si 1'on fait passer le test T & un sujet, tout
se passe comme si on avait répété la passation de Tl » en tenant compte

comme facteur de variabilité du seul énoncé de Tl » les autres facteurs

de variabilité étant maintemus stables , T] et T2 sont passés simul-
tanément, il ne peut y avoir de transfert d'apprgntissage ; dans ce cas

la passationde T @&quivaut 3 la répétition de T] et la fidélité obteme
sera dite calculée par " split half " (partage du test en deux moitiés).

- Une troisiéme maniére consiste & répéter la passation du test T au

bout d'un temps 3 la fois suffisamment long pour &liminer le transfert
d'apprentissage et suffisamment court pour que le sujet n'ait pas pu

beaucoup &voluer du point de vue de 1'objet psychologique que 1'on cherche

i atteindre ; la variabilité est plus grande, et la fidélité obtenue
s'appelle fidélité test-retest.

~ Une quatriéme maniére est analogue a la troisiéme, excepté le fait qu'on
fait repasser au sujet non le test T, mais une forme paralléle T' ; la varia-

bilité est encore plus grande que pour la troisiéme maniére, et la fidélité

obtenue est appelée fidélité formes paralléles.

On voit que, quelle que soit la maniére choisie pour définir la répétition d'ume
passation, la passation d'un test par un sujet est assimilée 3 une expérience

aléatoire, comme le jet d'un dé pipé, susceptible de répétitions indépendantes.



L'univers des possibles de cette expérience est alors 1'échelle des notes
possibles Z.e. 1'intervalle [ a,b ], chaque note x de cet intervalle &étant
alors affectée d'une probabilité P(x) ; la note du sujet est alors la variable
aléatoire X définie comme 1'application de U =[a,b] dans R v X(x) = x,

sa loi de probabilité est P .

DEFINITION 1.1. On appelle " vraie " note du sujet le nombre
xz=b
v =E(X) = Z x P(x) .
x=a

On appelle erreur la variable centrée associée 4 X

Z = X - v L

On 3 donc pour un sujet donné X =v + Z, et E(Z) =0 .
La vraie note du sujet apparait donc comme la limite vers laquelle
tendrait la moyenne des notes qu'il obtiemdrait aux sens définis ci-dessous.

A chaque mode de définition du terme répétition correspond une note

vraie,

2 - La passation d'un test par we population finie de m sujets.

Considérons 1'expérience i deux étapes suivantes

Premiére étape : on préléve au hasard un individu dans 5’, noté 1 .

Seconde étape : on fait passer le test a 1'individu i prélevé, obtenant

une note x de 1'échelle des notes [a,b ].

Quel est le modéle probabiliste associé a cette expérience ?

On sait que la probabilité de tirer 3 la premiére &tape un sujet i donné

. 1
est P](l) ==
On se donne d'autre part, pour chaque individu i , et pour chaque note x ,

la probabilité Pi(x) que l'individu i obtienne la note x .

L'univers des possibilités de 1'expérience a deux étapes est alors 1'ensemble

des couples (i,x) formant 1'ensemble produit JB><[ a,b ] .



La probabilité de 1'événement &lémentaire (i,x) est alors par

définition :

P(i,%) = P ()P, (%) ='%-Pi(x).

Considérons alors les variables aléatoires suivantes
X , note observée, définie par X(i,x) = x
x=b

vraie " , définie par V(i,x) = v, = z x Pi(x) .
x=a

V , note "

Z , note " erreur " , définie par Z(i,x) = x - v. .
i

On a alors, pour chaque couple (i,x) , X(i,x) = V(i,x) + Z(i,x) ,

que 1'on note X =V + Z .

THEOREME 2.1. 1) E(Z) = 0 et dome E(X) = E(V)

2) V et 7 sont non correlées .

Démonstration. o b
m b

D E@) = ] I Gv)RGE® =3 T[] ev)R (]
i=1 X=a i=]1 x=a

et le terme entre | ] est nul, par définition de v, » pour tout i3 il

en résulte bien que E(X) = E(V) + E(Z) = E(V).

2) Pour montrer que V et Z sont non correlées, il suffit de montrer que

cov (V,Z) = E(VZ) - E(V).E(Z) = E(VZ) = 0
m b
E(VZ) = ] I (V(i,x).Z(i,x)+P(i,x))

i=1 X=a
m b 1

= izl Za (v, (xv,) x —P.()
1 m b

=z L1 v I (=v)Or @]

1=m X=a

et 13 encore, le terme entre [ ] est nul, pour tout i .

Donc E(VZ) = 0 .
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Remarque 2.1, On peut aisément montrer que V et Z, bien que non corrélées

ne sont pas en général indépendantes.

2
DEFINITION 2.2. On appelle fidélité d'un test le rapport f = %2%¥%

Remarquons que 0< f <1 .

En effet, 02(X) = o2(V) + o2(2) , puisque V et Z sont non corrélés, donc

2(z
155 o
d'ot %;%;=l—f.

Si un test a une fidélité égale 3 1 , cela signifie que 02(2Z) =0 ,
donc Z = E(Z) = 0 avec une probabilité égale a 1 ; cela entralne que si
Pi(x) >0, x= Ve o i.e. que la note d'un sujet est toujours la méme lors-

qu'on répéte les passations sur ce sujet.

Si un test a une fidélité nulle, cela entraine que o2(V) = 0, donc
V = E(V) presque slrement ; tous les sujets ont alors la méme note vraie,

et le test ne peut donc les discriminer, bien qu'on Puisse observer des notes

différentes associées 3 des sujets différents.

3 - Formes paralléles d'wn test

Formalisons un peu plus la notion de parallélisme introduite au § 1 .

DEFINITION 3.1. Deux tests T] et T, sont dits nominalement paralléles

st chacune des taches (ou questions)composant T

1 paralt strictement équivalente

a une tdeche ou question analogue dont l'ensemble constitue T, -

Remarque 3.1.S5i de plus les régles de notations sont les mémes pour les tests

Tl et T2 » nous pouvons alors formaliser cette notion de la maniére suivante :

en incluant dans la variabilité générale de 1l'expérience , la variabilité de

1'énoncé du test, la passation de T2 apparalt comme une répétition de celle

de Tl .
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Si nous envisageons un sujet passant successivement ou simultanément
T‘ et T2 , d'une fagon éliminant le transfert d'apprentissage, nous pouvons
considérer 1'expérience comme analogue 3 deux lancers successifs d'un méme
dé pipé , 1'univers des possibles de 1l'expérience est alors 1'ensemble des
couples de notes possibles (x,y) x et y appartenant 3 1'échelle de notes
[a,b ], affectés de la probabilité m(x,y) = P(x)P(y) , oi P est la proba-

-

bilité d'obtenir la note x au test T] (ou TZ) considéré isolément.

Si nous considérons maintenant une population P de m sujets, nous

. ' . . .
faisons 1l'expérience en deux étapes suivantes :

premiére étape. On préléve au hasard un sujet dans P nots i

deuxiéme étape. On fait passer au sujet prélevé i 1les deux tests Tl et T2

obtenant un couple de notes (X,¥) .
L'univers des possibles de 1'expérience est alors constitué par tous les
triplets (i,x,y) , formant 1l'ensemble produit @ ® [a,b] ® [a,b].

e . . . e o . _ . 1
La probabilité d'obtenir un sujet donné 1 4 la premiére €tape est Pl(l) ==

La probabilité que le sujet 1 obtienne la note x au test T1 est Pi(x),

celle qu'il obtienne la note x au test T, et y au test T, est alors

1 2
m; (x,y) = P.(x).P.(y).
La probabilité d'obtenir le triplet (i,x,y) est alors
P(i,%,y) = P (DI,(x,y) = = P, (0P, (y) -

Considérons alors les variables aléatoires suivantes

X(i,x,y) = x : note au test T] du sujet prélevé

Y(i,X,y) =y " " T2 "

V(i,X,y) = A : vraie note du sujet prélevé a 1'un des deux tests T] ou T2

b b
v,= 7 R =T yP(y

x=a y=a



Zl(i,x,Y) =X -V, : noteerreur au test T, du sujet prélevé

Zz(i,x,y) =y - Vi " " " " Tz " " "
Alors X =V + zl
(3.1
Y=V+ 22 .
THEOREME 3.1. ST T, et T, sont nominalement paralléles et sont passés

1 2
d'une fagon éliminant le transfert d'apprentissage par les sujets de la

population fP

1) E(z)) =E(Z,) =0 , UZ(ZI) = oz(zz)
2) Z1 ’ 22 et V sont deux 4 deux non corrélées
3) T, et T, ont méme fidélité f et f = p(XI,XZ).

Démonstration.

m b b
3 Be) = 11 [ Gov)PGx,y)
1= X=a y=a
1 m b b
= = ) ) Y (x~v,)P.(x).P.(y)
i=1 x=a y=a ot t
m b b
=$ Il . ] v).p 0]
i=1 y=a x=a

et les termes dans [ ] sont nuls pour tout i , donc E(Z]) =0.

la démonstration est la méme pour Z, , en permutant x et y .

2
2 m b b 2
oz(zl) =E@Z)" = ) ) ) (x-v,)“P(i,x,y)
i=1 x=a y=a
;b b 2
== 1 I (x=v)P (0P (5)
Xx=a y=a

b 2
P o] VR
i=1 y=a t X=a

Bl—
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b
soit 0{2 = z (x—v.)zP.(x) = variance des notes au test T1 du sujet n°i
xea i’ i
m b m
2 - l [ 2 = _l_ ] 2
2z =g LT CL PN =5 1 @D,
=] y=a 1=1

m
- 2 - 2 o,
De méme, 02(22) = %? Z (og) , ol (c;) est la variance des notes au
i=1
test T, du sujet n°i : mais comme les deux tests ont la méme distribution

2

de probabilité pour un sujet donné , on a (0;)2 = (Gi')2 et donc
2 = 2
o (22) o (Z]) .
m b b

I 2,(%5)V3E,x,0) P30, 5,y
1=l x=a y=a

m b b 1
= I I 1 Geovpvy xg BG0B()

2) E(21V)

i
~
t~1

i=1 x=a y=a
m b b
-l T v I em I Gevpr D
i=l y=a X=a

et comme l'intérieur du [ ] est nul pour tout i , on a

E(ZfV) =0-= E(Z]).E(V) , donc cov(ZIV)= D(Z],V) =0

On montre de méme que E(ZiV) =0, donc p(Zz,V) =0

enfin E(Zl°22) = ilgl xlga y‘ga zl(i,x,y)zz(i,x,y)P(i',x,y)
m b b
a b b
- = DR IRCARINCS RACAALCER

L'intérieur de chaque [ ] é&tant nul, on a bien E(ZI-ZZ) = 0 , donc

COV(ZI’ZZ) = E(Z].ZZ) - E(Zl) E<ZZ) =0,et Z et Z, sont non corrélées.
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Alors o2(X) = o2(Y) + o%(Z,)

o2(Y) = o2(V) + 02(2)) et o2(Z)) = 0%(Z,)
impliquent 02(X) = o2(Y) = o% .
Les tests T, et T, ont donc meme fidélité £ = Ei_z(l)
cov (X,Y) = E(XY) - E(X) E(Y)
= E(V+Zl)(v+zzﬂ'- (E(V))2
EEv+zl)(v+ZZSJ= E(VZ) + E(VZ,)) + E(Z,Z,) + E(V2)

E(V?)

E(V?) - (E(W)? = 62(V) et

o2(V) _ o%2(W)
- y4
0yOy o

Donc cov(X,Y)

= f

(X, Y)

La fidélité d'un test est donc égale i la corrélation de deux formes
paralléles de ce test.; cette relation est utilisée pour estimer la fidélité
Test-Retest ou formes paralléles par le coefficient de corrélation de
BravaisePearson calculé sur un n-échantillon de notes obtenues a deux formes

paralléles du test.

COROLLAIRE 3.1. (formule de Spearman-—Brown)

Soit T =X + Y la variable somme des notes obtenues d deux formes

nominalement paralléles d'wn test par wn sujet pris au hasard dans wne

population finie P, La fidélité de T est alors donnée par F = %%E .
Démonstration. La note vraie au test somme des deux formes T] et T2
pour le sujet n®°i est alors VotV = 2vi

et la note erreur x +y - 2v

T=X+Y=2V + Zl + Z2 =W+ Z oi W= 2V est la note vraie.

Z = Zl + Z2 est la note erreur.



15

02(T) = o2(2V) + a2(2)
= 4 g2(V) + 02(21) + 02(22)
o2(V) = £f02(X) c2(z]) = oz(zz) = (1-£f) 02 (X)
Fo= 402V _ 4f02(X) _ 2
~ 6%(T) 4E02 (X)+2 (1-£) 62 (X) 1+f

On épplique surtout cette formule en construisant les formes paralléles par
" split half " , un test étant formé de k paires d'épreuves équivalentes,

on construit deux formes paralléles en retenant pour la forme Tl un élément
de chaque paire, les autres éléments restant formant alors le test T2 .

La fidélité F du test est alors appelé fidélité split half ; elle est estimée
par la formule de Spearman-Brown oi f est remplacé par le coefficient de

corrélation de Bravais-Pearson des deux moitiés du test T , calculé sur un

n-échantillon de sujets.

4 - Un modéle probabiliste de passation de k sous—tests d'un test

Considérons un test, formé par une batterie de k sous—-tests, le sous-—
test n°j étant noté sur l'écheile de note [aj,bj ]
La passation du test par un sujet donné peut &tre assimilée, comme type
d'expérience,au lancer successif de k dés pipés ; en faisant cette hypothése
nous faisonscomme si, pour une passation répétée é€liminant le transfert d'ap-
prentissage, les raisons de la variabilité& des notes d'un sous-test i 1'autre
pour le sujet sont indépendantes ; c'est 13 une hypothése qui peut, si 1'on
analyse en détails les causes de la variabilité, paraltre trop contraignante ;

nous la ferons toutefois ici.

Si PJ est la loi de probabilité de la distribution des notes au jeme

sous—test, considéré isolément, on a alors, si un sujet obtient les notes x!

’

k ey e o . . .
x2 s X aux sous-tests, la probabilité d'obtenir pour le sujet cette suite de
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k. _k

notes est M(x!,x2 ,..., xk) = Pl(xl)PZ(xz) eee P (x))

Si 1'on considére maintenant 1l'expérience en deux &tapes

premiére étape. prélévement au hasard d'un sujet dans une population

finie de m sujets @, on obtient 1'individu i .

seconde étape. on fait passer le test 3 1'individu prélevé i , obtenant

les notes (xl,xz,..., xp).
L'univers des possibles de 1l'expérience est alors 1l'ensemble des k+l-uplets

(i,x1,x2,..., xk) .

Si Pi(xj) est la probabilité que le sujet n°i obtienne la note X au

sous—test, on a alors

P(i,x!,x2,..., x5 Pl(i)P;(xl)PZi(xz) p‘i‘(xk)

1Pl P2(a) .. P ()

Considérons alors les variables suivantes

XJ(i,xl,..., xk) =x) : note au jleme sous—-test du sujet prélevé ,

j .

Jos 1 42 k j . Spdydy 2 ) note"vraie"au j* ™ sous-test

v (1’x 93X 3000y X ) = Vi = . Za X Pi(x ) = l du Sujet prélevé’
i
prélevé

j . . note " erreur " au j "¢ sous—test

ZJ(i’xlgxz ee e xk) = XJ - v‘] = i . _ _
? ’ i | du sujet prélevé.

Alors XJ =vl +2) et on montre, comme pour les formes paralléles, le

THEOREME 4. 1. 1) E@) =0 , vV et 2z sont non correlés

. o . 1
2) V3 et 23 sont non correlés, ainsi que zd et 2, s it .

. L 2
Soit alors f3 = (V) la fidélité du sous-test n°j .
0‘2(XJ)

Si la note au test est la somme des notes a chacun des sous-tests, la note

totale T est alors la variable

T=x+x2+...4 x5 = vl4y2 toot VS 4 z1 4 22 L



i
<
+
<
+
.
<

La note totale''vraie'"est alors W

i
N
+
N
+
.
+
N

La note erreur totale est alors 2
. I g J
Soit o 1"écart-type de X .

. .y . .y
pd>Jd la corrélation des deux sous—tests (X.J,XJ )

Evaluons la fidélité du test total T .

- ()
oz(T)
..y
02(T) = o2(x! + X2 +...+ Xk) = g2(xX1) + 0232) +...+ oz(Xk) + 2 Z cov(XJ,XJ )
i<i’
k . iy s e
=7 (0?2 + 2 7ol ol
i=1 i<’
G2(W) = g2(V! + V2 +...+ V)
. ey
= g2(Vl) + g2(V2) +...+ oz(Vk) + 2 2 cov(VJ,VJ )
i<i!
mais

2vh= fo2xdy = 3 ehH? .

.. . .., ) .
cov(vI, v ) = cov(x3,x? ) , car E(X.x?) - ExD).E(X?)

C ey .. ey
E(VI+zd) (v1 423 ) - E(vi+zd) BV +27)

.. .. oy .. ) .
e(vI.vl )y + E(vlzd )y + 5w 2d) + B2 ) - EvD).E(V? )

. ] . 1
E(VJ.VJ ) - E(VJ).E(VJ ) , les autres termes étant nuls.

..y N
I1 en résulte que cov(VJ,VJ ) = pJ’J oJad et 1'on a donc

¥ giy2 523" Gigd"
I £ @)+ 2§ ol olo
L

P-4 1<] (4.1)
) 0?2 + 2 §opdrdlgig]
£=1 i<

. °1 . ey e X}
cov(VJ,VJ ) _ QifJ ol od

C e
COROLIAIRE 4.1. La corrélation p(VI,v)) = L 3 T
c(Vo(V ) (o VED 7 VEI )

o si"

Ny

..,
D'on p(v3,vl )
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COROLLAIRE 4. 2. ST les k sous—tests sont fortement paralléles deux a deux

21 . 21

c'est—d-dire vérifient pour tout couple (j,3") vio=vl ,dd=d =q,

fj = fj - pj’j = f , dans le cadre du modéle exposé dans ce paragraphe

La formule (4.1) devient alors

2k (k-1)
2 Pt S 2
. kfos + 5 fo ) KE .
Ko2+ 2k(k-1) £52 1+(k—1) £
2

C'est l'extension de la formule de Spearman—-Brown au cas de k sous—tests

paralléles ; on retrouve cette formule lorsque k = 2 .
i3t $
Remarque. ona ) p o0 =0%(T) -} (5.2
.2, L k|
<] J=1
La formule (4.1) s'écrit également
§ iy (342
o2(T) - ] (1-f) (o)

F = i=l (4.1")
02 (T)

Les formules (4.1) ou (4.1') sont des cas particuliers d'une formule un peu

plus générale, due & Moslier, tenant compte d'une pondération différente des

sous—tests .

5 - Parallélisme faible

DEFINITION 5.1. Deux sous-tests T 6 et T, d'un test T sont dits fatblement

paralléles si leurs notes vrates ont wne corrélation égale a 1 .

Remargue 5.1. I1 est clair que deux sous-tests fortement paralléles sont

faiblement paralléles, puisque leurs notes vraies coincident et donc sont de

corrélation égale a 1.

Soient X] =V + Z

Les décompositions associées aux deux sous—tests faiblement paralléles TI et T2
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Si nous nous plagons toujours dans le cadre du modéle ayant permis d'établir
la formule de Mosier , nous avons

VELE2.p (v1,v2)

Jelg?

fl et f2 désignant les fidélités respectives des sous—tests T! et T2 .

o (x},x%x%)

Plagons—nous maintenant dans le cas d'un test composé de k sous—tests

faiblement paralléles deux i deux ; nous avons les décompositions suivantes :

x} = v+ 73 , et p(VJ,VJ) =1 pour tous j , j' .

Les variables V3 &tant d'inter corrélations égales a 1, ont la meme variable

~

centrée réduite U , indépendante de j et l'on a

v. - E(V)
~ R <yl N Iy i /1 3
U ] , d'oi V7 = E(V') + o(V')U = b~ + f- o0 U0
a(V?)
et x3 =bd +VEo?.U + 2, en posant bl = E(V) = E(x?).
5 xdop] . . 3
Soit U = —_T—— la variable centrée réduite assoclée au test X .
o
] Tl j _z
On a alors : U = vé .U+ S oi S = —T .
o

On reconnait 13 les équations d'une analyse factorielle en facteurs communs et

PP ~ e .1éme
spécifiques, avec un seul facteur U et le facteur spécifique du j sous—test

confondu avec le facteur "erreur"
L . . .
Z ~ ~
s == Vil =, m) = px),)

. R ~ .
(s et SJ &tant deux a deux corrélés et non corrélés a U), VfJ

. . .1éme
apparalt comme la saturation du j sous—test dans le facteur commun

~

mique U, fJ &tant 1a "

. .1éme j
communauté " du j sous test et 1 - £ son

unicité .

La note totale T s'écrit alors
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K . k

T = J b+ ] N/AJPS S A
i=1 i1

k
=W+2Z of W= bl o+ Z v £y = EW) + ( Z v chJ)G
j=1

j=l j=]

et 1'on a

k
o) = (J Vo)
j=1

Kk Kk
o2(T) = o2 W) + 02(2) = () VElaht+ T - h?
, 5=1 i=1

La formule de Masier (4.1) devient, dans ce cas

k i
(7 V eoh?
’ k ral k . . (5'1)
(7 Vedoh? e 7 a-£9) 09)?
i=1 i=1

R .y e oy Y]
et 1'on a p(XJ,XJ ) = pJ’J =+ £l¢d si J#3'.

6 - Estimation de la fidélité d'un test composé de k sous-tests faiblement
paralléles.

La formule (5.1) permet d'estimer F si 1'on dispose d'estimations de o’

et de fJ . Si 1'on a les notes aux k-sous—tests d'un n-échantillon de sujets,

A
. i\ 2 A . .. .
on peut estimer (GJ) par (GJ) , variance empirique des notes des sujets
.1éme . oy . ' . .
au j sous—-test 3 si l'on dispose d'autre part de la matrice des inter-

corrélations des sous—-tests calculée sue le n—-échantillon de sujets, on peut

estimer £ ; en effet

= f et nous pouvons donc

s e s oy

) 3 /f;\ _ N R ) S

estimer f par la moyenne £~ des expressions TR
r 9

R S T

L )

3 et k' variant et j étant fixé ;
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On a en fait Ci_l = (EZIléEZEL telles expressions, d'ol
s er s ot
’%J ~ 2 (szJ rJ’k)
= —c e —
(k=1) (k-2) itk JK
J"# kl
#]

On peut également utiliser la formule (4.1'), en estimant o2(T) par la
variance empirique des notes totales des sujets du n—-&échantillon, £J par

£ et oJ par '33 .

Remarque 6.1. Dans le cas général, si nous voulons estimer F, il nous
faut appliquer (4.1') en remplagant les variances théoriques par leurs
estimations et fj par une estimation Ej » Cce qui ne peut se faire que
si 1'on dispose d'une batterie de sous-tests paralléles a ceux constituant

le test T .

7 - Quand le parallélisme retrouve des forces

Supposons que nous ayens un test formé de sous—tests faiblement paralléles
et introduisons la condition supplémentaire que les sous-tests soient
équicorrélés, de corrélation commune &gale 3 p .

Alors on peut montrer le

THEOREME 7.1.

1) les sous—tests ont méme fidélité, égale a p

. i
2) les sous-tests centrés réduits U = X jb sont fortement paralléles
0 -

deux & deux.
3)  la fidélité du test global T = X] + X2 +o..4 X'k est alors donnée par
k
02(T) - ,21(03)2
J=

F = X n . (7.1)
02 (T)
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Démonstration. cosr s o
;o ol ikt 2
1) nous savons que f- = T = . = p , pour tout j.
p
les sous-tests ont donc meme fidélité
. S~ . [’N .
2) U =\éJU+SJ=\/pU+SJ
I~

Les sous-tests U’ ont donc la méme note vraie vp U , sont de méme
moyenne (0), de méme variance (1), de méme fidélité p ; 1ls sont donc
bien fortement paralléles au sens du Corollaire 4.2.

3) La formule (5.1) devient , si £l = 0

k . k .
o( ) )2 ) OJ)2
I e -
k . k . k . k k
oI ohZ (1-p) ] (o))? I )%+ ol ] 00 - T (007
i=1 j=1 j=1 j=1 J i=1 J
Le dénominateur n'est.autre que UZ(T)
k . k . k .
On a donc 02(T) -] (OJ)2 =p[(] OJ)Z - ) (OJ)Z].
=1 i1 j=

k . 9
a2(T) - § (o))
j=1

D'od p = s
k . k .
() oH? - ) (oh?
j=1 j=1
kK. k. kK j.2
o( ) H? e - 1 (0)? ( yoo)
et F = i= - j=1 N j:l _
2 2 .
04 (T) o< (T) ( Z 03)2 _ z (03)2
i=1 i=
k . 9
o2(T) - ] (o)
F = N x - L .
2 ]
j=1 ) oJ
j=1

DEFINITION 7.2. On appelle coefficient de fidélite de Kuder-Richardson

généralisé ou encore coefficient o le rapport

k )
o2(T) = ] (o7)?
F' = 1=1 x -——Jr—- (7.2)
02(T) (1—1:)
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THEOREME 7. 2. F>2F' , F=F" st et seulement st les o) sont égaux.

+ +
Démonstration. La fonction de R dans R £(x) = x2 est convexe,

donc si X X sont k réels > 0, £(x) < f(x) ‘ol x et f(x) désignent

(0}
les moyennes des nombres x. et f(x.)) ; si on pose xj = i s
i i z i
. 1=1
- 1 b OJ 2 ?
x=+ et ) ( ) =k £f(x)
k 2 k
] z OJ
i=1
k h
. . 1 ] o 2 ' s
il vient 2 ” '21( k .) , d'ot
J 2‘ UJ
i=1
k ] 2
1 1 1
=<1 (=) < S
k j=1 X ]—-1— k g 2
J ¥ o k -} (5—)
j=1 J=1 J ol

D'oi F' < F.
L'égalité ayant lieu si et seulement si les X, sont €gaux, e,

si les OJ le sont.

Remarque 7.2. Dans le cas de sous—tests faiblement paralléles et équi-

corrélés, nous pouvons estimer F par la formule 7.1. , en remplagant OJ
par 57 et 5(T) par o02(T) ; si nous estimons également F' , en appliquant

(7.2) aux mémes estimations, nous avons 13 une sous—estimation de F .

COROLLAIRE 7.2. ST l'on a un test formé de k—sous—tests faiblement paral-

léles, équicorrélés et de mémes écarts types

1) les sous-tests centrds 'X'J =x) - E(x?) somt fortement paralléles deux

da deux ,
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- _kp

= Tr(-1)p * ° désignant 1'intercorrélation commune des

2) F=F'

sous-tests, ou encore leur fidélité.
Dans ce cas, les coefficients de fidélité de Mosier, Kuder-Richardson

généralisé et de Speamman-Brown généralisé coincident.

Démonstration.

1) Lorsque les écarts-types sont €égaux &4 o et les fidélités égales 3 p,

on a alors :

x3 = b + Vo oU + 27

xd =xd -p) =vEou s 2],

~

Les sous—tests X'J ont alors méme note vraie : VE oU , méme variance o2 et

meme fidélité p . Ils sont donc fortement paralléles deux a deux.

i

2) Nous avons déja vu que si ¢ =0 , F=F' , si d'autre part, nous
remplagons £ par p et ol par ¢ dans la formule (7.2) , nous avons
2
F = p (ko) 2 = kp = kp
+1- 1+ (k-
o (ko) 2+ (1-p)*° kori-p (k=1)p
Remarque 7.3. I1 vaut mieux, pour estimer la fidélité d'un test dans les

conditions du corollaire , appliquer la formule de Kuder-Richardson généralisée

en remplagant 02(T) par &2(T), (oJ)2 par (83)2 , estimations calculées sur

un n-échantillon de sujets.

Remarque 7.4. Si, de plus, les nombres bl= E(Xq) coincident, les sous-tests
x)  sont fortement paralléles deux a deux, les notes vraies coincident et 1'on

retrouve le résultat du § 4 , corollaire 2.

Remarque 7.5. Lord et Novick montrent, dans leur ouvrage (3), 1'inégalité

F > F' sans condition restrictive de parallélisme, 1'dgalité ayant lieu si
et seulement si les tests sont faiblement paralléles et les notes vraies ont

méme éEcart~type ¢ . Dans ce cas 13, en effet, o = Vég ol pour tout j,
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la formule 5.1. nous donne

2 2,2
_oc(M)  _k“(o) d'od
F=Zm "~ - N ou
k202 + } o? - ko?

1=1

k j=1

U . =
et 1'on a bien F =i Z (D

8 - Application.

QNZ

Supposons que nous ayons un test composé

des items.notés | s'ils sont réussis, 0 sinon.

Si pi est la probabilité de réussite du jleme
nous avons alors vi = pi et
m
. s i . . .
Axl = =p=— ] ol = E(¥) =E(W).
i=1
Ax) =0 =g =1-p.
. m . .
2.0y = 1 J_ 3,2
o2(V) =— 1 (p; - P)
1=1
. m D =52
P cz(Vi) - 1 2 (Pi -p) .

o2(x)) mpd *

la formule de Mosier s'écrit alors

k s e .
o2(1) - ] (-£)plq
F = =t
% (T)

Lorsque les items sont faiblement paralléles

-~

F'

de

k . 2
o2(T) - Y(o?)

j=1

k

k(k-1)

sous—tests' qui soient

item par le sujet n°i ,
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k _fJ =i=]
f
Z] P q

F = 1
k T . - k ...
—=3.2 —
(} VT + T a-eHp'd
j=1 j:]
k.
o2(m - ) P si de plus les items sont
1= 1 2 . P,
= J x — équicorrélés
0Z(T) k[ /== Pl
1 - z E..P_.'_:l.._..)
- =i=]
2 P q
j=1
02(T) - § Ejﬁj est le coefficient de fidélité
F' o= j=1 9 1 de Kuder-Richardson, dans le cas
N < 1 . .
o%(T) 1 - X d'items faiblement paralléles et
équicorrélés .
Nous avons F' < F , F' = F si de plus les items ont mémes &carts types, Z.e.
si (OJ)2 = ;jaj est constant.
k . .
s2(m - ] 879
F' est estimée par la formule F' = =1 —_ x
a2 _ 1
5-(T) 1- —
k
ol ﬁJ est la proportion de succés observée pour 1l'item j sur un échantil-
. IS PP,
lon de n sujets et ¢ 1 P .

Donnons une interprétation géométrique des divers parallélismes .
m j
le vecteur de R de composantes Py

T ” n 1 .

Soit SJ

. Com . .
munissons R du prodult scalaire

m
- . > - m
< X Z X.y. si x = (xl sesey xm) et y = (yl,,..., ym) € R

- > > _ -
Ilxll = < x,x > 1le carré de la norme de x

a) si les items sont faiblement paralléles, les notes vraies centrées

vl - g(v))

est indépendant de j et vaut U,
o (V)

- . p . .
réduites coincident, i.e.
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j_ ]
vi E(VY)

cela signifie que pour le sujet 1i , U, pour tout item j -

o(vd)

i -5
P} - P

; . our tout item j .
Z.€. 1 U1 P ]

1T, 3=j22
G 1 P
1=1]

~

m . P
Si ﬁ est le vecteur de R de composantes Ui » les relations précédentes

>3 _ =33
sont équivalentes 3 -E;T—qu: =7 pour tout item j -
17 3Ty \
m
~ 1 ~ > >
D'autre part, E(U) = 0 = o Z Ui = <U,I> =0
i=1
o2(U) =1 = T2 =1.

->] . m
Alors pJ s'écrit dans R sous la forme

. . . . ->
— —j>
pl =t wap! -t -
P . > m
b) Réciproquement, soit U wun vecteur de R tel que -

> >

<L,U>=0,1002="1.

Si (aJ,AJ) est une suite de constantes positives choisies de fagon que

> 1> 1> . A
le vecteur pJ = alT + AJU alt ses composantes comprises entre 0 et 1 ;
les items j ,ayant pour probabilités de succés les composantes du vecteur

. .. . N
;J »sont faiblement paralléles deux i deux et aJ = pJ , A= H;J-pJI .

En effet, nous avons, pour le sujet i et 1'item j , la note vraie centrée

vi-E(v) - P
réduite égale & - = =T Z.¢. a la iéme composante
a(vI) HpJ-pJI ]

>3 _Tiy
du vecteur P+—__P——
Ip7-p1 I

D'autre part, si 33 = alT + Ajﬁ 3 i é :
P s P s, O0 A est > 0 , nécessairement

al =pI 0 =pd -0 .
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j =

En effet , <A-1; »1 > =aJ<~i,T>+)\J<_ﬁ,T>=aJ

et ;J-<p,-f>,donc; = al .

Alors le vecteur ;J - ;J—f =30

dome Ip? -pEN = M. Tu= A x1 o= A -
Folei I ME >

Le vecteur &E—B—o—— = - = =/ =1
1pd - T I A

pour le sujet i , les notes vraies centrées réduites a chacun des

. ~ e > . €me >
ltems coincident avec Ui s 1 composante du vecteur U .

Les items sont bien alors faiblement paralléles.

Explicitons les conditions 0 < p'} <1, si. U= (ul,u2 seeey um)-
Soit u' le plus grand des nombres ug s - u" 1le plus petit des nombres u; .
Les relations TNl = 0 3 < _ﬁ,_f > =0 impliquent i # [0 , Z u, = 0 et

donc u' et u" sont strictement > O .

Nous avons alors p‘; = ;J + AJui et donc

.

Les relations 0 < pg < 1 sont équivalentes aux deux conditions :
=5 _ i ic
0 < P - e M < By (8.1)

—: o . o l_"—J
pd + 2w < ie. A< —P—u, .
Si nous représentons dans le plan des deux vecteurs orthogonaux et unitaires

de R™ (-f ’ U) le vecteur p = J-f + AJ-f s, 11 lui correspondra le point PJ

- -3 .] . . > >
de coordonnées (p”,A”) dans le systéme d'axes (I,U),
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y
Si nous considérons dans ce systéme d'axes
U les demi-droites D et D' d'équations res-
. X 1-x
pectives y = " et y = = dans le quart
D
D' de plan x > 0,y > 0 , les relations (1)
N 'P signifient que le point Pl doit &tre au-
]
E dessous de ces demi-droites, donc dans le
0 T P I X
triangie qu'elles forment O A I , noté Tt .
, _ , @ 5 m 2
Remarquons que la relation ™ z (ui) =1 < Z (ui) = m implique que
i=1 i=1

u' ou u" est =1, donc que 1'une au moins des droites D et D' a une pente

1

—n ou = — inférieure 4 | en valeur absolue.

g -

Nous avons donc montré 1'équivalence des deux affirmationms

a) les items sont faiblement paralléles deux d deux

b) Il existe un vecteur T de R , tel que < ﬁ,-f >=0, =1,

tel que le vecteur ;J

des probabilités de réussite a 1'item j appartienne au
. . 3 > ; . ] . .
sous—espace vectoriel engendré par et U et tel que le point P~ qui lui-cor-

- . - - . - . . . - -~ > >
responde soit situé 3 1'intérieur du triangle Tt (associé 3 I et U ).

- Si nous imposons maintenant la condition supplémentaire d'égalité des fidélités

des items, leur fidélité commune étant le nombre p , nous avons

e N bl

» le point pJ correspondant a ;J

OZ(XJ) ;JEJ '
s s ) 3 2
a pour coordonnées (pJ,AJ) et vérifie %)_—-J- =p , il appartient donc i la
p- (1-p)
courbe d'équation y2 = px(1-x) , qui s'écrit aussi y2+ p(x - %)2 = %
1 .2
x-3)
soit .Lz v 2" _ .
e 1
4 4
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C'est 1'équation d'une ellipse de centre, le point C(%-, 0) et d'axes

5 _ Vo
’ respectifs a = %-, b = %f.— B

Les points PJ  correspondants doivent
D' D
etre tous sur l'ellipse et a l'intérieur

=2

du triangle T , donc sur l'arc d'ellipse
A M situé a 1'intérieur du triangle T ,

pl  pi ils sont d'autant plus proches que la

fidélité est plus élevée.

(4

- Si les items ont de plus le meme &cart-type o =V ;jaﬂ , les points pJ

correspondants ont meme ordonnée A =V po .

Soit p une solution de 1'équation P(1-p) = o2 3 q=1- P est alors 1'autre

solution et les points possibles d'ordopnée A sont les points P' et p"

de coordonnées respectives (E-, VvV pxo) et (¢, V p x 0) , correspondant aux

I+ v o¥
=qi +vp ol ,

J = ;' ou ;" , pour tout j .

>y

vecteurs p
-

”"

P

->
et 1'on a p

Les items j tels que ;J = ;' ont méme probabilité de réussite P
Les items J " 1] EJ = ‘l;n " n " " E = 1_5'

y

)
D' D
>
U
\=vpo
P’ P’
0 C I X

4
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Si, de plus les items j ont meéme probabilité de réussite ? , alors
3] =';; +vp ol pour tout j , Z.e. ;j = p' pour tout j : les notes
vraies coincident pour tout item j et pour tout sujet i , les items
sont donc paralléles.
En résumé
a) Les items sont faiblement paralléles si et eulement si
BT, o <TEs-o0 0T =0
pj >0, Aj > 0 et le point Pj de coordonnées (Sj,lj) appartient
au triangle T .

b) Les items sont faiblement parall@les et &quicorrélés si et seulement si,

~

de plus,les points P}  appartiennent a 1'arc d'ellipse A .

c¢) Les items sont faiblement paralléles, équicorrélés et de méme écart,
type o si et seulement si

3j =pf+vVo ol ou qi+vp ol et o2 =pq .
d) Les items sont faiblement paralléles, équicorrélés et de méeme

facilité p si et seulement si
-pd =pf+vo ol ot o=+ p(I-p) ; les items sont alors

fortement paralléles.
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9 - Un modéle markovien de passation d'un test par un sujet

Supposons qu'un test soit composé de k items & deux modalités possibles
chacun, 1.'une appelée conventionnellement '"réussite" et l'autre "échec" .
Ces items sont notés 1 s'ils sont réussis et 0 s'il y a échec.
Ces items sont supposés de méme nature psychologique et a priori de méme

difficulte.

Supposons qu'un sujet passant le test soit influencé par les réponses
P

successives qu'il donne, de la maniére suivante :

1 - On peut admettre que la réussite ou 1'échec 3 1'item j+1 ne dépend

pour le sujet, que de la réussite ou 1l'échec 3 1'item j , et non de ce qui

a eu lieu auparavant.

2 -8'il a réussi a 1'item j , il réussira a 1'item j+I avec une probabilité
1-q et écouera donc avec une probabilité q .

3 -S'il a échoué a 1'item j , il échouera 3 1'item j+1 avec une proba-

bilité 1-p et le réussira avec une probabilité p .

. P j .iéme . . .
S1 nous désignons par Xq la note au j item,on voit que, pour le sujet,

la suite de variables aléatoires XJ est une chaine de Markov-homogéne

1-p P

de matrice de tramsition P = sur 1'espace d'état .7 = (0,1).
q 1-q

1-p = P(0,0) est la probabilité d'échec a 1'item j+1 s'il y a échec a 1'item j

p = P(0,1) de succés " " " " "
q = P(1,0) d'échec " " " succés "
I_q - P(],l) de succés " " " 1] "

Soit Ho la 1loi de probabilité de X1 .

m () = fxl=o0]
Ho(l) = ﬁxl = 1]
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Alors, pour le sujet, la probabilité d'obtenir successivement les notes
x1, Xz,-,xk aux items 1,2 ,..., k (xJ = 0 ou 1) est donnée par la formule

Bxl=x ,..., X =2 =1 GHRGd, PR xR

I1 est alors aisé de calculer la probabilité, pour le sujet, de réussite
al'item j .

ool _ _ G-1) - . .

PI[X=1] = HOP (1) ot Ho est la matrice ligne (HO(O),HO(])

pG=1)

et est la (j—l)eme itérée de la matrice P .

ff>,[xj =1] = no(O)P(j'”(o,l) + IIO(I)P(j—l)(l,l)

. . r
on trouve aisément, par récurrence sSur T , P( )

9 P -
,/ p+q p+q \ P P

!

p(r) = ; l + oi d = l-p—q

| a 2 -
\ p*a p+q 1 d

si d est# 1, Z.e. si p et q sont différents de O ;

1 0 #
si p=0=q, P = ( ) - p(0)

0 1
on en tire
Ax) =1] = HOP(J")(l)
- P i-1 -Py g
o+q +d (Ho(]) p+q) si d est #1 (9.1)
= Ho(l) si d=1.
Remarque 9.1. Revenons sur 1l'expression de d=1-p - ¢

0=p<1 et 0<qg<1 impliquent -1 <d <1

d=1-p=-q est une mesure du degré de " conservatisme " du sujet ; d est

d'autant plus proche de 1 que p et q sont petits , que le sujet a peu
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tendance 3 modifier son type de réponse quand il passe d'un item au suivant.
Le cas extréme est celui oi d =1 : dans ce cas, le sujet ne modifie pas

ses types de réponses au cours de la passation du test : x! = x2 = x3= ... Xk-

Lorsque d =0, ptq =1 , donc P(l1,1) = 1-.q = p = P(0,1) : la probabilité
de succés au (j+])iéme item est la méme, quel que soit le résultat du jiéme
item.

Dans ce cas, les Qériables Xj sont indépendantes et de méme loi
pour j 2‘2 s et nous sommes pratiquement dans le cadre du modélelexposé

P : . s . 1 . s
précédemment, seule la premiére passation X a une loi HO différente.

" conservateur , le cas extréme étant

Lorsque d < 0 , le sujet est moins

0 1

celui oi d=-1 ; dans ce cas, p=q=1, P = et le sujet

alterne systématiquement les notes qu'il obtient.

" transparence " du test

d peut également s'interpréter comme un indice de
pour le sujet, le test &tant d'autant plus transparent pour lui que |dl

est voisin de 1 .

Remarque 9.2. En écartant les cas extremes, on a donc — 1 < d <1 ; dans

ce cas, l'expression (9.1) montre que si j est grand, P [Xq = 1] est trés

roche de £ .
P ptq

Nous poser n() =2 m) =1-n(1) =3
ous poserons II(1) ptq (0) (1 g

et nous voyons que

® [X° 1] =1(1) + (d)j-](no(l)-H(l)) tend vers I(1) si j tend vers +w

P [x]

o =10 + @@ @) v om@ vt

Les items ont alors asymptotiquement la méme facilité, caractérisée par la
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limite de la probabilité de réussite II(1) ; remarquons encore que

si Ho(l) =1(1) , P [Xq = 1] =1I(1) pour tout j : les items ont alors
exactement la méme facilité T1(1).

La matrice ligne I = (II(0),N(1)) vérifie en outre la propriété

n.p=1.

On dit que 1 est la probabilité invariante associée a P

Remargue 9.3. Ho traduit 1'état initial du sujet devant la présentation
du premier item.

P traduit le comportement du sujet pendant le déroulement
des passations successives de chaque item ; on voit que si le nombre d'items
est grand, c'est le comportement (ou cette "stratégie'") qui est déterminant
et qui finit par donner aux items la méme facilité limite 1(1), quel que
soit 1'état initial du sujet.

Si d>0 , et Ho(l) est trés petit, le modéle fait apparaitre la
passation du test analogue 3 une expérience d'apprentissage, [P [Xj = 1] est
alors fonction croissante de j et II(1) peut étre interprétée comme

manifestant les possibilités du sujet en fin d'apprentissage qui sont

d'autant plus vite atteintes que d est petit.

La vraie note du sujet a l'item j est alors

vi=gxd) =[x =1]
= 1) + (@37 (1) - 1)) siodest <
= Ho(l) si d=1.,
On peut alors écrire x] = vl+ 2]
x3*th _ Vj+h + zi*th
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j i+ . .iéme

oi zJ et zJ h sont les notes " erreurs " du sujet au j et
. iéme .

au (j+h) M€ i tem.

THEOREME 9. 1.

1) E(zj)

2 prx =1, xP 1y = + @7 @ nminay + aa-nen)

]

0

3) cov(XJ,XJ+h) = cov(ZJ,ZJ+h) est en général différente de 0 ainsi
j ,Jj+h
que p(ZJ,ZJ )
) . i _j+h h o .
lorsque j est trés grand, on a p(X ,X" ) = (d) (1l'égalité étant

vrate pour tout j st Ho(l) =1(1)).

Démonstration.

1) ona E(x)) =v) =g(d) +v!, done E(z)) =0 .

2 pix) = L6 ey e = At e 2

prxd =1 1P

() + & 7a () - 1Im+ aa-nm,

ce qui est bien la formule désirée.

3) cov(Xj,Xj+h) = cov(Zj.Zj+h) puisque Xj et Zj(resp.Xj+h et Zj+h)
ne différent que d'une constante vj(resp.vj+h) .
cov(xd, ¥y - pdxdthy - pexdyeIth
e(xd =1, 3oy - Ehead™
=@ (x) = 1) ) + o) - @+ 3 ay-non)
=®x =1 <o) - 7 a o) - it
e [x = a-pxd =) x 4"

Lorsque j est trés grand, on a [P [XJ = 1] xpP [XJ+h = 1] = 1(1)

(1'égalité ayant lieu pour tout j si Ho(l) = T(1')) et donc
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02(Xj ~ oz(xj+h) =~ (1) (1-1(1))

) . .
p(Xj xq+h) = cov(x?,x? h) - cov(x?,xI h) ~ 4P
s —tg = =
a(xHox™M m(1) (1-1(1))
Remarque 9.4. Dans le cadre de 1'interprétation de d comme indice

de transparence du test, on pourrait concevoir qu'existe une liaison entre
la probabilité de réussite au premier item et la pekception de 1'association
qui existe entre deux items successifs du test.

On pourrait par exemple envisager une liaison du type suivant : d = 1
si Ho(l) =1 ou HO(O) =1, (le sujet répond de la méme maniére
i tous les items), d =0 si Ho(l) = HO(O) = %-, d est d'autant
plus grand que |Ho(l) - %1 est grand ; on pourrait alors prendre

d = 2|H0(1) - %1 et 1'on trouve alors 1 - d = 2(Ho(0) A Ho(l))(plus petit

des deux nombres HO(O) et Ho(l)).
Un cas particulier de ce modéle est celui ol de plus Ho =1 ; alors

on a nécessairement

o
]

Ho(l) x 2(Ho(0) A Ho(]))

A
q HO(O) x 2(H0(0) Ho(l))
Dans ces conditions, les items apparaissent pour le sujet de meme facilité
Ho(l), et les items successifs sont &quicorrélés de corrélation

. . h
p=1- 2(Ho(0) A Ho(l)) =d, on a de plus p(XJ,XJ+ ) = dh pour tout item

j et pour tout h > 0.

10 - Un modeéle markovien de passation d'un test par une population

finie de m sujets.

On considére un test analogue 3 celui du paragraphe précédent, susceptible

de pouvoir €tre passé par une population finie de m sujets, chacun des sujets



38

se comportant vis-d-vis des passations successives comme le sujet du
paragraphe précédent. Le sujet numéro i est caractérisé par une proba-

bilité initiale de succés a l'item 1, Ho i(1), une matrice de
b

l_pi Pi
transition P, = et une probabilité invariante
i
94 l_ql
q. i
"0= . = H . = - P. T (q.
nl(nl( ) pi+qi s Hl(l) 5 qi) ; nous poserons d; = 1 P; T4

et nous ferons 1'hypothése qu'il existe un nombre & > 0 et < 1

tel que Idil < § pour tout sujet i .

Soit U = {0,1 }k 1'ensemble des suites de k symboles 0 ou 1,

représentant les notes possibles aux items d'un sujet.

L'expérience consiste 3 tirer au sort un sujet dans la population P et

a observer ses notes aux items du test.

L'univers des possibles de 1'expérience est alors 1l'ensemble Fxu=u

. . - . k
formé des couples (i,x) , oi X est une suite (xl,x2 syesey X ), les

symboles x) valant 0 ou 1 s, et la probabilité de (i,x) est

k-1 k
»X )

P(i,x) = ?i(x) ot ﬁi(x) = no’i(x])Pi(xl,xz)Pi(xz,x3)---Pi(x

1
m
Soit S 1la variable aléatoire S(i,x) = i (numéro dp sujet tiré 3 la premiére
étape) et soit Y une variable aléatoire liée i 1'expérience, Z.e¢. appli-
cation de U dans R . '

(1,x) ~+— Y(i,x)

Soit Yi 1'application partielle de U dans R X Yi(x) = Y(i,x)

LEMME 10.1.

1

' Pd
E(Y) = - Ei(Yi) onl Ei(Yi) est l'espérance de Yi lorsque

i

e~ g

1

~

U est mni de la probabilité Pi .
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Démonstration.

m
E(Y) = ) (P(S=i)E(Y/S=i) et E(Y/S=i) = E;(Y,) , comme il est
i=1

aisé de le vérifier.

Introduisons maintenant les variables suivantes :
i, j .1éme . . .
XJ(1,x1,x2 seses xk) = x (note obtenue au j item par le sujet tiré)

éme

VJ(i,xl,xz,..., xk) = vi (note vraie au j1 item de 1'individu tiré)

ZJ(i,xl,xz,...,xk) = x - vi (note erreur au j1€Me jtem de 1'individu tiré) .

THEOREME 10.1.

1) Xj = Vj + Zj

2)  E@) =0

3) p(Vj,Zj') = 0 pour tout couple (j,3')

4) p(Zj,Zj') est en général différent de 0 et

=

.at . . ey .
J,ay_ 1 J ) i B
cov(z?,2° ) = = ’Z] Hi(l)(l Hi(l)(di) si j' > j

Démonstration.

a) le 1 est évident, d'aprés la définition des variables incriminées.

. m . .
b) E(z)) = %; 121 Ei(Z%) =0, car Ei(Zi) = 0 pour tout sujet i,
P LY oy + @3 a L - () (R (1) -
cov(z7,2° ) =4 izll (D + @) @ . i i i

- githl -
d (I, ; (DI (D]

et 1'on a asymptotiquement (si j est grand) ou exactement si Ho i(l) = Hi(])
]

B

covzd,z*™ = L} maya-na@p®

m .
i=1

Dcne la corrélation (ZJ,ZJ+h) est en général différente de O .
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. ey
c) cov(VJ,ZJ )

0 , car

covevd,zd ) eevizd’y - E(Vj)E(Zj') gevizly = 1 Ei(vizg )

e~ B8

et Vj = vj donc E (Vézé') = vjE.(Zé') =0
i i? it i%1 iTivTi

.y
Donc MV%Z% = 0.

.y . ey . .y . oy
d) covezd,zd’y = E@Z ) - E@HEE) ) = E(z3zd )
m

L ig3'
=m L B2
i=1
Nous avons vu précédemment que si j' = j+h

T A~ e h
B zizd) =Bxd = 11 x (0 - [X] = 1D

Hj(l)(l—n'.i(l)(d.)h , en posant H'ii(l) =E§i [xg =1]

D'ou cov(ZJZJ+h) = %

z HJ(l)(l-HJ(l))(d ) qui est en généralnon nul.
1—

On montre aisément 1le

THEOREME 10.2. x3 @ deux valeurs possibles 0 ou 1

. m .
Ex) =1 _z P, [x] = 1]

prx- 1] = Exd) = ]

gl-

I~ B

j
Hi(l)'

Ie~pg

1
o=

Introduisons maintenant les notations suivantes :

i , le vecteur R" de composantes Hi(i) = Pi[XJ = 1]
11} "
i | I, (1)
> N " * ”
IIo ITo,i(])
> .
(1‘) " " (dl)r s

PEP S . 7 > m
et plus généralement, si x et y sont deux vecteurs de R, le vecteur

> - >
y ayant ses composantes y; # 0, (x.¥) est le vecteur de R" de composante (x,y,
i’i

7 X
(E " " ( 1)
y Y.
P - . . > > 1
Nous noterons également x le produit scalaire (x,1).



Alors 1la relation

M

~ j _ _ 1—-1

Ho,i(l) - Hi(l)

s'écrit ‘ : :
> -—
md =7 + o’ l(no-n)
et
Px) =1] =<T,3I>=T =7+ BJI,H-ﬁ>
, . ; 17331 5 2
THEOREME 10. 3. a) L'item j a pour fidélité £l = ﬁj(]-ﬁj)
b - >o_ > . _ M- 2 >
) lorsque i est grand, ou lorsque 1 =1, f° = — (= si M° =
n(1-m)
Démonstration.
On sait que x} a pour valeurs 1 ou 0 avec les probabilités m
et 1 - ﬁj 5
on a donc oz(XJ) = ﬁj(l-ﬁj)
Jgs ool
VY (1i,x%x) vi Hi(])
] 1oy O B =j
E(V) = g 1 B =g 1M =T
1=1 1=]
m m
32 _ 1 JZ__I_ 3y(@2) _ 2] 3(2)
E(VHT =4 1 E(VDT =2 ] 1% =
i=1 1=1
. . C iy 9
2(vly =1t 12 - @)H? -t
d'ot le résultat.
. . i . . 0 _ >
On sait d'autre part que IIi = Hi pour tout 1, s1 II" =1 , on a
T 4 . " .
f- = "——— , 1'égalité ayant lieu de maniére approchée si j est
n(1-m)

. 3 +
grand sans condition sur Ho .

On a donc bien le

THEOREME 10.4.

62(V) = k2 I1T-TE 112

ou a

qut reste borné lorsque

résultat annoncé en b ).

I -1
+ 2k<l-T1 °© 4
> I-D ao

k » 4o ,

Sott V la note vrcie au test total

=

est un terme complémentaire dont on peut domner 1'expression exacte et
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. ) k,.
Démonstration. V4i,x) = VI(i,x) + V2(i,x) +...% V (i,%)

|
W o~

]
r[i(]) = vi

N
Soit V le vecteur de composantes A

V=Tl 2+ 0E,
— k —j
alors E(V) =V = z n .
j=1
B(V2) = N0 12 = < fb + 72 +oooe 5004 F2ei. 00 T5 >
. —_—
On sait que 1 =1 + (n1°-m).p3"!
k — k
T =17 °_rypd~l T _my (I=D7)
V = kil +j21 (1" -T)D Wb+ (I -1
—-—,—.—k’
Tl (1-T1)D
L S M
I-D I-D
—— - e -_— -k
o (HO—H)(I—Dk) _ T-m (@ -mp
Il en résulte que V = kIl + (1-D) = kIl +(E;Erﬂ T (1D
=2
a2(V) = E(V2)-(V)
D —
= - 2
[l V=VI || X
> - > _ > (HO'H) HO_H.—f) . _{J TJ-—;
V-vI = k(-0 I) + ( -n_ S
- HO—H' Kk
W= -
en posant (5P
D'old : —_—
I -0 o -1
- > > 2 -— 0 . > x>
1TV 12 = &2 I-TL 12 + 2k(< D .G>-—55 <T-TL, 1>
+ a
)
—
HO—H HO'H 5 9 _"T 2
ol a_ = il o~ - (&p YL ™ + [IW-WIL I
1l I -1
T - T 3373
- > = A W-W I >
+ 2k < T-TI,W-W L5+ 2 < (=>—) - =2 ’
I-D I-D

k

-
comme [|WIl <A.6 , il en résulte que a  reste borné si k > +o .



D'autre part < ﬁ—ﬁ»,I > =< ﬁ,i > -1 < Tsi >=T-1 =0
il vient finalement
—_—

> —_— 2 > == > 9 > - > Ho—n

Nv-v I1%= ¢2(V) = k2 I1I-1 I~ + 2k < I-T I’(T—'D_) >+ a
On montre de maniére analogue le
THEOREME 10.5.

> .
> — 2 > = > l-[o—]'I > D(I-T) T_ T2
o2(T) = K2 IT-T T 1 + 2k <H-T 1, Ttk < L35 > + kA= I 1%) + a

ou a, est wn terme complémentaire qui reste bormé lorsque k - += .

Nous avons alors

——p
AT T2 + 2k < 3T 1 o >+ a
oy KNI . 55 0
= = — — ,
2 - - - - - 2
O T e e < BT L, gt v k@ < EED LT Y v g
on voit que st k est grand
—
2 > — > I-[o]-[ 3
T R = AR &
K IT-T 102 " :
F =
n -1 —_— a
2 > — > 0 1 > D(I—H)+ - > 2 1
= —_ - —_— — — -In +
T IE-T 1 "2 DT T o35> * T A-T 1 ”2[2 <q,*4575 m=1mi™]
2T 2
keln-n I i
—_—
= -1 [2 <T, DA o, -7 ”2] + lQB , o0 B rest borné.
K IF-T 102 o k

On a donc, pour k grand

I
e
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. e e e ) . .
On voit que dans la constante c, la loi initiale 1  n'intervient pas.
Si 1'on cherche 3 estimer c¢ sur la base d'un n-échantillon de sujets testés,

on peut montrer les résultats suivants :

~

. = k . . _ .
a) on peut estimer I par p , proportion de sujets ayant réussi le
dernier item.

. = 2 o2 - .. .
b) on peut estimer | E-TTl par E—égl , ¢2(T) désignant la variance

empirique des notes totales du test.

’1? k.2
On estime alors [T II2 par Eiéz) + (p)

c) soit ﬁJ’J’h la proportion des sujets de 1'échantillon ayant réussi

les items j et j+h.

I-; . ° g h 02(T) . ,~k\2,.
< ﬁ ’ (T:BO D > s'estime par z P - (—T?r—— + (p) )Jo
k=1

ou jo est 1l'entier le plus proche de V k .

La fidélité F est alors estimée par

- o j-»j*+h a2 g
-2 (] 500 -5 R 69D+ 2650 - )
62(T) h=1 ©
k
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