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Math. Sei. hum.(17°année, n°68, 1979, p.27-61)
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SYMBOLIQUES DE CES GROUPES : UN ESSAI DE
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INTRODUCTION

Des recherches récentes en psychologie sociale (!) ont permis
d'établir un modéle de l'identité physchosociale comme systéme de
représentation et d'action. Ce modéle s'efforce de saisir les conduites
sociales en relation avec les représentations symboliques que se font
les divers acteurs d'eux-mémes et des autres acteurs en tant que membres
de groupes sociaux. Sur la base de ce modéle, cette &tude se propose,
en adaptant divers concepts de la théorie des jeux coopératifs flous (2),
de formaliser les relations entre les représentations symboliques et
sociales réelles observées dans des groupes, en fonction de 1'identité
des participants. Cette &tude laisse de c8té le probléme du contenu et

de 1'organisation de ces représentations.

Disons seulement qu'elles dépendent 3 un premier niveau du
symbolisme commun 3 une culture donnée (idéologie dominante en enjeu que
se donne une société vis—id-vis duquel se déterminent les rapports de
classe.) A un second niveau, intimement 1ié au premier, elles dépendent
des conditions de vie en relation avec le cadre physique et social dans
lequel s'insérent les individus, avec les contraintes situationnelles
et avec l'intéraction sociale. Enfin, 3 un troisiéme niveau complémen-
taires, elles se situent au coeur méme de 1'identité physchosociale des
individus, c'est-d-dire 3 la place que les acteurs occupent et 3 leur
role dans la société, fondés sur leurs appartenances de fait (nationalité,
lieu d'origine, dge, sexe, ethnie et/ou religion, classe sociale, état
civil, profession et/ou occupation, croyances religieuses et/ou philo-

sophiques et toute affiliation) et leur conscience sociale d'appartenance

(identification et différenciation socialesg).

() Voir Zavalloni M. et Guérin Louis [8], pour une description détail-
1lée de 1'approche expérimentale et clinique utilisée, pour les
résultats et les modéles €laborés.

(®) Voir Aubin J.P. [1], chapitre 10, 11 et 12 pour un exposé des prin-
cipaux résultats de cette théorie.
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C'est 3 partir de ces trois niveaux de signification, liés au symbo-
lisme commun, 3 la structure sociale et aux pratiques individuelles et

collectives que se déterminent les systémes de représentation et d'action.

Le premier type de modéle que l'on se propose de développer

décrit les conduites individuelles observées des divers membres d'un

groupe donné (ou qualité@s comportementales en relation 3 1'identité
sociale, qui sont actualisées par chacun des membres participants); la

conduite collective du groupe (ou ensemble des divers profis comporte-

mentaux observés dans le groupe); les représentations sociales de ce

groupe (ou évaluations subjectives exprimées concernant les diverses

qualités comportementales des membres participants); et la coﬁpatibilité

ou incompatibilité qui existe entre la conduite collective observée et

les représentations sociales-

Les divers concepts utilisé@s dans le cadre de ce modéle sont défi-

nis comme suit:

Le concept central, tout d'abord, qui concerne les conduites indi-
viduelles observées dans le groupe, est ce que nous appellerons: le
"profil comportemental' de chacun des acteurs participants. Le profil
comportemental d'un acteur formalise (ou décrit) son identité sociale.
Le but des modéles que nous proposons est de construire des '"mécanismes"
permettant d'obtenir le profil comportemental des acteurs sociaux. Par
exemple, fixons deux qualités: '

L'intelligence (qualité numéro 1) et la patience (qualité numéro 2).
Supposons que chacune de ces qualités soit munie d'une unité. Dons le

profil comportemental dans cet exemple est décrit par un vecteur

c = (cl,cz) représentant c unités d'intelligence et czunités de patience.

1

N

Le but des modéles ci-dessous est de fournir des mécanismes permettant

de trouver les profils comportementaux de n individus.

Le second concept central que nous formalisons d'une maniére par-

ticuliére est celui de groupe social ou groupe de participation. Com-
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mengons par un exemple. Considérons trois individus, X(Xavier),

Y (Yvette) et Z (Zoé) et deux qualités: 1 (intelligence) et 2 (patience).

On représente un groupe de participation par une matrice de 6

nombres compris entre O et 1 (3lignes et 2 colonnes). Ces nombres sont

les taux de participation ou d'actualisation de leurs profils comporte-

mentaux. Par exemple, considérons le groupe de participation défini par

la matrice suivante :

Groupe G 1 2
Xavier 1/6 1
Yvette 3/4 1/4
Zoé 1 0

Cette matrice s'interpréte de la fagon suivante:

La premiére ligne exprime qu'en participant 3 ce groupe, Xavier
"mettra en oeuvre" (ou, "utilisera", "actualisera", ou encore en fran-
glais,"implementera") 1/6 de son intelligence et toute sa patience, la
seconde qu'Yvette mettra en oeuvre les trois quarts de son intelligence
et le quart de sa patience et la troisiéme que Zoé& mettra en oeuvre

toute son intelligence, mais ne fera preuve d'aucune patience.

Nous décrirons donc un groupe de participation non seulement par

ses membres, mais aussi (et surtout) par la facon dont ses membres y par-

ticipent.

Notons que le groupe ne préjuge pas des profils comportementaux des

individus. Ceux-ci interviennent de la fagon suivante:
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Supposons que les profils comportementaux de nos trois acteurs sont

CX = (6,-3) (Xavier est intelligent et coléreux)
CY = (2,4) (Yvette est intelligente et patiente)
CZ = (=3,11) (Zoé n'est pas trés fine, mais d'une

patience d'ange)

Les profils comportementaux effectivement mis en oeuvre par ce

groupe de participation seront respectivement

X

d=(10x6=1, 1x (-3) =-23) = (1, -3)
6

A= 3x2=3/2, 1x4=1) = (3/2, 1)
4 A

@ =Ux(-3)=-3,0x11=0) = (=3,0)

Donc les profils comportementaux effectivement mis en oeuvre lors-

-

que les acteurs participent 3 des groupes sociaux ne sont pas nécessaire-

ment les mémes que ceux dont ils sont dotés, car ils dépendent de la

fagcon dont les acteurs participent au groupe: ils spécifient 1'intensité

des qualités qu'ils mettent en oeuvre en participant 3 ce groupe.



¢t = (-3, 11)

Profil de Zoé.
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patience

Espace comportemental.

. CY = (2,4) profil d'Yvette

. dY = (3/2,1) = profil d'Yvettemis en oeuvre dans 1le

g¢reupe G
! ﬂ -
dZ = (-3,0) intelligence
profil de Zoé mis
en oeuvre dans le
groupe G. X
‘:.d = (1,-3) o X = (6,-3) = profil de

. . . vie
profil de Xavier mis en Xavier

en oeuvre dans le groupe G
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Ces deux notions de "profil comportemental” et de "groupe de parti-
cipation'" formalisées comme on 1'a indiqué, constituent les deux princi-
paux concepts de cette premiére partie, en méme temps que d'autres

concepts qui joueront un role dans la suite.

La seconde partie présente un modéle simple, analogue & celui d'un
jeu coopératif a4 paiements latéraux. On suppose que la somme des quali-

tés d'un profil comportemental constitue la valeur comportementale de ce

profil ("résumant" la conduite individuelle d'un acteur).

Par suite, si les individus ont des profils comportementaux déter-
minés, on peut calculer la valeur comportementale objective d'un groupe

(ou conduite collective) en faisant la somme des qualités des profils

comportementaux mis en oeuvre dans ce groupe; dans notre exemple, nous

obtenons:

valeur de l'intelligence du groupe: 1 + 3/2 + ( -3)

=-1/2
+
valeur de la patience du groupe : -3+ 1+ 0 =-2
a valeur comportementale du groupe : - (1/2) - 2 = - 5/2

D'autre part, nous supposons qu'il existe une représentation
sociale des divers groupes, c'est 3 dire que chaque groupe de participa-
tion a &té jugé ou "évalué" par un nombre de valeurs comportementales

(nous disons qu'on a un é&valuwateur normé).

Nous ne tenons pas compte dans ce modéle de la fagcon dont cette
évaluation est faite. Notons seulement que cette &valuation est subjec-
tive, formée de "préjugés" ou de "stéréotypes'". Elle peut @tre obtenue
par un arbitre impartial, elle peut résulter des valeurs attribuées au
groupe par la '"sagesse des nations" ou encore provenir du jugement des

membres du groupe sur eux-mémes.

Nous exprimerons la compatibilité des profils comportementaux a

1'évaluation subjective des groupes de participation en disant que les
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profils comportementaux mis en oeuvre par chaque groupe de participation

est compatible avec leur évaluation subjective.

L'ensemble de ces profils comportementaux est appelé le coeur de

1'évaluation normé.

Si 1'on connait 1'évaluation subjective des groupes de participa-
tion, le coeur peut fournir les profils comportementaux réels des indi-

vidus.

Dans la troisiéme partie de cette étude, 1'évaluation subjective
d'un groupe de participation n'est plus obtenue 3 1'aide d'un nombre

(d'unités de valeur comportementale) mais d'un ensemble de profils com—

portementaux symboliques attribués au groupe. Cet ensemble peut €tre

interprété comme la représentation sociale du groupe.

Ici encore, nous ne tenons pas compte de la fagon dont sont attri-
bués ces profils comportementaux, mgis seulement du résultat. (Notons
qu'ils peuvent @tre attribués par les membres du groupe, chaque membre
indiquant le profil comportemental symbolique du groupe qu'il percgoit).

On définira alors une notion d'incompatibilité entre profils comporte-

mentaux mis en oeuvre par un groupe de participation et 1'ensemble des

représentations symboliques de ce groupe.

Le coeur est défini comme 1'ensemble des profils comportementaux
qui sont compatibles avec les évaluations symboliques de tous les

groupeé de participation qui sont suceptibles de se former

Nous ne démontrons pas les résultats que nous énongons; nous indi-
querons seulement que la représentation des groupes de participation par
une matrice de taux de participation équivaut (mathématiquement) 3 une
"coalition floue" de joueurs, chaque joueur représentant un individu et

une qualité comportementale.

On peut de cette facon interpréter les résultats connus de la
théorie des jeux coopératifs flous dans un cadre susceptible de formali-

ser certains modéles développés en psychologie sociale.



35

Nous souhaitons é€galement que cette &tude persuade le lecteur de la
possibilité de formaliser quelques problémes de sociologie ou de psycho-
sociologie en utilisant 1'appareillage de 1'analyse fonctionnelle. Nous
espérons ainsi que cette "adaptation" de la théorie des jeux coopératifs
flous serve de point de départ 3 des recherches plus approfondies qui
aboutiraient, par exemple, 3 formaliser certains problémes de formation

et d'évolution des groupes sociaux ainsi que des relations de pouvoir.

Cependant, nous sommes conscients que par leur rigueur méme, et
par le fait de devoir démontrer des théorémes, les modéles mathématiques
appauvrissent la complexité des problémes des sciences humaines et ne
fournissent que des'métaphores'" difficiles pour accéder 3@ leur compré-

hension.

1. Description du cadre des modéles

1.1 Espace comportemental

Nous caractérisons un "acteur social" par son "profil comportemen-—
tal", défini par des degrés d'intensité de diverses qualités comporte-

mentales.

Plus précisement, on considére m qualités comportementales

k = 1,...,m munies chacun d'une unité de mesure, Par exemple:

k =1 : intelligence
k = 2 : patience

k =3 : créativite
(rationalité, intuition, pondération, réalisme, optimisme, tolérance etc..

On suppose que 1'on peut mesurer (ou évaluer) une qualité compor-
pp q

tementale 3 1'aide d'un nombre réel (positif ou négatif) d'unités de
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-

cette qualite.

Rappelons que 1l'ensemble des nombres réels est désignés par R ou

par | - =, + » [,

Définition 1

Nous appelons "profil comportemental" c = (cl,...,ck,...,cm)

la spécification des nombres (réels) e d'unités de chaque qualité

comportementale k (k = 1,...,m).

m

On désigne par C = R 1'ensemble des profils comportementaux

possibles que nous appelons "espace comportemental'. C'est un espace

vectoriel : ¢ = (cl,...,ck,..‘cm) et d =(d]}..” dk”..;dm) sont deux profils

comportementaux et o et f sont deux nombres réels, alors la "combi-

naison linéaire" oc + Bd est le profil comportemental défini par
oc + Bd = (0Lcl + Bd],..., acy + Bdk,..., ac  + Bdhp

obtenu en effectuant les combinaisons linéaires ''composante par compo-

sante".

Nous parlerons de "profil" au lieu de profil comportemental lorsqu'au-

cune confusion n'est 3 craindre.

Remarque

Le choix des unités de mesure des qualités comportementales et la
mesure de ces qualités par des nombres réels posent un probléme important
dont les auteurs sont conscients mais qu'ils laissent de cGté dans cette

étude.

Nous signalons seulement que ce probléme existe en mathématiques

économiques; il est connu sous le nom de la divisibilité des biemns. Ceci
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toutefois n'a pas emp@ché le développement important de cette dis-

cipline.

Nous remarquerons également que la formalisation mathématique des
sciences sociales conduit trés vite 3 la nécessité de "mesurer' des phé-
noménes, c'est a dire 3 la définition de la notion d'unités (de mesure)

de ces phénomeénes.

On exige en outre, dans le cadre de ce modéle, de donner un sens
4 x unités de mesure de tels phénoménes, ol x est un nombre réel
quelconque (positif ou négatif, entier, rationnel ou irrationnel). Nous

devons accepter de parler de - T degrés de patience oi m = 3,1415...

1-2 Valeur comportementale

Il est clair. que la connaissance du profil comportemental d'un
individu exige beaucoup d'informations (lorsque le nombre m de qualités
comportementales devient assez grand). Il est alors difficile de 1'ap-
préhender aisément. Pour pallier cette difficulté il est utile de pou-
voir associer 3 un profil comportemental une valeur que nous appelons
"valeur comportementale" qui "résume'" ce profil 3 1'aide d'un nombre

(réel) d'unités de valeurs comportementales.

On pourrait désigner par V 1'ensemble de ces valeurs comportemen-
tales; mais puisqu'il n'est autre que la droite réelle R wune fois fixée
1'unité de valeur comportementale, nous poserons V =R pour ne pas sur-

charger les notations.

1-3 Normes comportementales

Comment associer 3 tout profil comportemental c¢ = (Cl""’cm) €C

une valeur comportementale p(c) € R ? Mathématiquement, cela se définit

par une application p de C dans R .

Nous supposerons, pour simplifier, que p est linéaire, c'est a
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dire qu'elle transforme toute combinaison lin€aire de profils comporte-

mentaux en une combinaison linéaire de valeurs comportementales:
p(ac + Bd) = o p(c) + B p(d).

Comme on le voit, cette hypothése est raisonnable.

Définition 2

Toute application linéaire p de C dans IR est appelé "norme

comportementale" (ou intégrateur comportemental).

On sait que l'ensemble des normes comportementales forme un espace

vectoriel désigné par c* et appelé espace dual de C.

. . -~ n
C'est un espace vectoriel isomorphe 3 1R . On note

(1) P = (p],...,pk,...,pm) une norme comportementale

et on pose

2 <p,c>= P, = p(e)

1

n~mpB

k

la valeur comportementale associée au profil ¢ par la norme comporte-

mentale p.

La k 1M€ composante pk de p est la valeur comportementale

attribuée 3 1'unité de qualité comportementale k par la norme comporte-

mentale p.

Nous supposerons en général que les normes comportemantales appar-

0

. s ol s qs
tiennent 3 R, c'est 3 dire que

(3) ¥ k= 1,...,m, p*s0
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1-4 Taux de participation comportementale

Nous supposons qu'un individu peut mettre en oeuvre (ou "utiliser",
"réaliser", "actualiser' eten franglais, "implementer" toutes, aucune ou
une partie seulement de ses qualités comportementales lorsqu'il participe

a un groupe social.
Pour fixer les idées, supposons que 1l'espace comportemental soit

C = ZR?, ou k=1 est 1'intelligence et k = 2 1la patience. Un indi-
vidu peut mettre en oeuvre de fagon différente ces deux qualités selon
qu'il participe par exemple & la '"Société Fraternelle de Psychologie
Sociale", 3 "1'Association des P&cheurs 3 la ligne" ou & celle des
"Joueurs de Belote". Dans le premier cas, on suppose qu'il met en oeuvre
pleinement les deux qualités, en revanche dans le second cas, il n'uti-
lise pas du tout l'intelligence mais fait preuve de toute sa patience,

tandis que dans le troisiéme, chacune des deux qualités est mise en

oeuvre 3 moitié de son potentiel.
On peut le traduire en indiquant que le taux de participation (ou
degré d'actualisation) de son profil comportemental est (1,1) dans le

premier cas, (0,1) dans le second et (1/2, 1/2) dans le troisiéme.

Notons, et cela est important, que le taux de participation est in-

dépendant du profil comportemental.
De facgon précise, nous introduisons le concept suivant :
Définition 3

On appelle "taux de participation comportemental" une suite

k
T = (Tl,...,T ,...,Tm)\ de m nombres Tk €[0,1] représentant le taux

de mise en oeuvre de la qualité comportementale k.

Si T est le taux de participation d'un individu et si ¢ € C est
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son profil comportemental, on désigne par

k

(4) TVe= (T cl,...,T,...,Tm c) €C

le profil comportemntal effectivement mis en oeuvre.

1-5 Groupe de participation

Nous pouvons définir maintenant ce que nous entendons par ''groupe

de participation" dans le cadre de ce modéle.

Définition 4

Soit N = {1,...,} 1'ensemble de n individus désignés par

i=1,...,n. On appelle "groupe de participation'" G = (Tl""Ti""’Tn)

1'attribution a chaque indivu i d'un taux de participation comporte-

mental T..
——— 1 »

Commentons briévement cette définition: on note tout d'abord qu'un

groupe de participation est formé d'acteurs, ceux des i dont au moins

. . . k
un taux de participation Ti > 0. L'ensemble de ces acteurs forme un

groupe social ( ou classe sociale) au sens usuel.

D'autre part, un acteur social étant caractérisé par son profil

-

comportemental, nous décrivons sa participation 3 un groupe de participa-

tion par la proportion de chaque qualité qu'il met & la disposition du

groupe.

Puisque chaque taux de participation comportemental Ti est lui-

A . 1 k
meme une sulte Ti = (Ti""’Ti""’T?) de m nombres, un groupe de

participation est décrit dans notre modéle par une '"'matrice" @ n lignes

k .
et m colonnes de nombre Ti compris entre 0 et 1:
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%
% 62?
& & c ez cnz . a2
S, % qualité qualité qualité
ARN 1 -———— k -—-- m
acteur Ti 'T‘k ™ )
1 1 . 1 les m lignes
représentent les
] taux de participation
. comportementale des
acteur T% Tl.c ™ m acteurs
: i i i
i
acteur T1 Tk ™
n n n n

le nombre TE est le taux de participation de la qualité k de l'acteur

i au groupe de participation.

L'ensemble de tous les groupes de participation qui sont suscep-

-~

tibles d'&tre formés est 1'hypercube [0,1]™ 3 mn dimensions. Notons

que dans un probléme donné, les groupes de participation qui sont formés
ou observés forment un sous—ensemble (en général trés petit) de tous les

groupes.

Nous désignons par Gy "le groupe de particpation totale", dont

la matrice ne contient que les nombres 1: ce groupe est caractérisé par
le fait que tous les individus y participent en mettant en oeuvre la to-

talité de leur profil comportemental.

A 1'opposé, on trouve le groupe de non participation représenté

par la matrice O dont tous les coefficients sont nuls.

1-6 Multiprofils et multinormes comportementaux

Définition 5
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Soit N = {1,...,n} 1'ensemble des individus. On appelle multipro-

fil comportemental C = (cl,...,cn) 1'attribution 3 chaque indivdu i

d'un profil comportemental c' € C.

L'espace des multiprofils comportementaux est donc 1'espace

n mn

C=Xx... XxC (n fois). Puisque C = Rr™ , alors ct = r™,
Si G = (Tl""’Tn) est un groupe de participation et C =
(cl,...,cn) un multiprofil, on dé&signe par

(5) GVe=(T,V c‘,...,TnVc“)

le multiprofil comportemental effectivement mis en oeuvre par le groupe

de -participation G. Par dualité, nous sommes conduits 3 introduire la
Définition 6

Soit N ={l,...,n)}1'ensemble des individus. On appelle multinorme

comportementale P = (p,,...,p._) l'utilisation par chaque individu i
1 n P q

d'une norme comportementale 1 € Cx.(i = l...,0).

. n
L'espace des multinormes comportementales est donc 1'espace CX ,

' n _ . s pIn
dual de l'espace C et par conséquent, isomorphe a R . On notera

i n k i
(6) <P,C > = < Pi9c > = z}__ i ck

1 i

ntMyg

i

En fait, les individus utilisent dans notre modéle des multinormes
positives.

Nous désignons par

k k .
(7) C*n ={p = (Pi) | p; >0¥%i=1,...,n, k = 1,...,m)
+
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1'ensemble des multinormes positives et par

*.n

Qo

(8) ={P= ) [ p;>0¥% =1,...,0, k = 1,...,m)

1'ensemble des multinormes fortement positives.

Nous utilisons aussi les notations suivantes:
(9) P>0 si PECX et P>>0 si PE c *

2. Evaluateurs normés des groupes de participation

2.1 Définitions
Nous supposons donnés

a) une multinorme comportementale P = (pl,...,pn) fortement positi-

-~

ve, permettant a chaque individu i =1,...,n de "résumer" un profil

i i
comportemental ¢~ par sa valeur comportementale < P;» © >

b) un sous—ensemble convexe fermé G de groupe de participation G,

qui contient le groupe de participation totale(?Qet le groupe de non

participation. (On peut prendre G =[0,]] mm par exemple).

¢) un évaluateur normé v, qui est une fonction associant & tout
groupe de participation G = (Tl,...,Tn) une valeur comportementale(dite

subjective) v(G).

Cette valeur subjective, rappelons-le, est le jugement sur les
conduites des membres du groupe de participation qui refléte la représen-

tation sociale que 1'on se fait du groupe.
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Le Probléme: nous nous proposons d'attribuer i chaque individu i un

. i . . -
profil comportemental ¢~ compatible avec 1'évaluateur normé v de

tous les groupes de participation

Remargue

Nous n'abordons pas ici le probléme de la construction des é&valua-
teurs normés.

Indiquons cependant qu'au paragraphe suivant, nous associerons des
évaluateurs normés 3 un évaluateur non normé (appelé '"évaluateur symboli-
que").

Nous signalons également qu'il existe des procédés de construction
d 'évaluateurs normés v lorsque G est engendré par un nombre fini de

groupes de participation G, dont on connait une é&valuation V(Gl)

i

(voir [1] gans le cas de la construction des jeux flous).

Remarque

On pourrait imaginer que l'é&valuateur v est construit par un ar-
bitre, qui peut €tre soit un individu, soit la société entiére (la sa-
gesse des natiéns); on peut aussi penser que chaque évaluation subjective

v(G) est déterminée par les membres mémes du groupe G.

2.2. Coeur d'un évaluateur normé

Définition 7

Nous dirons qu'un multiprofil comportemental C = (cl,...,cn)

.

appartient au "coeur" de 1'évaluateur normé v si
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n .
. i
i) < P,C > = § < pglc > = V(GN)

e

(2)

ii) ¥ € G,< P,V C>= <Pi,Tch1>> v (0

1

e
[ =]

La premiére condition exprime que la somme des valeurs comporte-
mentales < P;.cy > de chaque individu coincide avec la valeur subjec-—

tive attribuée au groupe de participation totale

La seconde condition exprime que tout groupe de participation ac-
cepte les profils comportementaux s des individus puisque la somme
i . i .
des valeurs comportementales < pi,TiV cts> des profils Ti V ¢ mis en

oeuvre dans le groupe est supérieure 3 celle attribuée au groupe.
Pour que ce concept de coeur d'un évaluateur soit pertinent, il
est nécessaire qu'il existe effectivement des multiprofils comportemen-—

taux appartenant au coeur pour une classe importante d'avaluateurs.

Nous ferons les hypothéses suivantes

(3) ¥A>0, ¥ GE G, v(A6 = X v(G
et
(4) Si G1 et GQ € G, alors v(G1 + G2) > V(Gl) + v\GZ)

La premiére condition exprime que seuls importent les niveaux rela-
tifs des taux de participation d'un groupe, car en les multipliant tous
par un méme facteur A > 0, on multiplie de ce fait la valeur comportemen—

tale du groupe par A. Elle implique en particulier que la valeur du
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du groupe de non participation est nulle (v(0) = 0)

La seconde condition exprime que la coopération est bénéfique, au

sens ol la valeur comportementale de la somme des deux groupes de parti-

cipation G, et G, est supérieure 3 la somme des valeurs comportemen-

1 2

tales de chacun de ces groupes.

Mathématiquement, la premiére condition s'exprime en disant que v

est positivement homogéne et la seconde que v est suradditif; on peut

donc prolonger v sur le cOne engendré par G.

On peut démontrer le résultat suivant.

Proposition 1

Supposons que 1'évaluateur normé v soit positivement homogéne et

suradditif. Alors le coeur est non vide et est un ensemble convexe

compact de ct.

Démonstration

On associe a8 1'évaluateur v un jeu flou 3 paiements latéraux (1)

a mn personnes dont les joueurs sont les couples (i,k), dont les coali-
tions floues sont les groupes de participation (les taux de participation
. . k . . e s

sont les coefficients Ti) et dont la fonction caractiristique est v.
1 n . -
On remarque alors que (c ,...,c ) appartient au coeur de 1l'évaluateur
. . e i eae. o k k .
si et seulement si les multiutilités (pi Ci)i | appartiennent au noyau du
b
jeu flou. Or le noyau de ce jeu flou est non vide, convexe et compact

toutes les fois que Vv est positivement homogéne et suradditive: c'est

(1) Voir Aubin J.P., [1], chapitre I1.
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en fait le sur-différentiel de v en Gy
Exemple

Si G = (Tl"'°’Tn)’ nous posons (;k = (TT,...,TE) € [0,1]n

Supposons alors que

n
(5) G= 1 ¢ ou G Clo,11™
k =1
et que
m
(6) ¥ G= (Gl,...,‘(}{,...,(fn), v(G) = I vk(G.k)
k=1

Autrement dit nous supposons que la valeur comportementale du grou-

pe G est une somme de valeur vk«3k) = vk(T?,...,TE) ne dépendant que

de la qualité comportementale k.

On peut alors isoler chaque qualité comportementale séparément et

considérer les évaluateurs partiels Ve On définit alors les '"coeurs

partiels": (c;,...,cz) € Rr" appartient au coeur partiel de la qualité

k si et seulement si
. E i
1)i z 1pi Cp = vk(l,...,l)

@)

' k k k
. G =
11) ¥ (TI,gOO,Tn) ’

nm~B

i k k
1p. T. ¢ > Vk(Tl”'°’Tn)

I1 est facile de constater le résultat suivant.
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Proposition 2

Supposons que 1'évaluateur normé v vérifie les conditions (5) et

(6). Alors le coeur de 1'évaluateur est le produit des coeurs partiels:

«ch, ... ct

1 i n . .
(Ck,...,ck,...,ck) appartient au coeur partiel.

,...,Cn) appartient au coeur si et seulement si ¥ k = 1,...,m,

2-3 Fonction de compatibilité

Soit C wun multiprofil comportemental. On peut interpréter
< P,GVC>-v(G) comme la compatibilité du multiprofil C avec le
groupe G.

Définition 8

La fonction o associant 3 tout multiprofil C 1le nombre a(C)

défini par

(8) a(C) = inf [<P, GV C > - v(G)]
G EG

est _appelé "fonction de compatibilita".

On remarque q'un multiprofil C vérifiant < P,C > = V(GN)

appartient au coeur de 1'évaluateur si et seulement si a(C) > 0.

Remarquons briévement que 1'on peut associer 3 tout multiprofil
comportemental C 1le sous-ensemble G(C) des groupes sociaux G
tels que a(G) =<P,GVC>-v(G). Le probéme se pose de savoir si

cet ensemble de groupes de participation a des propriétés qui ont un
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sens sociologique.

2-4 Profils comportementaux de Shapley

En s'inspirant toujours des concepts de la théorie des jeux, on

peut associer, a tout évaluateur v, n profils comportementaux

W; v € C de fagon analogue 3 la valeur de Shapley.

Cette fois, nous supposons que C =[0,1]™, que v est positive-

ment homogéne et que v est différentiable au point G

ENE (Cela a un

. P ~ . mn mn
sens car la fonction v est définie sur le cOne positif R, de R

et que Gy appartient 3 1'intérieur de ce cdne).

Désignons par yYv la matrice des dérivés partielles

w; v -2 v (G,) de v par rapport aux variables Tg au poinr G
arX N t N
1

(dont tous les composantes sont égales 3 1).

Définition 9

Supposons que v soit positivemnt homogéne et différentiable.

Nous dirons que les profils comportementaux wlv € C définis par

i

(9) Vv = Whv,ebl,. L, Ui €

sont les ''profils de Shapley" de 1'évaluateur et que

(n Yv = (w]v,...,wiv,...,wnv) e ct

est le multiprofil de Shapley de wv.

Dans la proposition suivante, nous énongons des propriétés des profils

de Shapley qui sont aisées a vérifier directement.
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Proposition 3

Supposons que Vv soit positivement homogéne et différentiable en

G

N° Alors

a) v o= vy

" ~B
[ e I =]

1

b) 1les applications v - wl v sont linéaires

c) si v est concave, la suite (wlv,...,wnv) des profils de Shapley

est le seul élément du coeur

d) Si v vérifie les propriétés (5), (6), alors W; v est la valeur

floue de Shapley du jeu partiel défini par la fonction caractéristique

v, .
k
Mentionnons que l'on peut transposer toutes les propriétés des valeurs

floues de Shapley, y compris leur caractérisation par des systémes d'ax-

iomes. Nous ne le ferons pas ici pour ne pas alourdir 1'exposé.

3. Evaluateurs symboliques

3.1. Définitions

Au lieu de supposer que 1l'on puisse associer @ tout groupe de
participation G sa valeur comportementale v(G), nous supposons main-

tenant qu'on associe & tout groupe G un ensemble V(G) C c® de multi-

profils comportementaux symboliques attribués 3 G.

Par exemple, V(G) peut @tre associé 3 des multiprofils
V@) = (V](G),...,Vi(G),...,Vn(G)) ect dépendant du groupe de partici-
pation G, ol Vi(G) est le multiprofil comportemental symbolique du

groupe G percgu par 1'individu 1.
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Parmi ces multiprofils comportementaux attribués & G, nous dis-—
0
tinguerons le sous—-ensemble V(G) C V(G) des mauvais multiprofils

comportementaux, qui sont incompatibles avec la représentation symboli-

V(G) du groupe G. Nous appellerons coeur de l'évaluateur symbolique
V 1l'ensemble des multiprofils C = (cl,...,n) qui appartiennent i
V(GN) et qui sont compatibles avec tous les groupes de participation.
Nous associerons & 1'évaluateur symbolique V des évaluateurs normés
v(P) dépendants des multinormes comportementales et nous montrerons que
sous des hypothéses convenables, les coeurs de 1'évaluateur symbolique
V et d'un évaluateur V (P) coincident lorsque P est une multimorme
comportementale d'équilibre.

Avant d'aller plus loin, il nous faut préciser ces définitions et

introduire des notations.

Notations
Rappelons que si Ti est le taux de participation comportementale

de 1'acteur i et si c' € C est son profil comportemental, nous

avions désigné par Ti Vel = (T; c?,..., T? c;,...,Tw cl)

i le profil ef-

fectivement mis en oeuvre par 1l'acteur i,

Si G = (T
1

1""’Tn) est un groupe de participation et si

n . . ~ .
C=(c,...3¢") est un multi profil comportemental, nous désignons par

_ 1 i n
(1) GVe = (T;Ve',...,T,Ve",...,T Vc')

le multiprofil comportemental effectivement mis en oeuvre par le groupe

G. Remarquons que 1'application C > G V C est une application linéaire

de Cn dans Cn.

Nous désignons par
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. 'R = V" 1'espace des multiprofils comportementaux
@ J
~\gffectivement mis en oeuvre par le groupe social

Remarquons que C° = R N oot que {o} = R°.
En d'autres termes, R' est l'espace des multiprofils comportementaux

1,...,cl,...,cn) tels que Cllc = 0 toutes les fois que Tl; = o,

c = (c

Nous allons maintenant comparer deux profils comportementaux

C (cl,...,cn) et D= (dl,...,dn) en disant que C > D [C est plus

grand (ou meilleur) que D] si pour tout individu i =1,...,n et toute
qualité comportementale k =1,...,m, on a
i i

ck>dk.

Si G est un grouve de participation, nous désignons par

]Rf= {c € R® tels que Clt 2 0 lorsque Tli( > 0}
° G G i k
R _={CER tels que C_ > 0 lorsque T; > o}

les ensembles des multiprofils positifs (respectivement fortement positifs)

effectivement mis en oeuvre par g .
Soit 5 un ensemble convexe compact- de groupes de participation

contenant GN et 0.

3-2 Coeur d'un évaluateur symbolique

Définition 10

Supposons que 1l'on associe 3 tout groupe de participation G un

sous—ensemble de profils comportementaux V(@) C ]RG tel que pour tout

GE G

a) V(G) est un sous—ensemble "convexe fermé'" non vide de R

G
b) V(@) est "exhautif" (c'est i dire V(G) = V(G) - R ) et

"borné supérieurement" (c'est i dire V(¢) CB - IR_?)
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c) ¥ 120, V(AG) = AV(G)

Nous désignons par V la famille des V(G) et nous dirons que

c'est un "évaluateur symbolique".

Nous appelons V(G 1'ensemble des multiprofils comportementaux

attribués au groupe G et nous disons que

) (3]
ViR = V(g - 'R+ est le sous-ensemble des "mauvais multiprofils

comportementaux' attribués a G.

En d'autres termes, un multiprofil B € V{() est mauvais s'il
existe un autre multiprofil D € V(@) tel que

(3) b

e

< d; toutes les fois que T? > 0.

Définition 11

Nous disons qu'un multiprofil comportemental C € c® est "incom-

patible avec 1'évaluation symbolique V(@ d'un groupe (* si sa mise

en oeuvre effective GV C est un "mauvais" multiprofil comportemental.

En d'autres termes, le groupe G '"refuse" un multiprofil compor-

temental C = (Cl,...,cn )E " si C est incompatible avec 1'évalua-

tion symbolique de G, c'est d dire si on peut trouver un multiprofil

D= (d,...,da%,...,d" €V(Q tel que

. k i k 1
(4) si T; <0, alors d >T, cp -

Cette notions de refus nous conduit 3 la notion de coeur de 1'é-

valuateur symbolique.

Définition 12

Nous dirons qu'un multiprofil C = (Cl,...,cn) appartient au

"coeur" de 1'évaluation symbolique V si
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a) C€ V(GN), c'est 8 dire si C est attribué au groupe de parti-

cipation totale

0
b) ¥G, GV CE¥ V(g), c'est d dire si C est compatible avec

tout groupe de participation.

Commentaires

a) Dire que V(G) est un sous—ensemble de ]RG exprime que 1'ensem-
ble des multiprofils comportmentaux attribués & G est contenu dans
1'espace des multiprofils comportmentaux utilisés par G. Dire que
V(G) est fermé est dire que V(G) contient les limites de suites
convergentes de ses multiprofils. Dire qu'il est convexe exprime une

s = . . . . 1 n
propriété de cohérence puisque cela veut dire que si G = (¢ ,...,c )

1

et D=(d ,...,dn) sont deux multiprofils de V(G) et si

1

XA €[0,1], leur combinaison convexe A C + (1 = A) D=@Q ¢ + (1 - A)gq!
9

seeesh & 4+ (1L - A)d") appartient & V(G).

b) Dire que V(G) est "exhaustif" veut dire que si un multiprofil

C = (cl,...,cn) appartient 3 V(G), alors tout multiprofil

1

D=(d ,...,dn) inférieur & C (au sens ol pour tout i = 1,...,n,

¥k = 1,...m, d; < c;) appartient encore i V(G).

Dire que V(G) est borné supérieurement est dire qu'il existe

des nombres bi tels que ¥i = 1,...,m, ¥ C € V(G), alors c;.< b;

3.3 Non-vacuité du coeur

I1 existe une classe d'é@valuateurs symboliques qui possé&dent un

coeur non-vide.

Théoréme 1
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Supposons que 1'é&valuateur V soit suradditif au sens ol

(5) Si G, et G

1 € G, alors V(G1 + G2) :;V(G]) + V(GZ)

2

Alors le coeur de 1'évaluateur n'est pas vide

Remarque

L'hypothése de suradditivité exprime 1'idée que la coopération est
avantageuse au sens ol l'ensemble des qualités comportementales attri-
buées a@ la somme de deux groupes Gl + G2 contient 1l'ensemble des som-
mes des qualités attribuées & chacun des groupes de participation Gl
et G2.

Démonstration

On associe & l'évaluateur G 1le jeu flou sans paiements latéraux
dont les acteurs sont les mn couples (i,k), dont les coalitions floues
sont les groupes de participation et dont la correspondance caractéris-
tique est 1'application V : G = V(G). On vérifie alors que le coeur de
1'évaluateur n'est autre que celui du jeu flou associé. Celui-ci est non-

vide. (voir [1], chapitre 12).

Exemple
mok
Supposons que G = T G et que 1'évaluateur V satisfasse la
k=1
propriété
n
k k k
(6) V@ = o V(T T, T)
k =1
< k k k n
ou Vk(Ti""’Tn) C 6 VR,
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Autrement dit, 1'évaluateur V est construit & partir de m &valuateurs
pa;tiels Vk(k =1,...,m) concernant chacun une seule qualité comporte-
mentale k, ou encore, on peut dire qu'aucune qualité comportementale
n'influe sur les autres lors de la symbolisation des multiprofils compor-
tementaux des groupes de participation. Dans ce cas particulier, on
vérife 1'assertion suivante:

Proposition 4

Supposons que 1'é&valuateur V vérifie la condition (6). Alors le

coeur de V est le produit des coeurs des évaluateurs partiels

Vk(k =1,...,m): un multiprofil C = (cl,...,cl,...cn) appartient au

1

coeur de V si et seulement si pour tout k, Ck = (ci,...,ck,...,cz)

appartient au coeur de V, .

3.4 Equilibres comportementaux

I1 est clair que trouver un multiprofil comportemental du coeur

d'un &valuateur symbolique est un probléme bien plus difficile que celui

de trouver un multiprofil du coeur d'un &valuateur normé. Cependant,
considérons un évaluateur symbolique V. Nous allons

a) assoéier d toute multinorme comportementale P = (pl,...,pn)
des évaluateurs normés v(P) associés aux multinormes P = (pl,...,pn),

b) montrer que 1l'on peut associer 3 tout multiprofil comportemen-
tal C du coeur de V une multinorme comportementale P telle que C
appartienne au coeur de 1'évaluateur normé v(P).

Nous allons donc établir 1l'existence des multinormes comportemen-—
tales d'équilibre P permettant de ramener la recherche du coeur de
1'évaluateur symbolique V 3 celui de 1'évaluateur normé v(P).

’

Considérons un évaluateur symbolique V et une multinorme compor-



57

*
tementale P = (pl,...,pn) € c,n - On définit la plus grande des va-
leurs comportementales associées aux multiprofils comportementaux C de

V(G); on pose v(P,G) = v(P)(G):

<plie; > Je=(hh,™ Eev@)

(7) v(,6) = sup {
1 1

1

nm~Ms

On peut donc définir le coeur §(P) de 1'évaluateur normé v(P) : N(P)
est 1l'ensemble des multiprofits comportementaux C = (cl,...,cn) ec
vérifiant

i

i) <p sy > = v(P,GN)

nm~s

1
(8)

ii) ¥ G € G, <p,T. VC., >> v(P,G).
1 1 1

h~mB

En général, R(P) ne rencontre pas l'ensemble V(GN). Mais dans le

cas contraire, il est facile de vérifier 1'assertion suivante:

Proposition g
0

si P€ c”,sin () N V(Gy) # # , alors tout multiprofil

comportemental C € N(P) N V(GN) appartient au coeur de 1'évaluateur V.

Cette propriété justifie la définition suivante:

Définition 13

. *n .
Nous disons que P € C, est une multinorme comportementale

"d'équilibre" (respectivement "d'équilibre fort") de V si¥ (P)

0
N V(GN) # @ (si en outre, P € Cfn). Nous appelons multiprofil compor-

temental d'équilibre de V (resp. d'é@quilibre fort) tout élément
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CEN(P) NV(G,) lorsque P est un équilibre (resp. un équilibre fort).

La proposition précédente s'exprime donc en disant que tout multiprofil

d'équilibre fort appartient au coeur. Le résultat suivant établit la

réciproque de cette assertion.

Théoréme 2

Supposons que 1'&valuateur V soit suradditif (voir(5)). Alors

le coeur de V qui est non-vide d'aprés le théoréme 1) est formé de

multiprofils comportementaux d'équilibre.

Démonstration

On se raméne au jeu coopératif flou dont 1'ensemble des mn

joueurs sont les couples (i,k). On applique alors les résultats de [1],

chapitre 12,

3.5 Fonction de compatibilité

Lorsque le jeu n'est pas suradditif, on peut quand méme introduire
un concept plus faible de compatibilité entre les profils comportementaux
de chaque indi&idu et 1'évaluation des groupes de participation par
1'évaluateur G.

Posons

i
9) M@G) = {Pp € *? tels que z K> 0}pk 1}
+ {i,kITi
On introduit la fonction O définie par
(10) a(G) = inf sup [ <P,evc > - v(®,0)]
GE G P € M(@G)

On peut interpréter <P,GV C > - v(P,G) comme la compatibilité
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du multiprofil C au groupe de participation G mesurée par la multi-

norme P. Donc sup [ <P,6VC>-v(®P,6)] est la compatibilité
P & M(G)

de C a G.

Définition 14

La fonction o associant d tout multiprofil comportemental C le

nombre a(C) défini par (10) est appelée fonction de compatibilité.

Cette fonction de compatibilité peut €tre utilis@e pour caractéri-

riser le c¢oeur de 1'é&valuateur V.

ProEosition 6

Soit C = (cl,...,cn) € V(GN) un multiprofil comportemental attri-

bué 3 la société entiére. Il appartient au coeur si et seulement si sa

compatibilité 0(C) est positive.

Introduisons le concept suivant:

Définition 15

Nous dirons que C € V(GN) est un multiprofil comportemental de

compatibilité maximale si :

(1 a(c) = max {a@@) | B € V(GN)}.

On peut montrer le résultat suivant.

Proposition 7

Il existe toujours un multiprofil comportemental de compatibilité

maximale, qui appartient au coeur toutes les fois que celui-ci est non-

vide.

Remarque
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Remarquons que l'on peut associer 3 tout multiprofil comportemental

C 1l'ensemble des points selles (G (C), P (C)) du probléme minimax:

(12) inf sup [ <P,V C>-v(,0]
GEG P €E M(GN)
puisque la fonction v est convexe par rapport & P et concave par rap-

port 3 G (lorsque 1'@valuateur symbolique V est suradditif).

On peut donc interpréter ces points selles comme des groupes so—
ciaux et des multinormes comportementales qui se forment "naturellement"
lorsque le comportement réel est décrit par le multiprofil comportemental
C = (cl,...cn) et que le modéle culturel (1'ensemble des représentations

sociales) est décrit par 1'évaluateur symbolique V.
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