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Math. Sei. hum., (16° année, n°62, 1978, p.35-60)

QUASI-ORDRES GENERALISES ET REPRESENTATION NUMERIQUE

*
Philippe VINCKE

INTRODUCTION

A, LE THEOREME DE CANTOR

En vue d’expliquer et de prédire les phénoménes qui l®entourent, 1?homme
s*efforce en général de construire des lois quantitatives, c?est-a-dire de
caractériser les propriétés observées au moyen de nombres. Dans le cadre de
l?aide & la décision et de la modélisation des préférences, ce sont la théorie
des fonctions de valeur et la théorie de 1*utilité qui ont pour objet la repré-
sentation numérique des préférences. Dans 1°approche axiomatique de ces théories,
qui s’est surtout développée ces trois derniéres décades, on démontre, a partir
de conditions imposées aux relations de préférence, l%'existence de fonctions
permettant de les représenter. De maniére précise, étant donné un ensemble A .
(d*actions possibles) et une relation de préférence sur A, on étudie les condi-
tions pour qu'il existe une fonction g, définie sur A et & valeurs réelles, telle
que si a et b sont des éléments de A, la comparaison des nombres g(a) et g(b)
donne une bonne image de la préférence entre a et b.

Le premier résultat fondamental établi dans cette optique est la condition

nécessaire et suffisante pour qu®il existe une fonction g telle que
a<b <=>gla) gglb), ¥a,bBA.

Ce théoréme, démontré notamment par CANTOR ([2]) et par BIRKHOFF ([1]) exige

que la relation < soit un préordre total, c®est-a-dire une relation réflexive
(a<a, ¥ a), transitive (a< b, b< c => a <c) et compléte (¥ a,b 6§ A, a<b
ou b < a), Avant de critiquer cette hypoth&se et de motiver 1’introduction des

* Thstitut de Statistique de 1’Université Libre de Bruxelles, Code postal 210,
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quasi~ordres, citons de maniére précise ce que nous appellerons dans la suite le
théoréme de CANTOR,.

Théoréme de CANTOR.

Il existe sur A une fonction g, & valeurs réelles, telle que, ¥ a,b 6 A

as<b <=>gla) &€ g(b)

ssi < est un préordre total et gu’il existe un sous-ensemble dénombrable L de

A/. partout dense sur A/v, c'est-a-dire tel que Va', b’€ A/n :

a® < b= JetEL | e b,
La relation ~ est "la relation d’indifférence” définie par

a~bssias<betb<a .

On démontre aisément que si < est un préordre total, alors ~ est une relation
d*équivalence (réflexive, symétrique, transitive). Le quotient A/_ a donc un
sens et désigne l%ensemble des classes d’ex~aequo de la relation <, La relation

/
<. @st définie entre ces classes d?ex~aequo de la manigre naturelle suivante :

v a’, b’ 6 A/,

a®* <' b? ssi a<b R

a6 a', beb®.

Remarquons que l%existence du sous-=ensemble dénombrable L peut Btre exprimée
de maniére équivalente en termes topologiques, la topologie utilisée étant
définie a partir de la relation < : pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur & JAFFRAY ([11]).

Be. QUASI-ORDRE ET REALITE.

La structure de préordre total est largement employée dans les modéles
mathématiques que 1%on construit , non seulement dans les sciences humaines,
mals aussi dans les sciences exactes comme la physique, la chimie, cees « Ainsi,
le physicien qui représente la masse d'un objet matériel au moyen d®un nombre
(une unité de masse ayant été choisie) ne fait rien d®autre qu®appliquer le -
théoréme de CANTOR au cas ol A est l'ensemble des objets matériels et ol < est
la relation "est moins lourd que” dans A. Il suppose donc implicitement que
cette relation est un préordre total, ce qui en fait est une idéalisation de
ce que 1'homme est capable d?observer, En effet, si on appelle o la plus petite
différence de masse décelable par la balance utilisée (o sera toujours non nulle),

et a,b,c trois corps matériels de masses respectives m(a), m(b), et m(c), il
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peut trés bien arriver que

[m(a) = mb)| < o,

Imtb) = mte)| < o,

mais que

[m(a) = m(c)| > o

On voit donc que la relation "est aussi lourd que” n'est pas transitive, con-
trairement & ce qui arriverait si la relation "est moins lourd que” était un
préordre total,

Ce type d?exemple est d®autant plus fréquent dans les sciences humaines
(et en particulier dans la modélisation des préférences) que les phénoménes
décrits sont essentiellement subjectifs, Ce sont d’ailleurs de telles considé-
rations qui ont conduit D. LUCE ([13]) & introduire, en 1956, la notion de
quasi~ordre (en anglais semiorder), structure composée d'une relation de pré-
férence et d?une relation d®indifférence non nécessairement transitive,

La notion de quasi-~ordre nous semble fondamentale dans 1a_mesure ol,
beaucoup plus que les préordres totaux, elle s®approche de la réalité obser=
vable, Il était donc naturel, vu la recherche constante de lois quantitatives
pour décrire notre milieu, d®étudier la représentation numérique des quasi-
ordres.

D%autre part, la considération de problémes pratiques nous a conduit & envi=-
sager l%introduction de structures plus générales que les quasi-ordres et a
étudier également leur représentation numérique. Les résultats présentés ici

entrent dans le cadre de cette étude,

Co PLAN DE L°ARTICLE,

=

La premiére partie est consacrée & une synthése des résultats existants
sur la représentation numérique des quasi-ordres. Une parenthése est également
ouverte sur certains résultats concernant les quasi-~ordres et les relations
probabilistes,

Les quasi-ordres généralisés sont introduits dans la deuxiéme partie et nous

Y présentons leurs propriétés. En particulier, nous montrons que leur étude

peut se ramener & celle d®une structure plus facile a manier, appelée quasi- )
ordre orienté généralisé.

La troisiéme partie contient les principaux résultats obtenus concernant
la représentation numérique des quasi-ordres généralisés, dans les cas fini,

dénombrable et infini non dénombrable,
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I. REPRESENTATION NUMERIQUE DES QUASI-ORDRES.

A. RAPPEL

Un quasi-ordre sur un ensemble A est un couple de relations (~,<} sur A

satisfaisant aux axiomes suivants :
- ¥ a,b € A, on a une et une seule des 3 situations suivantes :
a<b,b<a, a~>b;

-~ ~ gst réflexive;
-a<b,b~c,c<d=>a<d, ¥a, b, c, dEA ;
-~-a<b,b<e¢, b~d=>ar? douc*d, ¥Ya, b, c, dE A ,

Comme le montre le théoréme I.l ci-~dessous, le quasi-ordre traduit la notion
de seuil d®indifférence : une action b est indifférente & une action a aussi
longtemps qu®elle différe peu de a; & partir d®un certain seuil, la différence
entre a et b est considérée comme suffisante pour pouvoir justifier une préfé-

rence.

Be CAS FINI

THEOREME I.l. ([7], [21]). Seit (~,<) un couple de relations définies sur un

ensemble A fini. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une

fonction g, définie sur A et & valeurs réelles, et une constante positive o

telles que :

[ a~b <= |gla) ~ glb)| <o,
la<b <=> gla) + 0 <g() ,

est que (~,<) soit un quasi-ordre sur A.

En fait, on peut supposer que le seuil d’indifférence (représenté par la
constante o dans le théoréme I.1l) varie dans 1l’ensemble A. On demandera alors
a3 la "fonction seuil” o(a) (positive ou nulle) de vérifier les conditions de

cohérence suivantes (cf. [18], [22])

gla) < g(b) => gla) + 9d(a) & glb) + o(b) ,
(1
gla) = g(b) => g(a) + o(a) = glb) + o(b) .
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La représentation~numérique d*un quasi~ordre au moyen d®un seuil constant
n?est d’ailleurs en général plus possible dans le cas des ensembles infinis,

comme le montre le théoreme 1.2,

C. CAS DENOMBRABLE.

THEOREME I.2. ([7], [21]). Soit (~,<) un couple de relations définies sur

un ensemble A dénombrable. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe deux fonctions g et o, définies sur A, & valeurs réelles, vérifiant

les conditions (1) et telles que

glb) ,

‘a~b <=> i gla) + ola) 3
ig(b) + O(b) 3 gla) ,

a<b <=> gla) + o(a) <gl(b) ,

est que (~,<) soit un quasi-ordre.

D. CAS NON DENOMBRABLE.

Seul ROBERTS ([17]), & notre connaissance, a étudié la représentation numé-
rique des quasi-ordres dans le cas ol A est un ensemble quelconque. Son ré-
sultat est un corollaire du théoréme de CANTOR (cité en introduction). En
effet, & tout couple de relations (~,<), on peut associer la relation R dé-
finie comme suit : ¥ a, b E A :

aRb<=s> {c<a=>c<b,V¥ec,
b<c=>a<c, V¥c,

On peut alors démontrer le résultat suivant :

THEOREME I.3. ([17]). Soit (~,<) un couple de relations définies sur un

ensemble A quelconque. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il

existe une fonction g (définie sur A et & valeurs réelles) et une famille
d?intervalles J = {I(a), ¥ a 6 A}, (de la droite réelle), telles que :

a~b<=>g(b) € I(a) <=> gla) € I(b) ,
la<b <=> x<glb), ¥ x € Ila) ,

est que la relation R associée & (~,<) soit un préordre total sur A et

qu’il existe une fonction f (définie sur A et & valeurs réelles) telles que

aR b <=> f(a) ¢ f(b) .
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Ce théoréme semble montrer que la représentation numérique des quasi-ordres

est un probléme équivalent & celui de la représentation des préordres totaux
(résolu par CANTOR), ce qui est tout & fait inexact. En effet le résultat de
ROBERTS présente l%inconvénient d’introduire une famille d?intervalles d®indif-
férence dont on ne connalt absolument pas la nature topologique. Comme il 1%af-
firme lui-mBme, les intervalles de la famille J peuvent Btre, suivant 1'élément
a de A que 1°on considére, ouverts, fermés ou semi-ouverts. Cela signifie que
lorsque g(b) colncide avec une des extrémités de I(a), on peut avoir (et cela
dépend de a), tant8t 1'indifférence entre a et b, tant8t une relation de pré-
férence entre ces 2 é€léments.

Cette ambiguIté n'existe pas dans le théoréme I.2, mais comme 1?écrit
ROBERTS ([17]) : "It is always possible to modify the previous numerical re-
presentation so that the intervals are all open (all closed) provided the set
A is countable, but not in general otherwise”.

Dans la deuxiéme partie de cet article, nous nous sommes efforcés d?uni-
formiser la nature topologique des intervalles d’indifférence, c'’est-a-dire
d’obtenir une représentation numérique semblable & celle du théoréme I.2, mais
dans le cas non dénombrable, cela au prix, évidemment, d°une concession.

L'existence de cette concession (comme celle de l1®ambigulté du résultat
de ROBERTS) montre bien gque la représentation numérique des gquasi-ordres (et
a fortiori celle des quasi-ordres généralisés que nous allons introduire) ne ’

peut se ramener & une simple aprlication du théoréme de CANTOR,

E. QUASI-ORDRES ET RELATICNS PRCBABILISTES,

Bien que le sujet traité sorte un peu du cadre envisagé ici, nous vou-
drions mentionner les résultats de ROBERTS ([ 16]) concernant 1'introduction
des quasi-ordres dans la théorie des relations probabilistes,

Soit A un ensemble d’actions et a,b deux éléments de A, On demande au
décideur d'exprimer une préférence (stricte) pour 1'un des 2 éléments. Cette
opération est répétée plusieurs fois et ce, pour tout couple (a,b) d’éléments
de A, Soit p(a,b) la fréquence relative avec laquelle a est préféré & b. On
obtient donc une fonction p : A x A » [0,1] telle que V¥ a,b € A

pla,b) + p(b,a) = 1.

Le probléme est de caractériser les situations ol il existe dans les données
obtenues, une certaine cohérence en probabilité. Une maniére d'exprimer cette
cohérence est de définir la propriété de transitivité suivante (strong stochastic

transitivity) : ¥ a, b, c E A :
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pla,b) > %
=> p(a,c) 3 max {p(a,b), p(b,c)}.
p(b,c) 3 %

=

D*autre part, on peut associer & la fonction p une famille de couples de
relations £ = {[LA' 5,), %-S A < 1}, telles que

a LA b ssi pla,b) > 2,
{ a IA b ssi 1 - X g pla,b) € ) »
Le traveil de ROBERTS consiste & étudier les liens existant entre les pro-
priétés de la fonction p et celles de la famille £. En particulier, moyen-
nant certaines hypothéses, la condition de transitivité définie ci-dessus

revient & supposer que £ constitue une famille de quasi-ordres “emboftés”.

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur & l'article de ROBERTS ([ 16]).

II., QUASI~ORDRES GENERALISES,

A, INTRODUCTION

Le traitement des problémes pratiques montre que, bien souvent, le déci~
deur ne peut fixer son choix entre 1'indifférence et la préférence stricte :
on parle alors de préférence faible ou large ([18]). En particulier, E. JACQUET~
LAGREZE ([10]) a montré comment cette notion apparatt tout naturellement lors-
qu'on compare des distributions de probabilité. La méthode ELECTRE III, récem-
ment mise au point par B. ROY ([18]) se base sur des relations appelées pseudo-
ordres, composées d’une relation d’indifférence (™), d’une relation de préfé-
rence faible (<il et d’une relation de préférence forte [<5). Ces pseudo-
ordres sont définis au moyen d’une fonction principale g et de deux fonctions

seuils 01 et 02 telles que

+

a~b <=> { gla)

g(b)
a <i b <=> gl(a)

a <% b <=> gla) + o,(a) <glb),

clta) 3 glb) ,
oltb] > gla) ,

+

+

olta) < g(b) g gla) + 02[a) .

0 & OlfaJ < 02[a] R

01 et o, satisfaisant en outre des conditions de cohérence du type vu précé-
demment,
Il en résulte que la structure de quasi-ordre n'est pas toujours suffi-

sante pour représenter les préférences d’un individu. De maniére générale,
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B, ROY ([20]) a mis en évidence 1'intér&t de construire des modéles traduisant
différents degrés de préférence : c’est le but de 1'introduction des quasi-ordres
généralisés (Q.0.G.) et des quasi-ordres orientés généralisés (Q.0.,0.G.). En
fait, la définition de ces derniers résulte plutft de considérations techni-
ques : leur axiomatique est en effet beaucoup moins lourde a manier que celle
des Q.0.G. et d?autre part nous allons présenter un résultat qui permet de dé-
duire les propriétés des Q.0.G. (notamment en ce qui concerne leur représenta-
tion numérique) de celles des Q.0.0.G.

La définition des Q.0.G. ci-dessous (qui peut sembler sophistiquée) s'in-
troduit de maniére naturelle dés que l1%on veut représenter une relation de pré-

férence au moyen d'une fonction g et de fonctions seuils oy telles que

a <i b <=> gla) + oi(a] < glb) g gla) + oi+1(a) ’

ol <i représente une préférence d’autant plus forte que i est grand. Ce sera
d*ailleurs 1°objet de la troisiéme partie de cet article, qui traitera de la

représentation numérique des Q.0.G. et qui éclairera leur interprétation.

B. DEFINITION DES QUASI-ORDRES GENERALISES.

uple

Un quasi-ordre généralisé sur un ensemble A est un (m+1) de relations

-, <i, ceay <%] sur A satisfaisant aux axiomes suivants :

Bl. ¥ a,b € A, on a une et une seule des 2m+1 situations suivantes :

a <i b, a <§ b, ese, @ <% b, b <i a, b <i @, «ses b <%‘a, a~b;

B2. ~ est réflexive ;
B3. ¥ a,b,c € A :

a <i b et‘b <g c=>|a <i*q coua <i+q+1 c, si 8*+g<m,

e

a <% c , 81 2+g3m

B4, ¥ a,b,c B A :

b ou a <& b, s1 2 <m,

+1

- a <i c, b~cet>1 ga <i b ou a <i_1

ou =>

-c~a, c <i betg>1 a <% b ou a <E_1 b , 81 £ =m;

A
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B4.bis. ¥ a,b,c 6 A :

- a <i c, b~c

ou => a <i b ou a <§ boua<hbhb;

- ~ <
(o} 4, C 1 b

ol nous notons

et

BS5. ¥ a,b,c E A

- a< <
a ) c, b -
ou => a <i boua<b;

—C<2

-1

a <« b ssi a~b,

d <i a=>d <i b, ¥ k, ¥d,
b <i e => a éi e, Yk, Ve,

d< assiezk|d< a;

1 c, 1 <2 <m

a,c<2b,1<2,<m

B5.bis. ¥ a,b,c € A :

~a< ¢, b< c
m m=-1

—C<
m=

ou => a<«b,

<
1 a, c . b

ol nous notons

a<bssia <i boua<b.

C. PROPRIETES DES QUASI-CRDRES GENERALISES.

THEOREME II.l. Il résulte des axiomes précédents que les Q.0.G. jouissent

des propriétés suivantes :

Cl. Y¥a,bEA :

C2. ¥ a,b EA

C3. ¥ a,b,c E A

C4. ¥ a,b,c € A

a~b & b~a:
a <E b, g>1=>A4cEA|]a~cetc~b;

ra<{b<c=>4deA|d~a d~betd~c;
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A
=
]
—
-
b
A
3

a< c, b< ¢, ¢g

ou = <
> a<’L._q b ou a -

C5. ¥ a,b,c E A :

a< c, b< ¢, g< ml
ou = a< b ;

c< a, c< b, g<ml
q m

C6. ¥ a,b,c E A

a< c.b<qc.q<m
ou => a~b;

c< a, c< b, <m
q ' q o

C7. La relation = définie comme suit : ¥ a,b € A :

ar~bssi c< a<=>c<jb.Vj.VcEA,

J
a<jc<=>b<jc,Vj,VcEA,

est une relation d'équivalence ;

CB. ¥ a,b E A :

a~beta?®b=>a<«boub<«a (ou exclusif) ;

C3S. ¥ a,b,c € A :

a< pbetb< c=>a< doud< c, ¥dEA;
2 q 2 8

Cl0. V¥ a,b,c,d € A

a< betc< d=>a< douc< b ;
q 2 a 2

Cll. ¥ a,b E A :
a<beta®bssia~bet

HK,HCEAICﬁhaetcﬁib,

ou
dk, Jder|a fE dethb fﬁ d ;
Cl2. Si (~, <i. . <%] est Q.0.G. sur A,
alors (~*, ﬂ , ase <') est un Q.0.G. sur A/,
m
ot on définit, ¥ a’, b® € A/ :



45

a’ <§ b? ési a <ﬁ b,

a' ~* b’ ssi a~b,

a B a?
et '
b&b?,

Cette définition a un sens puisque =~ est une relation d'équivalence (C7.)

€ a’, ¥b,, b, 6 Db":

et que, ¥ a,, a 1’ P2

1 2
c7
a1 <3 bl =5 a2 <3 b2 R
c7
al “‘bl => 62 “‘bz o
€13, Si (~, <i. . <i cae <R) est un Q.0,G. sur A, alors (~, <i, vos <%) est

aussi un Q.0.G. sur A.

D. DEFINITION DES QUASI-ORDRES ORIENTES GENERALISES,

uple d

Un quasi-ordre orienté généralisé sur un ensemble A est un (m+l) e

relations [<%. <i, cany <%] sur A satisfaisant aux axiomes suivants.

Dl, ¥ a,b € A :

a <i b=>b 13 a et a k#3| a <i b oub <i a:

D2. v a,b,c € A :

= <
a <i betb <% c=> | a <i+q c oua peqel c, si g+tq < m ;

a <% c , si g+g 3 m;

D3. ¥ a,b,c E A :

a <i c, b-c
ou => a <i b ;
c <i b, a-c

ol on a défini

b~c ssi ¥ j : b 13 cetc 13 b .



46

E. PROPRIETES DES QUASI-ORDRES ORIENTES GENERALISES.

THEOREME II.2. Il résulte des axiomes précédents que les 0.0,G, jouissent des.

propriétés suivantes.

El. - est une relation d’équivalence;

E2. ¥ a,b,c E A :

a <i c, b <i~l c, D0<c g <m

ou = a<1boua<ob;
c <i_1 a, ¢ <i b, 0<% <m

E2.bis. ¥ a,b,c E A :

a< c, b< c
m m-1
ou = a <5 b,

c < a, c< b
m=-1 m

a éé bssijgez0]a <, b

E3. ¥ a,b,c € A :

a< c,b< c, ¢ ¥0
2 0

= <
ou >a .

c <i b, c <% a, L #0

1 b ou a <i b ;

E4. ¥ a,b,c € A :

a <i c, b <E c, g< -1, 2 <m

= < <
ou > a 9-q b ou a 9 b s
c <a a, ¢ <i b, g<g -1, 2 ¢<m

ES. ¥ a,b,c E A :

a <% c, b <E c, gem-=-1

ou => a < b ;
c <g a, c <R b, g<m-=-1

E6. ¥ a,b,c E A :

a <% c, b <% C, G <m
ou ‘ => a <% b, a-boub <% a;

c<ac<b, < m
q @ q q

L.
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E7. ¥ a,b,c E A :

a<2betb< c=>a< doud< c, ¥Y¥dgaA ;
q % g

E8. ¥ a,b,c,d E A :

a< betec< d=>a< douc< b,
q L q L

E9., Si L<6.'<1 - <ﬁ) est un Q.0.0.G. sur A,

? ? 2
alors (<%. < e <%] est un Q.0.0.G. sur A/_,

ol on définit, ¥V a’, b' € A/_

a' <" b?' ssi a< b,
J J

a € a?
et
b € b? .

Cette définition a un sens puisque — est une relation d'équivalence (El)

€ a’', v bl' b, E b’ :

et que, ¥ al, a 2

2

D3
a, <3 b1 = a, <3 b2 .

E10. Si [<5, <i e <i . <%] est un R.0,0.G. sur A, alors (<%, <i ces fﬁ]

est aussi un Q.,0.0.C. sur A.

Fs LIEN ENTRE LES Q.0.G. ET LES Q.0.0.G.

Soit (~, <i, <§, evo <%J un ensemble de m+l relations dans A telles que,
¥ a,bEA:

a~bssia 13 betb 13 a, ¥ je {1, 2, ..., m} .

Soit les relations <« et =~ définies comme en B4.bis et C7 et soit,

¥ a,b E A :

a <% bssia+«beta#®b.
Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME II.3. (~, <1 <2 <m) est un R.0.G. ssi (<0. <l <m) est un
QIOIO.GI
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G« COMMENTAIRES,

3
"

~ Un Q.0.0.G. pour lequel 0 est la partie antisymétrique d'un préordre

total.

- Un Q.0.G+ pour lequel m = 1 est un guasi-ordre.

=~ Un Q.0.G. pour lequel m 2 est un pseudo-ordre.

- Il résulte de C13. qu'a tout Q.0.G. & m+l relations, on peut associer une
famille de Q.0.G. & k+1 relations, ot k = 1,2, ... m=1l. En particulier, on

peut lui associer le quasi-ordre (~, <i).

- Intuitivement, un Q.0.G. est constitué d'une relation d'indifférence, ré-
flexive et symétrique (ce qui est naturel) mais pas nécessairement transi-
tive (cf., dans 1'introduction, la motivation de l’emploi des quasi-ordres)
et d'une famille de relations (de préférences) "emboftées”, irréflexives et

et asymétriques.

= Un Q.0.0.G. est un Q.0.C. pour lequel la relation d’indifférence est transi-
tive : comme on le voit, le systéme d’axiomes des (.0.0.G. est beaucoup plus
simple que celui des (.0.G. En particulier les axiomes EBE5. et B5.bis ne peu-
vent 8tre démontrés & partir des axiomes Bl - B4.bis (& cause de "1’impréci-
sion” de 1’axiome E4.), alors que leurs correspondants E2. et E2.bis se dé-

duisent des axiomes Dl. - D3.
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III. REPRESENTATION NUMERIQUE DES QUASI-ORDRES GENERALISES.,
(Les démonstrations des résultats cités ici sont faites en détail dans
[21])

A. CAS FINI.

On peut démontrer les résultats suivants.

THEOREME III.A.1. Si U<0,~<l cen <ﬁ) est un Q.0.0.G. sur A et si A/_ est fini,

alors il existe sur A une fonction g, & valeurs réelles, et des constantes

Pis Pos ees P telles que, ¥ a,b € A

a <5 b <=> gla) < glb) < gla) + Py s

1
a <i b <=> glal) + Py < g(b) < gla) + Py

e

4+ a <i b <=> g(a) + P < g(b) < gla) + Pral *

a <% b <=> gla) + P, < g(b) ,

0 < Py € Py < eee <P .

THEOREME III.A.2. Si (~, <i. e <%J est un 9.0.G. sur A et si A/ est fini,

alors il existe une fonction g sur A, & valeurs réelles, et des constantes

Pys Py ees P telles que, ¥ a, b € A :

[«

~b <=>(gla)
g(b)

A

glb) + Py »
gla) + p; s

A

+

a <i b <«=> gla) Py < g(b) < gla) + Py

\ a <i b <=>gla) + p < glb) <gla) +p ;.

a <% b <=> gla) + P < g(b) ,

0 < Py < P, < sea < P *
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Remarquons que ce n’est pas A qui est fini, mais son quotient par la relation
d’équivalence associée & la structure considérée.

Le théoreme III.A.2. résulte immédiatement du théoréme III.A.l., et du théoréme
IT1.3, qui établit le lien entre les §Q.0.G. et les §.0.C.G.

La démonstration du théoréme III.A.l. repose sur les trois lemmes suilvants :

Lemme 1,

L

§i xl, x2. eee X SIRJ , alors

ou bien il existe c EIRJ tel que

C.X2>0 s L =1, saas L,

gg.c.xz désigne le produit scalaire de c par xR R

esa T EIR+ , non simultanément nuls tels que

ou bien il existe rl, T

2 L
L L
X rz xJ =0 R jJ=1, 2, «ea J,
=1
gl_x? est la Je composante de xz .
Lemme 2,

Soit (<%, <i - <%] un Q,0,0.,G. sur A.
¥ a, b, c E A :

<
a fk c, b fi c ga - bsiks3z2 ,
ou = {
c fi a, c fg b b 1i-k asik<2g.
Lemme 3,
Soit (<%. <i ees <%] un R.0.0.G. sur A et soit la suite finie
a1 R1 a2 R2 a3 ave Rp—l ap ’
ol
al. ten, ap €A,
et
R

13 R W] Rp"l E{<0p ﬂ_. esny <m » >1 9 ses > },

i3

sachant que
a2 bssib % a.
L

1
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Supposons de blus gue la somme S des indices j des signes <, apparais-

sant dans cette suite soit supérieure ou égale & la somme T des indices

k des signes )k .

Nous avons alors

a; <g ap .

B. CAS DENOMBRABLE.

Nous noterons dans la suite :

M° = {0, 1, 2, vee, m}
et
M= {1, 2, eae, I} &

Rappelons également que [<%, vea <%) est le Q.0.0.G. sur A/_ défini & partir
de (< IO'<] L]

0 m
Nous dirons que la propriété Pl est satisfaite s’il existe sur A des fonctions

£, 012 Ops eees O & valeurs réelles telles que, ¥ a,b € A :

a <% b <=> gla) + om(a] < g(b) ;

a <i b <=> gla) + ok(al < glb) < gla) + ok+1[a) ’

vV keEM\ {m;

0 =0 (a) <g,(a) < vea < g_(a) , ¥ aktEA;
o 1 m

]

vk, 2 €M

gla) + oK(aJ < g(b) + oz(b) ssi

gla) + o _, (a) <glb) , sik3 2,

e

, gla) < glb) + o (b) , si k < 2 .

L gk

—

Nous dirons que la propriété P2 est satisfaite s'il existe sur A des fonctions

8s Oys ove O & valeurs réelles telles que, V¥ a,b E A :

- a <% b <=> g(a) + om(a] < g(b) 3
- a <i b <=> g(a) + ok(a] < g(b) g gla) + ok+1(aJ R

vkeEMN\ {m;
|

‘-0 = oota) g ol(a] € o0s & om[a] , YaEA;
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\
i [°k+j[a] - OK(a]] - [02+j(b) - oztb)]

-1,
[gla) + ok(a]] -[gb) + ogth]

¥ a,b €A, ¥V j,k,2 6 M° tels que { k+j g m ,

L+j & m .,

Nous dirons que la propriété P3 est satisfaite s’il existe sur A des fonc-

tions g, Oqs ==+ O a valeurs réelles telles que, ¥ a,b E A

- a<m b <=> gla) + om(a] < glb) ;
- a <i b <=> gla) + ok(a] < glb) < gla) + ok+1(a] s
¥ kEM\ {m};
- a~b <> |gla) <glb) + oltb] ’
g(b) < gla) + ol[a) 3

“0<01[a]<..-<0m(é],VaEA;

Yk, LEM:
gla) + ok[a] < g(b) + cltb] ssi
gla) + ok_l(a) < g(b), si k> 2,
gla) < g(b) , 51 k = ¢,

gla) < g(b) + ol_k[b), si k<2 .

Nous dirons que la propriété P4 est satisfaite s'il existe sur A des fonc-

tions g, Gy saes Op a valeurs réelles telles que, ¥ a,b E A :

a <% b <=> g(a) + om(a) < glb) ;

- a <i b <=> gla) + ck(a] < g(b) g gla) + o, .,(a) ,

k+1
v kEM\ {m};
-a~b<=>{ gla) g glb) + o, (b) ,
g(b) ¢ gla) + clta) 3

—0601(6] -q-SOm[a].VBEA;
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i [Gk+j[a) - oK(a)] - [02+j(bl - ol(b]] .

[gla) + ok(a)] - [z(b) + oltb)]

Y a,b EA, ¥ j,k,2 EM tels que k+j € m ,
2+ £ m .,

THEOREME III.B.l. Soit A un ensemble dénombrable et (<, < ... <) un

ensemble de m+l1 relations sur A.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la propriété P_ soit satis-

2
faite est que (<%, <ﬁ cee <%] soit un Q.0.0.G.

THEOREME III.B.Z2. EE [<% . <%) est un §.3.0.G. sur A et si A/_ est dénom-

brable, alors les propriétés Pl et P2 sont satisfaites.

THEOREME III.B.3. Soit A un ensemble dénombrable et (“3'<i oo <%) un ensemble

de m+1l relations sur A.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la propriété P, soit satisfaite

4
est que (~, <i ‘e <%) soit un Q.0.G.

THEOREME III.B.4. Si (~, <ﬁ e <%] est un J.0.G. sur A et si A/ est dénom-

brable, alors les propriétés P3 et P4 sont satisfaites.

C. CAS NON DENOMBRABLE.

THEOREME ITI.C.1. Soit A un ensemble gquelcongue et (<, </, ..., <) un

ensemble de m+l relations sur A.

§i.[<%, <i vee <%] est un Q.0.0.G. et s'il existe un sous-ensemble dénombrable
L' de A/_tel que, ¥ a', b’ EA/_\ L', ¥k EM :

(a) : a’ <{ b* => Je' €L | a’ < e <i B!,

(b):a'i_l'ib'»flz'euIa'ﬂz',b'ﬁ;w

alors les'Epopriétés Pl et P2 sont satisfaites.

THEOREME III.C.2. Analogue au théoreme III.C.1l. mais la condition (a) est

remplacée par :

(a’) : a' <i b'* => e EL" | a <i L' <% b' .
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THEOREME III.C.3. Soit A un ensemble quelconque et (<%. <i eee <) un
ensemble de m+1l relations sur A.

est satisfaite, alors (<, <i vee <) est un Q.0.0.G. et
2 . o m
il existe un sous-ensemble dénombrable L' gg_AL_ tel que, V a', b' € A/_\ L',
v kem

(a]:a'ﬁ:\'-b' =>3z-eu|a'<éz-<£b-.

Si la propriété P

THEOREME III.C.4. Analogue au théoréme III.C.3. mais la condition (a) est

remplacée par (a').

THEOREME III.C.5. Seit A un ensemble quelconque et (<%. <i e <%J un §.0,0.G.
sur A.

Une condition nécessaire et suffisante pour gue la propriété P. soit satis-

1
faite est qu'il existe un sous-ensemble dénombrable L' de A/. tel gue, ¥ a',b’

EA\NL, vykEM :

(a) : a' < b’ => Jerer | a < e,

(b) : a® 4 b’ => Jerer | a % &' . b <; L,

THEOREME III.C.6. Analogue au théoréme III.C.5. mais 1la condition Ffl est

remplacée par (a').

THEOREME III.C.7. Soit A un ensemble quelcongue et (~, <i, e <%] un ensemble
de m+l relations sur A.
Si (~, <i e <%] est un Q.0.G. et s'il existe un sous-ensemble dénombrable

L' de A/ tel que, V @', b® EA/_\ L', YKEM:

(al) : a* < b' =>J e el |a « o' b

(a2) : a® «' b, a’' #b' => J 2" EL" | a' «' 2" «' b’

(bl)

a’?(':'=>32'€L'|a’$<"‘2.'.b':'2’

(b2) : a” £ b’, a* #b’ =>J 2 L' | a’ # 2', b" «" o',

alors les propriétés P3 et P4 sont satisfaites.
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THEOREME III.C.8. Analogue au théoréme III.C.7. mais la condition (al) est

remplacée par

(a'l) : a* < b’ => JereL | a < &b

THEOREME III.C.9. Soit A un ensemble quelconque et &, < ...‘<m]_un ensemble

1

de m+1 relations sur A.

4 st satisfaite, alors (~, < ... <) est un 9.0.G. et il
existe un sous-ensemble dénombrable L' de A/ tel que ¥ a', b’ E A/_\ L',
YVKEM:

Si la propriété P

(al) : a° <i ' => 3 L' EL | a < p <i b ,

— —

(a2) : a® «' b', a’ #b' => 42" EL" | a' «" 2' +" b’

THEOREME III.C.10. Analogue au théoreme III.C.9. mais la condition (al) est

remplacée par (a'l).

THEOREME III.C.l1ll. Soit A un ensemble quelconque et (~, <i . <%) un Q.0.G.
sur A. Une condition nécessaire et suffisante pour que la.propriété P3 soit
satisfaite est qu'il existe un sous-ensemble dénombrable L' de A/ tel que,

Va', b EA/L\ L', VKEM:

(al) a* b’ =>J e’ L' | a” < 22 b,

(a2) a!:o b', a' #b' => Elzu gL’ | a’ :' X < b,

(bl) a* R p* =>J2r e L’ | a* R 21,0t 2 2,

(b2) a' .’_“ b', a' # b’ =>32v g L’ l a’ f.' 2'; b’ 1_0 L .

THEOREME TTT,r, 12, Analneye an théoréme III.C.1ll. mais la condition (¢1) est

remplacée par (a'l).

D. COMMENTAIRES.

1. Les résultats précédents consistent donc & attribuer & chaque élément

a de A, une valeur principale g(a) et un ensemble de seuils olta), cese om(a)

=

qui définissent les différents degrés de préférence par rapport & 1l'action a.

s

Bien entendu, ces fonctions doivent satisfaire & un minimum de cohérence. Les
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conditions sur les fonctions o4 qui apparaissent dans les définitions ci~
dessus généralisent la condition (1) vue dans la premidre partie de cet

article,

- Les conditions

-0 = oofa) < clfa] € o00 g om(a], ¥ atkA;

o yla) =gy (@] = [o,, ) - g (b)]
[gla) + oK(a]] -~ [g(b) + oltb]]

¥ a,b 6A, ¥ 3j,k,2 €8 M tels que (k¢j g m ,
L*j gm,

seront appelées conditions de cohérence larges; elles peuvent encore s’ex-

primer :
(

~0 = og(a] PS ol[a) § ree € om(a], ¥YatgBA;

~Yab€EA, VY j,k,2 8 m° tels que k+j g met 2+ gm :

(b) ,

—

gla) + ok(a] < glb) + oltb] => gla) + ¢ j[a) g(b) + 9, 243

gla) + ok(a) = g(b) + oz(b) => g(a) + o (a] = g(b) + °2+j(b] .

.
- Les conditions

(-0 = oO(a] < ol(a) < see < om(a] , ¥YaEgBA;
-Va,bEA, ¥k, eEM:

gla) + ok[a) < g(b) + ontb] <=>

e

gla) + ok_Z(aJ <glb) , s1i k32,

gla) < g(b) + 9, (b) , si k<2,

\

seront appelées conditions de cohérence strictes; elles peuvent encore

s'exprimer

-0

o (a) <o,(a) <« sue <0 (@) , ¥Ya€EA;

o 1 m

~¥abEA, ¥ j,k,2 € M tels que k+*j s met 2+j g m ;

gla) + ok(al < g(b) + oE(b] => g(a) + ks j[a) < g(b) + o, (b) ,

gla) + ok(a] = g(b) + oltb] => g(a) + °k+j[a] gb) + ¢ j(b] R
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ou encore,

(- 0= oo(a) < cl(a] < o0 < cm(a), ¥YagaA;
_ lokfj(a] - ok(a)] - [°£+j(b] - oltb]]
{ [gla) + ok[a)] - [glb) + Oz(b”

>=-1,

Va,bEA, ¥ ik, €M tels que k+j gm,

L+j g m .

- Des fonctions satisfaisant aux conditions de cohérence strictes remplissent

évidemment les conditions de cohérence large.

2, Les théorémes III.C.1l. et III.C.2. donnent des conditions suffisantes
pour que les propriétés Pl et P2 soient satisfaites : on y retrouve d'une part
la structure de Q.0.0.G. introduite au chapitre précédent, d®autre part une

condition de densité du m8me type que celle du théoréme de CANTOR.

Ces conditions ne sont qu’en partie nécessaires pour que P
tisfaites,

1 et P2 soient sa-

D?une part, la propriété Pl n*'implique pas la structure de Q.0.0.G. (& cause
des inégalités strictes) mais impose les conditions de densité (cf. théoremes
III.C.5. et III.C.6.).

D%autre part, la propriété P2 implique la structure de Q.0.,0.G. et une des
conditions de densité (cf. théorémes III.C.3. et III.C.4) mais n’exige pas

la condition de densité (b), comme le montre l’exemple suivant :

Soit A=Ret, ¥a,b€A:
| a < bssiatk <bgarktl, ¥V k6 {0,1,2, .o m-l},

a <% b ssi atm < b .

La propriéteé P2 est satisfaite : il suffit de définir :
gla) = a, Ya€EA,
ok(a] =k, YabBA, VkEI{0,1,2, ... m}.

Soit a et b tels que
a+ k=0>b:

nous avons a ii b, mais il est impossible qu®il existe un réel 2 tel que



58

<
afkletb 02.,

puisqu’il faudrait alors simultanément :

a+ k=5b,
a+ ks 2,

b<2g,

3. Lorsque A est dénombrable, la structure de Q.0.0,G. est nécessaire

et suffisante pour que la propriété P2 soit satisfaite (théoréme III.B.1).

4, Les commentaires précédents sont analogues pour les théorémes III.C.7.
ITI1.C,12, & propos des R.0.G. et des propriétés P3 et P4,

oy

5. En utilisant la terminologie de B, ROY ([18])
- pour m = 0, les théoremes III.C.1 & III.C.6, étudient les conditions pour
avoir un vrai-~critére;
-~ pour m = 1, ils étudient les conditions pour avoir un précritere;
- pour m = 1, les théoremes III1,C,7 & III,C.12 étudient les conditions pour
avoir un quasi-critere;

- pour m = 2, ils étudient les conditions pour avoir un pseudo-critéere.

6o Pour m = 0, les conditions suffisantes fournies par les théorémes
III.C.1 et III.C.2 et les conditions nécessaires fournies par les théoremes
ITII.C.3 et III.C.4 colncident et donnent le théoréme de CANTOR,

7. Le théoreéme 1,2, est un cas particulier du théoréme III.B.3 (cas ol

m=1),

Signalons pour terminer que des résultats ont également été obtenus dans le
cas ol 1l'on suppose pouvoir comparer les intensités de préférence et dans

le cas ol les préférences sont définies sur des produits cartésiens d*ensem-
bles ([21]). D®autre part, un texte parattra prochainement dans les Cahiers
du Centre d’Etudes de Recherche Opérationnelle sur la caractérisation et la
détermination des ordres totaux et des préordres totaux & distance minimum

d?un quasi-ordre donné dans un ensemble fini.
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