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Math. Sei. hum.(15% année, n°57, 1977, p.59-75)

SUR L'INVARIANCE DE L'INDICE DE REDONDANCE *

Rémy VIREDAZ

1. La méthode des corrélations canoniques ?, ou analyse canonique, est
une méthode de statistique multivariée destinée 3 mesurer et éventuelle-
ment 2 analyser la relation entre deux jeux de variables X et Y sur
une méme population. Il pourrait s'agir par exemple d'un jeu de variables
décrivant des conditions socio-professionnelles d'une part, et d'un jeu
de variables décrivant la symptomatologie psychiatrique d'autre part,
observés sur 1'ensemble des consultants d'une policlinique psychiatrique

pendant une certaine période.

Le procédé est le suivant. On cherche d'abord une combinaison liné-
aire f, des variables du premier jeu et une combinaison linéaire g,
des variables du second jeu telles que la corrélation de f; et g,
soit maximale; celle-ci est appelée la corrélation canonique des deux
jeux de variables X et Y . On cherche ensuite deux combinaisons liné-
aires f, et g, définies de la méme fagon mais sous la condition que
toutes deux soient orthogonales (sans corrélation) aussi bien & f; qu'a

g1 3 et ainsi de suite par itération.

Pour mesurer la relation entre les deux jeux de variables X et

Y , on s'est vite rendu compte que la corrélation canonique convient mal :

1. Cet article est issu d'un colloque tenu 3 1'Ecole des Sciences sociales
et politiques de 1'Université de Lausanne, chaire de Mathématiques pour
les sciences humaines, 3 1'instigation du professeur Georges Leresche.

2. On pourra consulter, en frangais, Caillez et Pagés (1), et Lebart et
Fénelon (2).
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comme elle ne fait intervenir qu'une seule paire de facteurs, elle peut
trés bien &tre forte méme si globalement les deux jeux ont peu de rela-
tion entre eux - car f; et g; peuvent €tre fortement corrélés

entre eux tout en étant des facteurs relativement "marginaux'" & 1'inté-
rieur de leur propre jeu. On a donc introduit une autre quantité&, appe-

lée la redondance du premier jeu de variables &étant donné le second.

Cette quantité peut se calculer de deux fagons : soit comme moyenne
des carrés des corrélations multiples entre les variables du premier jeu
et le second jeu (formule A ci-dessous § 4), soit comme somme des "indi-
ces de redondance" attachés i chaque facteur du premier jeu (formule B).
- On calcule symétriquement la redondance du second jeu étant donné le

premier.

Comme, par définition, la moyenne des carrés des corrélations mul-
tiples (A) est indépendante de la méthode d'orthogonalisation utilisée,
on peut se demander si (ou : dans quelle mesure) la somme des indices de

redondance (B) en est indépendante elle aussi.

D'aprés Miller et Farr (4) elle 1l'est, et dans tous les casj; mais
leur démonstration est erronée (v. § 4) et leur exemple est particulier

(facteurs principaux). Le probléme reste donc posé.

2. Nous le traiterons géométriquement, en utilisant le fait que, sur
1'espace vectoriel des variables de moyenne nulle définies sur une popu-
lation donnée P , la covariance est un produit scalaire. Arr@tons-nous

un moment sur ce point.

Soit ? wune population d'effectif N . Une variable (numérique) x
sur P est une application de P dans le corps des nombres réels 1R :
d chaque individu a de P est associé un nombre, appelé score de a
et noté x(a) . Définissons la somme de deux variables x et y comme
la variable x + y qui associe 3 a 1le score x(a) + y(a) , le produit
d'une variable x par un nombre k comme la variable k x qui associe
a a le score k x(a) , et le produit de deux variables x et ¥y
comme la variable x y qui associe 3 a 1le score x(a) y(a) . Le: deux
premiéres de ces opérations font de 1'ensemble des variables sur 1 un
espace vectoriel; et 1'ensemble des variables de moyenne nulle en est un

sous—espace.
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Sur un tel espace vectoriel, on peut toujours introduire un produtt

scalaire et par la-méme une métrique (longueurs, angles). Rappelons qu'un

produit scalaire associe a tout couple de vecteurs

noté

en y ), commutative (x*y = y*x), et définie-positive ( x°x

et nul seulement si x
les individus de P
la statistique -

et de la covariance -

x*y , et ceci de manidre bilinéaire (linéaire en X

est le vecteur nul -

ont le méme score

(x; y) un nombre,

et linéaire
est positif,

en l'occurrence, si tous

0 pour la variable x ). Pour

étant donné les formules de la moyenne, de la variance

il convient de choisir comme produit scalaire la

moyenne de la variable-produit (il est facile de vérifier que c'est bien

un produit scalaire) :

Xoy =

Z=

) x(a) y(a) .
a

En particulier, la covariance de deux variables x
produit scalaire des variables de moyenne nulle associées & x

La covariance est comme le produit scalaire une forme bilin

et y sera le

et a y .

. o . e

éalre commuta-

tive, mais elle n'est pas définie-positive ( cov(x, x) = 0 n'implique

pas que x soit nul :

méme score pour

nulle ces deux formes bilinéaires s'identifient.

il suffit que tous les individus de P

aient le

X ). Mais sur le sous—-espace des variables de moyenne

Comme nous ne considére-

rons que des variables de moyenne nulle, nous pouvons dire que la cova-

riance de deux telles variables x

laire x°y .

On a dés lors les équivalences

ques et statistiques :

produit scalaire, x°y

carré de la longueur, |]|x|]|?
cosinus de l'angle :
entre deux vecteurs
entre un vecteur et un sous—espace
entre deux sous-—-espaces
vecteurs orthogonaux, x_L y
carré de la longueur de

la projection orthogonale

etc.

et y

est simplement le produit sca-

suivantes entre concepts géométri-

covariance

varilance

corrélation
corrélation multiple
corrélation canonique

variables ou facteurs non corrélés

variance expliquée
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En particulier, la méthode des corrélations canoniques peut étre
présentée comme suit. Soient X et Y deux faisceaux de vecteurs (dans
un espace multidimensionnel). On cherche d'abord un vecteur £; situé
dans le sous—-espace engendré par X , et un vecteur g; situé dans le
sous-espace engendré par Y , tels que l'angle entre f, et g; soit
minimum. (Dans le cas particulier ol X serait formé d'un seul vecteur,
et Y de deux vecteurs, on obtiendrait ainsi 1'angle entre la droite
définie par X et le plan défini par Y .) On cherche ensuite deux vec-
teurs f, et g, définis de la méme facon mais sous la condition que

tous deux soient orthogonaux aussi bien & f; qu'ada g; ; et ainsi de

suite.
3. Nous utiliserons les notations suilvantes.
Soient :
X = (x.) . et Y = (y.) . deux systémes de
i"1=1,p Vi’ q Y

1,
vecteurs normés (c'est-d-dire de longueur unité);
(X) et (Y) 1les sous-espaces qu'ils engendrent;

F = (f) et G = deux bases ortho-

h’ h=1, m (g) -1,
normées quelconques de (X) et (Y) .
(Si 1'espace vectoriel considéré est celui des variables de moy-
enne nulle sur une population, X et Y sont deux jeux de variables
préalablement standardisées (moyenne nulle, variance unité), et F et

G deux jeux complets de facteurs orthogonaux.)

! =

Posons x: projection orthogonale de X, sur (Y) , et de méme

sur (X) .

fﬁ , et inversement yj . gé celles de yj -

"

e .
La h~ composante ('saturation') de X dans la base F est X

. e 1 ' = 1,
5 la k= composante de x: dans la base G est Xip X8
f

Xt

= X.'g - On définit de méme et f! =

\J ]
ik » Yin o hk Ekh

h 8k

On écrira X+Y 1la matrice des produits scalaires de X et Y,
c'est-d-dire la matrice dont 1'é@lément en ligne 1 et colonne j est
xi°yj . (Comme X, et yj sont de longueur 1 , Xi.yj est un cosinus,

en statistique une corrélation : XY est en notation statistique RXY )

Par '"variance" de X , on entendra la somme des variances des va-
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riables, ) }[xi![z = trace(X*X) ( = p , puisque les x, sont nor-

i
més). C'est la somme des carrés des longueurs des vecteurs du 'faisceau"
X .
On abrégera 1'expression fréquente "proportion de variance de a

expliquée par b " (oli a aussi bien que b peuvent &tre soit une va-

riable isolée soit un jeu de variables) en '"pve(a, b)".

Pour faciliter la lecture, les indices i, j , h , k auront
toujours le méme rdle que ci-dessus (p.ex., il sera toujours entendu que
i se rapporte aux vecteurs du systéme X et vade 1 d p ). Quand les
facteurs des deux jeux sont appariés, comme c'est le cas des facteurs

canoniques, h et k seront souvent remplacés par £ .

4. Considérons alors les quantités
= 1 12 - 1
SEESAIEIEEN SRR
Bo= JLCET =2 odlglln] = 2770w £2.
h P Pikh

A est la proportion de variance de X expliquée par Y , ou moy-

enne des carrés des corrélations multiples entre les x; et Y .

B s'obtient en calculant, pour chaque facteur f le produit

h?
pve (X, fh) X pve(fh, Y) , et en additionnant ces produits.
Selon Miller et Farr (4), p. 317, il résulte d'un certain ''théoréme
de multiplication'" que ces ﬁve(X, fh) X pve(fh, Y) sont les contribu-
tions de chaque fh a pve(X, Y) , de sorte que B serait égal a3 A ,
et ceci, indépendamment de F et G (c'est-a-dire, quelle que soit la
méthode d'orthogonalisation choisie). Ce théoréme, s'il était vrai, se-
rait extrémement intéressant : en effet, puisque A , par définition, ne
dépend pas des bases F et G , il aurait pour corollaire que B n'en
dépend pas non plus. Il n'y aurait donc plus besoin, pour démontrer 1'in-
variance de B , de la longue ("lengthy") démonstration de Miller (3) (ce

dernier point semble avoir échappé & Miller et Farr).

3. Miller (3) a-t-il réellement montré que n'importe quelles bases F et
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Mais le raisonnement de Miller et Farr est incorrect. Un produit de
proportions de variance expliquée n'a aucune raison d'&tre une proportion
de variance expliquée. Le ''théoréme de multiplication'" dont ils s'autori-
sent est un théoréme (ou plutdt un axiome) qui s'applique aux probabilités
d'événements indépendants, et n'a donc rien a faire ici! En fait, une
variance "expliquée'" n'est qu'une longueur projetée au carré; or si on
projette les X, sur fh , puis qu'on projette le résultat sur (Y) , on

n'obtiendra en général pas le méme résultat qu'en projetant les X, sur

(Y) directement. *

o~

La question reste donc posée : est-ce que A = indépendamment

de F et de G ?
- 1
Comme A et B sont tous deux des sommes ( = 2 ...), on peut
i
méme se demander si cette &galité a lieu terme a terme

xi; = 2 x2. f'?2 pour tout i et pour tout k ? Ou, si ce n'est pas le
h

e XD

est—ce que

ih “"hk
cas, est—-ce que du moins les sommes sur 1 , ou les sommes sur k , sont

égales entre elles?

Enfin, au cas ol ces égalités ne seraient pas vraies en général,

dans quels cas particuliers le sont-elles?

5. Pour répondre & ces questions, le mieux est de commencer par é&tudier
un exemple. Nous avons pris p=m=2 pour X, q=n=3 pour Y .
Les bases orthonormées ont les propriétés suivantes : G est quelconque;
P et Q sont les facteurs principaux de X et Y respectivement; U
et V sont telles que h # k => uh._L.vk (condition d'"orthogonalité

mutuelle" encre les deux jeux de facteurs, qui est 1'une des conditions

imposées sur les facteurs canoniques).

G donnent pour B 1le méme résultat, comme 1'écrivent Miller et Ferr
(4), p. 318, ou seulement que les facteurs principaux donnent le méme
résultat que les facteurs canoniques? En tous cas, seule est vraie la
seconde de ces propositions.

4. La variance d'un facteur £}, peut &tre choisie arbitrairement fnous
1'avons prise égale a 1). La prendre égale a la variance expliquée par
f;, peut induire en erreur, mais ne change rien au raisonnement, o la
longueur de f n'intervient pas. D'ailleurs les projections des fy
ne sont pas orthogonales entre elles.
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Données artificielles :

o
o
-
(]
o

1 2
L o Z o o
v =] 5 5 v o= o 0 0 1 0
0o 2 o L o
V5 V5

o
o
o
o
—

(par rapport @ une certaine base orthonormée de 1l'espace somme);

2
= 0 o0
UeV = 5 1 s
0 7§ 0
2 1 4 3
5 /5 5 5
F = U X = F P = F
12 4 3
5 /5 5 5
1 2 2 // 1 2 2
3 3 3 3 3 3
1 - 2 1 2
4 -1 1 12 2
3/2 3/2 3/5/ 3 733
.8963  -.4207 .1394 Ay = 2.0413
Y = .9855 -.0648 -.1566 Q A, = .9115
.5162 .8545 .0567 A3 = .0472

(les matrices de passage sont les matrices de corrélations Fe<U , X°F ,

GV, YG et Y°Q );

8 4
, 2 15 3
- 25 - 8 1
X = | 1 Y-y = 5 1 3
25 4 1

9 9

.6079 .7068 .6833

.5104 .5495 .1333
(ces trois dernidres matrices ne sont pas utiles pour notre propos, mais
permettent de s'assurer que 1'exemple est "suffisamment quelconque'').

En calculant la matrice X°G , puis en élevant chacun de ses termes

au carré - ce que nous noterons (X*G), - on obtient la matrice des
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xii , dont on calcule ensuite les sommes des lignes et les sommes des co-
lonnes; le total est égal a3 p A . Ce calcul sera désigné par "X vers G
dir(ectement)" dans le tableau 1. On peut faire le méme calcul en rempla-
cant G par V ou par Q.

Le produit matriciel des matrices (X*F), et (F*G), donne la ma-

2 f'2

in fhk 0 dont on calcule ensuite les sommes des lignes et

trice des ) x
h

les sommes des colonnes; le total est égal 3 p B . Ce calcul sera dési-
gné par "X vers G via F". On peut faire le méme calcul en remplagant F

(= P)par U, ou G par V ou par Q.

On compare ensuite chaque calcul "indirect" au calcul '"direct"

correspondant (tableau 1).

On procéde ensuite de méme pour Y , ce qui donne une nouvelle

série d'exemples (tableau 2).

Les calculs ont &té faits en valeurs exactes tant que c'était pra-
ticable, puis & 4 décimales par défaut; ici les résultats sont arrondis

a deux décimales pour une meilleure lisibilité.

6. Outre le fait que A ne dépend ni de F nide G, ni B de G
(par définition), les tableaux 1 et 2 s'accordent & faire apparaitre les

résultats suivants

THEOREME 1

Si les bases F et G sont mutuellement orthogonales (h#k => fki_gk),
alors :

Pour tout 1 et pour tout Kk ,

r2 —_ 2 12
T %"%h Tk - 1)
Démonstration. fﬂk = fh'gk = 0 si h#k , de sorte que le second
- . ~ 2 12 1] 15 3 =
membre se réduit a X fkk . D'autre part, 1'équation X, g Xh fh
. . N ] = \ o 1
donne, par projection orthogonale sur & ¢ Xy z X fhk ; mais
cette somme, pour la méme raison, se réduit a Xik = X fék , d'od

1'égalité & démontrer.
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via :

dir.

via :
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vers .
v Q
.77 .01 .78 .61 .10 .07 | .78 .06 .00 .72 | .78
.16 .16 .32 27 .02 .02 | .32 .16 .08 .08 .32
.93 .17 1.10 .88 .12 .10 | 1.10 .22 .08 .80 | 1.10
77 .01 .78 .66 .07 .05 |[ .78 .09 .00 .69 .78
.16 .16 .32 .16 .08 .08 || .32 .09 .08 .15 .32
.93 .17 1.10 .82 .15 .13 || 1.10 .18 .08 .84 |[1.10
.47 .08 .55 .44 .06 .05 | .55 A1 .04 .40 .55
.47 .08 .55 .44 .06 .05 | .55 A1 .06 .40 .55
l.93 .17 110 |Lss .12 .10 | 1.10]| |22 .08 .80 | 1.10]
Tableau 1
vers
U P
46 .06 | .50 49 .01 | .50
.58 .05 | .63 62 .02 | .63
44 .03 |47 26 .21 | .47
1.45 .14 | 1.60 1.37 .23 | 1.60
46 .06 | .50 36 .13 |[ .50
.58 .05 | .63 47 .16 || .63
46 .03 | .47 36 .11 || .47
1.45 .14 | 1.60 1.19 .41 || 1.60
.56 .04 | .60 .54 .07 | .60
.66 .03 | .69 .65 .05 | .69
23 .07 | .30 18 .12 | .30
[1.45 .14 | 1.60] l1.36 .23 | 1.60]
.33 .06 | .39 25 .14 | .39
.36 .06 | .41 30 .12 | .4l
.33 .06 | .39 25 .14 | .39
1.01 .17 | 1.18 79 .39 | 1.18 Tableau 2
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THEOREME 2

57 la base F est celle des facteurs principaux, alors :

Pour tout k , et quel que soit G ,

r2. 2 12 . 2
Leie = 1) g, i (2)
7 7 h
Démonstration. Le second membre peut s'écrire z Ah féi , puisque
h
2 xih = Ah (he valeur propre de la matrice des corrélations X+X ).
i
D'autre part, si A est la matrice des 'saturations'" factorielles
(X = AF , avec EAa = A , matrice diagonale des valeurs propres),
o - . \l - ' = . = . .
on a X°G A (F*G) , c'est-a-dire X X8 E asy fh 8y
En prémultipliant X+¢G par sa transposée, il vient : (G*X)(X*G) =
= (G°*F) tA A (F°G) = (G*F) A (F*G) . En lisant les termes diagonaux
de cette équation matricielle, on a, pour tout k , 2 x!2 = Z A, £'2
1k h h "hk

d'ot 1'égalité a démontrer.
COROLLAIRES

1.1 S72 F est telle qu'il existe G avee h #k => fh_L gy > alors :
Pour tout 1 (et quelle que soit la base G' wutilisde pour calculer

effectivement ces quantités),
g1 = Ty g

(Sommer sur k 1'égalité (1).)

1.2 St F et G sont les bases des facteurs canoniques, alors A = B .

(Sommer sur k et sur i 1'égalité (1), et particulariser F et G .)

2.1 S F et G sont les bases des facteurs principaux, alors A = B .
(Sommer sur k 1'égalité (2), et particulariser G .)

2.2 La formule B donne avec les facteurs principaux le méme résultat
qu'avec les facteurs canoniques.

(Conséquence de 1.2 et 2.1, puisque A est invariant.)
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On obtient ainsi deux théorémes déja connus (1.2 et 2.2), mais
comme corollaires de deux théorémes plus forts, et avec des démonstra-

tions plus simples.

En revanche, quand F est quelconque, B peut ne pas €tre égal i
A , et le tableau 2 en donne un exemple (ot Y, X, G de l'exemple
jouent les rGles des X, Y , F de la théorie). Le tableau 1 ne con-
tient pas de tel exemple, parce que nous n'avons utilisé pour X que

des bases particuliéres (facteurs canoniques, facteurs principaux).

7. La conséquence pratique des considérations théoriques qui précédent
est qu'il ne semble pas y avoir de sens & utiliser B , ni sa décomposi-

tion en somme des contributions des facteurs du jeu "expliqué'", 3 savoir

B = ) [pve(®, £) x pve(f,, V)] ,
h

pour 1l'analyse de données bimultivariées.

Ce qui est important, c'est la proportion de variance de X expli-
quée par Y [ou inversement], c'est-3da-dire, par définition (§3), la moy-
enne des carrés des corrélations multiples. Celle-ci peut se calculer par
la formule A quelle que soit la méthode d'orthogonalisation utilisée,

5

alors que la formule B ne s'applique qu'aux facteurs canoniques > ou

principaux.

Si 1'on veut décomposer cette proportion de variance expliquée, il
paralt naturel de 1'analyser en somme des contributions des facteurs du
jeu "expliquant", non du jeu "expliqué" : en considérant Y comme expli-

quant X , on veut voir comment les facteurs de Y se partagent la tache
A = pve(X, Y) = Z pve (X, gk) .
k
Le fait important est que cette décomposition, elle aussi, est pos-

sible quelle que soit la méthode d'orthogonalisation, alors que la décom-

position de B a peu d'intérét puisqu'elle n'est possible que pour des

5. Ce que nous disons des facteurs canoniques s'applique en fait 3 tout
double jeu de facteurs mutuellement orthogonaux, seule hypothése utili-
sée dans le théoréme 1.
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facteurs qui ne sont guére interprétables, & savoir les facteurs canoni-
ques ou les facteugs principaux, mais non pas des facteurs Varimax ou

d'autres facteurs aprés rotation.

8. Notons d'ailleurs que dans le cas de 1'analyse canonique la "mau-
vaise" décomposition se trouve coincider avec la 'bonne" : les contribu-
tions des facteurs du jeu expliqué, pve(X, fg) X pve(fg, Y) , sont éga-

les & celles du jeu expliquant, pve(X, ) . On a en effet

8y
- o2 12 2
pve(xi, fg) X pve(fz, Y) X, !|f£|l Xio Ty oo
ol r, est la 2€ corrélation canonique, et d'autre part

= 12 = 2 12 = 2 2
pvelx;, gy) i E Xih The X1 g

(en utilisant le théoréme 1 et le fait que 0 si h# 2). En som-

£ =
h{
mant ces égalités sur 1 , on obtient la proposition & démontrer.

Cela signifie que, dans le cas particulier des facteurs canoniques,

1 . ~ e . . -

o Z xil ri ne doit pas @tre considéré comme la contribution de fg a
i

pve(X, Y) , mais comme la contribution de gy » OU du couple (fl; gz) .

Pour les autres méthodes d'orthogonalisation ol les facteurs des deux jeux

ne sont pas appariés, 1l'usage de décomposer pve(X, Y) par rapport & F ,

au lieu de G , résulte d'une mauvaise généralisation.

Méme dans le cas des facteurs principaux, oli on pourrait attendre
que les pve(X, fh) X pve(fh, Y) aient une signification, puisque leur
somme donne un r&sultat intrinséque, cette signification est trop compli-

quée pour &étrre intéressante dans la pratique.

9. A dire vrai, on n'a jamais cherché dans pve(X, fh) X pve(fh, Y)
quelque chose qui ait une signification, mais seulement une mesure pra-
tique de 1'importance d'un facteur par rapport a 1'autre jeu. On a remar-—
qué qu'en mesurant 1'importance d'un facteur par rapport 3 1l'autre jeu,

ou importance '"externe", par pve(f, Y) , et en cherchant le facteur qui
maximise cette quantité, on n'obtient pas une bonne mesure de 1'inter-
relation, ou ''chevauchement'" (overlap), entre X et Y - car un facteur
i forte pve(f, Y) a souvent peu d'importance "interne", c'est-a-dire de

faibles corrélations avec son propre jeu. On a donc suggéré de pondérer
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1'importance externe par l'importance interne, mesurée par pve(X, f).

Mais cette procédure n'est qu'un empldtre sur une jambe de bois,
car pve(fh, Y) = I!fﬂ]lz n'est méme pas une bonne mesure de 1'impor-
tance externe : elle peut €tre grande méme si les yj sont, dans leur

ensemble, mal corrélés avec f, , pourvu qu'il existe une combinaison

h
linéaire des yj qui soit proche de fh . Une bonne mesure serait
1 .
pve(Y, fh) = a 2 ||y3||2 , la moyenne des carrés des corrélations entre
h]

fh et les yj . Notons que c'est précisément la contribution de fh a

la redondance totale pve(Y, X) = X pve(Y, £ (cf. formule A 84).
h

I1 n'est donc pas étonnant que le produit pve(X, fz) X pve(fg, Y)

N,

soit sans intérét. Comme nous 1'avons vu, il est simplement &gal &
pve (X, gg) pour les facteurs canoniques (ou autres facteurs mutuellement
orthogonaux), de signification obscure pour les facteurs principaux, et

sans aucune signification pour d'autres facteurs.

En général, la redondance de X , étant donné Y , est définie dans
le cadre de la méthode des corrélations canoniques, et & 1l'aide de la
formule B , et ensuite seulement on signale que le résultat est iden-
tique 3 celui de la formule plus simple A . La raison de ce détour est
probablement historique : on s'est intéressé d'abord & la corrélation
canonique (au carré) pve(f,, Y) , qu'on a ensuite "corrigée" (§9) en un
indice de redondance pve(X, f;) X pve(f,, Y) , complété 3 son tour en

Z[pve(X, fl) X pve(fz, Yﬂ = B, formule justifiée a posteriori par le
2

théoréme B = A . Mais il est en tout point préférable de définir di-
rectement A , indépendamment de la méthode des corrélations canoniques,

et de reléguer B aux oubliettes.

10. En résumé, il semble recommandable, pour 1'analyse bimultivariée,
une fois extraits des facteurs orthogonaux, dere pas calculer la décompo-
sition de la formule B , mais de calculer les deux redondances totales

comme

pve(Y, X) = ) pve(Y, fh) s
h
pve(X, Y) = ) pve(X, gk) .

k
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Ces calculs donnent comme résultat intermédiaire 1'importance

externe des facteurs,

pve(Y, f,) Z i o
j
2
pve(X, gk) = g Xik ’

tandis que leur importance interne est donnée par

pve (X, fh) = Z Xih ,
i
_ 2
pve(¥, g) = 1 vy

I1 ne semble pas que cela ait un sens de multiplier 1'importance externe
par l'importance interne : il est plus clair de les garder séparées.

Cette procédure laisse libre de choisir la méthode d'orthogonalisa-

-

tion qui parait le mieux convenir au probléme considéré.

11. Effectuons ces calculs, pour notre exemple, dans le cas des facteurs

principaux ( F et G sont donc ici les P et Q du § 4).

I1 faut calculer pour cela les sommes des colonnes des matrices
(X*F), , (¥Y*G); , (Y*F), , (X*G), (notation définie § 5), et diviser

ces sommes par p (= 2) ou par q (= 3) selon le cas (tableau 3).

12. La remarque faite ci-dessus § 9 au sujet de pve(f, Y) nous améne
a une autre remarque au sujet de 1'analyse canonique en général. On a
remarqué que cette méthode, maximisant pve(f, Y) et pve(g, X) , ne
donne généralement pas des facteurs interprétables et utiles (4, p. 314).
La raison n'en est pas qu'il s'agit d'une "maximisation purement mathé-
matique” (ibid.) : une maximisation est toujours purement mathématique
par nature, et pourtant elle peut donner des résultats interprétables ou
utiles si le critére & maximiser est bien choisi. Les raisons sont plutst
celles—ci : 1° un facteur ne peut pas maximiser a la fois un critére
d'importance interne et un facteur d'importance externe, de sorte qu'un

facteur canonique n'a aucune raison d'@tre un facteur important dans son
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X

Second jeu

Facteurs Facteurs
£, £ g1 82 83
Indices d'importance interne
.64 .36 .80 .18 .02
.64 .36 .97 .00 .02
1.28 .72 2 .27 .73 .00
64 .36 1 2.04 .91 .05 3
.68 .30 .02 1
pve(X, f.)
pve (v, gk)
Indices d'importance externe
.49 .01 .61 .10 .07
.62 .02 .27 .02 .02
$26 .21 .88 .12 .10 1.10
1.37 .23 | 1.60 44 .06 .05 | .55
.46 .08 .53
pve(X, g) pve(X, Y)
pve(Y, fh) pve(Y, X)

Tableau 3
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propre jeu; 2% pve(f, Y) est un mauvais critére d'importance externe,
de sorte qu'un facteur canonique a peu de raisons d'@tre un facteur im-

portant par rapport & l'autre jeu.

C'est pourquoi 1'objectif méme de l'analyse canonique serait mieux
servi par une méthode maximisant pve(Y, f) au lieu de pve(f, Y) 6,
C'est justement ce que propose van den Wollenberg (5, 6), et qu'il appelle
"analyse de redondance'. Cet auteur maximise la 'redondance", non pas
sous la forme pve(Y, gz) X pve(g%, X) - ce qui ne conduirait & rien
puisque cette formule n'a de sens que si g est un facteur canonique
ou un facteur principal -~ mais sous la forme pve(Y, fQ) . Cette méthode
ne donne pas des facteurs mutuellement orthogonaux (5); mais on peut,
aprés n'avoir gardé que les facteurs dont la contribution est importante,

effectuer une analyse canonique sur les dimensions retenues (6).

I1 semble bien que le meilleur emploi de 1'analyse canonique soit
seulement comme complément d'une autre méthode. Le premier pas serait de
choisir les dimensions qui expliquent un maximum de variance, soit dans
leur propre jeu (analyse en composante; principales), soit dans 1'autre
jeu (analyse de redondance au sens de van den Wollenberg), selon qu'on
veut des facteurs dont 1'importance soit interne ou externe. Le second
pas serait de transformer par rotation ces facteurs en d'autres mieux
interprétables, ce qui peut se faire par des méthodes telles que les ro-
tations Varimax, et peut-@tre aussi 1'analyse canonique, cette derniére
méthode ayant 1'avantage (au moins pratique) de donner peu de corrélations

non nulles entre les facteurs des deux jeux.

6. Cette remarque ne s'applique pas 4 1'analyse factorielle discriminante
(considérée comme un cas particulier de 1'analyse canonique). Dans cette
méthode, en effet, on cherche une fonction de X qui soit aussi proche
que possible d'une fonction constante sur les classes, ce qui correspond
bien & maximiser la corrélation canonique.



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)
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