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Math. Sei. hum. (14° année, n° 56, 1976, p.47-62)

DISTANCE DEFINIE PAR UNE APPLICATION MONOTONE
SUR UN TREILLIS

G. GRIMONPREZ *
J. Cl. VAN DORPET

Lors du Colloque de Marseille Luminy (1973), sur la Théorie de
1'Information, J. Kampe de Feriet [11] expose les concepts de base de
1'information et présente une excellente synthése des différentes théories
généralisant la Théorie de 1'Information telle que la congurent Wiener et
Shannon en 1948, i partir de la notion de probabilité; deux directions

axiomatiques sont essentiellement apparues

L'étude de la mesure d'information, notée I(A) , fournie par
la réalisation d'un événement A ; 1l'espace de travail est (,S) ,
ol § est une classe de parties de Q (souvent, il s'agit de P(Q));
cette axiomatique a été développée essentiellement par J. Kampe de Feriet
et B. Forte.

L'étude de la mesure d'information, notée H(m) , fournie par une
expérience (ou partition m); 1l'espace de référence est alors l'ensemble
des partitions définies sur un ensemble donné. Cette axiomatique a fait
1l'objet de nombreux travaux (en particulier de la part de B.Forte et

N. Pintacuda).

D'autres espaces de référence furent ultérieurement choisis pour

définir une information :

Une classe C de propositions ayant une structure de treillis

*¥1.U.T. Université des Sciences et Techniques de Lille-I, département
Informatique, Villeneuve d'Asq.
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complet orthocomplété, utilisée par J. Sallantin pour appliquer la théorie

généralisée de 1'information & la mécanique quantigue.

Le treillis des préordres que G. Comyn et J. Losfeld [3] wutili-

sérent pour appliquer la Théorie de 1'Information & 1'analyse des données.

Afin d'unifier toutes ces définitions d'informations, J. Losfeld
définit une mesure d'information généralisée sur un ensemble partielle-
ment ordonné [12] et montra que la structure d'ensemble privilégiée pour

la définition d'une information était celle de treillis.

En essayant de retrouver certains résultats informationnels fonda-
mentaux de la Théorie des Questionnaires [6] , nous avons été amenés, &
partir d'une mesure d'information généralisée J au sens de J. Losfeld,
définie sur un ensemble partiellement ordonné T , & introduire la notion
de bilan en information [7] . Nous en avons déduit, entre autres, une
distance en information, ainsi qu'une application notée JR , appelée
information de ressemblance, qui généralise la notion d'information mutuel-
le 3 un treillis T quelconque ([81,[9]1). L'ensemble de ces résultats
est une conséquence directe de l'axiome de monotonicité de J . Il permet

en particulier d'apporter des solutions & certains problémes d'analyse

des données du type suivant

"Déterminer un critére qui quantifie la valeur de l'information

qu'un résumé apporte sur la totalité des données initiales".

Ceci nous a amenés & étudier les propriétés intrinséques des appli-

cations monotones définies sur T et & valeurs dans R u {+o} [9]

Nous montrons que des notions introduites résulte naturellement la
définition d'une quasi-métrique sur T , dont nous déduisons une métrique

lorsque l1l'application v est strictement monotone.

L'introduction d'hypothéses particuliéres sur v permet de donner
des expressions explicites de cette métrique. Nous retrouvons notamment
la distance habituelle sur les treillis modulaires lorsque v est une

valuation strictement croissante.
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Les propriétés de la métrique que nous introduisons dans cet article
ont permis son utilisation, lorsque l'application v est une mesure d'in-
formation généralisée, 4 la réalisation d'algorithmes en taxinomie numéri-
que, notamment pour la détermination de "classes homogénes" de bactéries,

et la construction de questionnaires sur ces classes [10].

Certains des résultats présentés ici ont été repris depuis dans le
cadre des demi-treillis et ont permis, lorsque l'application v est une

graduation, de caractériser la semi-modularité dans les demi-treillis [4]

£131].

I.- RESULTATS GENERAUX

Soit T wun treillis dont la relation d'ordre est notée < ; nous appel-
lons séquence d'éléments comparables de longueur n eIN de (T,<) (en
abrégé s.e.c.), une séquence notée [Xi]g de n+1 éléments de T telle

que, pour tout i =0,1,...,n~-1 , on ait [T] :

Xx. < X. ou X. > X.
1 1+1 1 1+1

Soit Vv wune application monotone de T dans R u {+®} , que nous
supposerons décroissante, i.e. telle que, pour tout (x,y) e T x T ,
x <y implique v(x) = v(y) . Nous donnerons, par la suite, les résul-

tats duaux lorsque v est supposée croissante dans R u {+»} .

Notons v(x/y) 1'application de T x T dans R u {+o} définie

par :

]
X
"
>
<<:
I
=
%
0
[
=
d
A
+
8

v(x/y)

"
=
X
wn
'..-l
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i
n
+
8

v(x/y)
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Soit I 1'ensemble des indices d'une s.e.c. [xi]g donnée

=
]

{ie€ lei+1 < xi}

H
1]

{i e I|xi < X.

Pour toute s.e.c., nous définissons [T]

+ n
A ([Xi]O) = .2 . |V(Xi+1/xi)|
1el
- n
A ([x15) = ) _ |v(x;/%; )]
1eT
n + n - n
(1) A([Xi]O) =A ([Xi]O) + A ([xi]O)

+ - B .. - .
A", A , A sont des quantités finies ou non, positives ou nulles, et si

+ - . P . ..
A et A ne prennent pas simultanément des valeurs i1nfiniles, elles
vérifient
(2) vix ) - vix

_ a7t ny _ -~ n
O) = A ([xilo) A ([xi]O)

Cette quantité, finie ou non, peut &tre positive, négative ou nulle.

Etant donnés deux éléments quelconques x et y de T , 1l est
‘naturel de considérer l'ensemble de toutes les s.e.c. reliant x ad y .

Nous noterons C(C(x,y) cet ensemble : il n'est jamais vide.

Notons de plus Ck(X,y) 1l'ensemble des s.e.c. de longueur k

reliant x a y .

Parmi les éléments de C(x,y) , nous nous proposons d'étudier ceux

o s » + - .
qui minimisent les quantités A , A ou A. On montre facilement que

I.1.— PROPOSITION.
Etant donnés deux éléments x et y de T tels que

vi(x) . v(y) <+ o, C1 et 02 deux s.e.c. reliant x & y ,

les inégalités suivantes sont équivalentes
q

A(c,) s A(cy) <= A+(C1) < A+(C2) <~ AT(C
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DEMONSTRATION.

+ -
, A et

Par hypoth8se, v(x) et v(y) prennent des valeurs finies; A
A prennent alors simultanément des valeurs finies ou infinies. Le cas

« s e L o . > 42 + -

infini é&tant trivial, considérons que A , A et A prennent des valeurs

finies.

Supposons que A(C1) < A(C2)

Par définition : alc,) = A+(C1) + A (c.)
Ac,) = A+(C2) +87(c,)
v(c,) = a%(c,) - a7(c,) = v(y) - v(x) = AT(c,) - AT(cy) = V(c,)
A(C1) < A(Ce)
+ - + -
= A (01) + A (01) + A (c1) - A (01)
V(C1) = V(Ce)
+ - + -
<A (02) + A (02) + A (cg) - A (c2)

soit A+(C1) < A+(02)

On montre, de manié€re analogue que :

) £ A(c.) = A(c,) < A(C

+
( 1 2 1

A*(c,) < A+(02) — A (C

o)

En raison de la proposition précédente, nous dirons que C e C(x,y)
est v-minimale si et seulemént si elle minimise 1'une quelcongue des

ez + -
quantités A, A ou A .

Pour tout (x,y) de T x T , notons alors :

st(x,y) = 1ot aT(0)
CeC(x,y)

§ (x,y) = Inf A (C)
CeC(x,y)

8(x,y) = Inf  A(C)

CeC(x,y)
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I.2.- PROPOSITION.

4 o oas
a) L'application 8§ de T x T dans R est une quasi-distance
sur T [2]
b) Si x<y, 8(x,y)=v(x) - v(y) pour tout (x,y) € T x T

‘

o + - . .
¢) Les quantités & et § sont des applications de T x T

—+ . . .
dans IR vérifiant les propriétés suivantes

[}

. 6+(x,x) 8§ (x,x) = 0 pour tout x e T

. 6+(x,y) = 6§ (y,x) pour tout (x,y) ¢ T x T

+ Y S RP . v e o e .
. 86 et § vérifient 1'inégalité triangulaire

d) De plus, st et & vérifient :

(1) v(y) - v(x) = 8 (x,y) - 6 (x,5)
pour tout (x,y) de T x T tel que v(x).v(y) < + &

(i1) 8(x,y) = 8 (x,y) + § (x,3) .

DEMONSTRATION.
a) & est une quasi-distance sur T , c'est-d-dire

. 6(x,x) =0 . Il suffit de considérer la s.e.c. de longueur O

formée de 1'élément x .

. 6(x,y) = 8(y,x) . Cette égalité résulte immédiatement de la

remarque suivante :

A toute s.e.c. C = (xO = X,XqseesX = y) correspond une s.e.c.

C reliant y a x :

Ql
It

(y0=y’y1=xn_1 3 e ayn=xozx)

et 1'on a :
c) , A(c) = A(C)

8(x,y) < 8(x,z) + 8(z,y)

Soient [Xi]g une s.e.c. quelconque reliant x & 2z , [yi]g

une s.e.c. quelconque reliant z & y .
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La s.e.c. C = (XO’X1""’Xn = yO’YT""’ym) relie x a y

S(x,y) < A(C) = 8(Tx, 1) + A(Ly, 1)

IA

= §(x,y) < 8(x,2) + 8(z,x)

IA

b) Ce résultat est évident.

P4 . L Pd e £ + -
c) Les démonstrations des propriétés des quantités 6 et ¢

sont analogues aux d€monstrations précédentes.

d) (i) résulte de 1'égalité (2) et de la proposition I-1.

(ii) vient directement de (1) et de I-1.

En raison de la proposition précédente, 1'égalité &(x,y) =0

n'entraine pas toujours x =y . Cependant, on montre que

Etant donné un treillis T fini, T, = {x e T|v(x) < + »}, une
condition nécessaire et suffisante pour que la restriction de
1'application & & l'ensemble des couples (x,y) de Ty x Ty
définisse une distance est que l'application v soit strictement
monotone.(L'application v est dite strictement honotone décrois-
sante (resp. croissante) si x <y implique v(x) > v(y) (resp.

v(x) < v(y))).

IT.- HYPOTHESES H.

I1 est clair, lorsque le treillis T est fini, qu'il existe au moins

une s.e.c. v-minimale entre deux éléments x et y donnés de T ,

ce quil n'est pas toujours le cas si T est quelconque. Dans le cas fini,
nous pouvons mettre en oeuvre un algorithme de type Branch et Bound [5]
permettant d'obtenir toutes les s.e.c. v-minimales reliant x a y ,

ce qui nous donne la possibilité de calculer les quantiéés 6+(x,y) .

§ (x,y) , 6&(x,y). (Remarquons que la connaissance d'une seule s.e.c.

v-minimale permet de déterminer toutes ces gquantités).

Cet algorithme n'offre cependant qu'un intérét relatif, étant donné
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qu'il nécessite des temps d'exécution importants; aussi avons-nous été
amenés [7] lorsque le treillis T est quelconque (fini ou infini), &
introduire des hypoth&ses particuliéres sur v permettant d'obtenir des
expressions explicites des quantités s* , 8§ et & utilisables direc-

tement au niveau des applications.

Etant donnés deux €léments x et y de t tels que
v(x) . viy) < 4+ o | Ce(x,y) l'ensenmble des s.e.c. de longueur 2 reliant
x 84 y , il est clair que la valeur minimale de la gquantité A (C) pour

toutes les s.e.c. de C2(x,y) est égale 3

i.e. Inf(vix A y) - viy) , vix) - v(x vy))
Inf(v(x/y) , vix/x vy))
si v(x) . viy) < 4+
c'est-a-dire que, pour les s.e.c. de longueur 2 reliant x a4 y , une
s.e.c. v-minimale est de la forme (x,x v y,y) notée Cv(x,y) ou de

la forme (x,x A y,y) notée C (x,y) . Ceci nous améne & introduire les

A
hypothéses suivantes sur le treillis (T,<)

HO : ¥ (x,y) e TxT , vix)+ viy) =vixay)+vixvy)
HI @ ¥ (x,y) e TxT , vi(x)+viy)>vixay)+vixvy)
H2 @ ¥ (x,y) e TxT , vix) +v(y) cvixay) +vixvy)
I1I-1.- THEOREME

Une condition nécessaire et suffisante pour gque, pour tout couple
(x,y) de T xT , la s.e.c. CA(x,y) = (x,Xx A ¥,y) soit
v-minimale, est que v vérifie l'hypothése H1 ; soit encore :

vix A y) - v(x)

AT (e (x,y))

(1) v vérifie H1 <= § (x,y) R

<= 6§ (x,y) A‘(CA(X,Y)) vix A y) - viy)

<= §(x,y) = 2vix A y) - vix) - v(y)
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On montre de méme les égquivalences suivantes :

v vérifie H2

viy) - v(x v y)

Ce==> Gf(x,y) 3 A+(CV(X,Y))

> § (x,y) = A—(Cv(x,y))

v(x) - v(x Vv y)

<= §(x,y) = v(x) + v(y) - 2v(x v y)

v vérifie HO

= §T(xy) = a%(C, (xy)) = 87(C, (xy)) = v(x A y) - v(x)

v(y) = v(x v y)

1l

<> 8 (x,5) = & (C, (x,5)) = & (C,(x,y)) = v(x Ay) - v(y)

vix) - v(x vy)

== §(x,y) = vix Ay) - vixvy)

Si 1'on suppose Vv monotone croissante, il vient alors :

v vérifie H1

= 8 (x,y) = A+(Cv(x,y)) vix vy) - vix)

il

i

<= § (x,y) = A(C (x,¥)) = v(x vy) - v(y)

<> 8(x,y) = 2v(x v y) - v(x) - v(y)

v vérifie H2

> 8 (x,y) = A+(CA(x,y)) = v(y) - vix A y)
= §(x,) =A € xy)) =v(x) - vixAry)
<=> §(x,y) = v(x) + v(y) - 2v(x A y)

v vérifie HO

— §'(x,y) = A+(Cv(xay)) = A+(CA(x,y))

vix v y) - v(x)

viy) - vix A y)

- 2v(x Ay) - vix) - v(y) = v(x) + v(y) - 2v(x v y)



56

= 6§ (x,y) = A (C,(xy)) =28 (C (x,5)) = v(xVvy) - viy)

v(x) - vix A y)

vix vy)-vixAy)

<=> §(x,y)
ov(x v y) - vix) - v(y)

vix) + viy) - 2v(x A y)

DEMONSTRATION.

Nous allons démontrer (1), les démonstrations &tant analogues pour les

autres résultats.

. CONDITION NECESSAIRE

¥ (x,y) e TxT , ¥CeClx,y): A (CA(x,y)) < AT (C)

Prenons C = (x,x V y,y) : A (C) = v(x) - v(x vV y)

d'oll vix Ay) - vily) £ v(x) -vixVvy) c.q.f.d.

CONDITION SUFFISANTE

si x est égal & y , le probléme est résolu.
soit x différent de vy :

nous dirons qu'une s.e.c. [xi]g e C(x,y) est sans cycle si

¥ (i,j) ¢ {0,1,...,n} x {0,1,...,n} , 1 #73 ,

1 .
l'on a : X; # Xj

elle sera dite alternée si

)
)

¥i1=0,...,n-2 : (x. € x. , = X,

>
i 1+1 +1 © Fi+2

ou X. =2 X. = X. <
( 1 1+1 1+1

*i+2
Etant donnée une s.e.c. C reliant x & y , il existe une s.e,c.
unique, sans cycle et alternée, c =’[Xi]8 construite d partir de
C et telle que

¥i=0,...,n~1 : X5 # X
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¥i=0,...,n"2 : (xi < X.,, => X.,, > X

1+1 1+1 1+2

ou X. > X. => X. < X.
( 1 1+1 1+1 1+2

-~

Nous n'utiliserons plus, désormais, que des s.e.c. du type C

La démonstration s'effectue par récurrence sur la longueur de la
s.e.c. reliant x 4 y .

I1 est facile de montrer que A—(CA(x,y)) < A (C) pour toute s.e.c.
appartenant 3 C1(x,y) ou Cg(x,y).

Soit C une s.e.c. de longueur 3 reliant x & y : C ¢ C3(x,y)
C = (x,z,t,y) avec (x <z ,2z21t ,t<y)
ou (x2z,z<t,tz=2y)

Supposons que (x <z , 2z 22t ,t <y )

t<y=>xAt <xAYy
= v(x At) 2vixAy)

v décroissante

A(c, (xy)) = vix ay) - v(y) < vix at) - viy)

IN

vix A t) - v(t) + v(t) - v(y)
v vérifie H1 =>v(x A t) - v(t) <€ v(x) - v(x v t)

A—(CA(x,y)) vix) - vix v t) + v(t) - viy)

IA

x Vvt = v(z) <vixvt)

N
v

ce qui donne

A (c,(x,y)) < v(x) - v(z) + v(t) - v(y) =4 (C)

On montre, de la méme manifre, que si C est de la forme
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alors

A"(cA(x,y)) < A (C)

Ainsi, A_(CA(X,y)) < A (C) pour toute s.e.c. C appartenant
3 C3(x,y).

Supposons maintenant que, pour tout couple (x,y) de T x T , et

pour toute s.e.c. C € Cn (x,y) , A—(CA(x,y)) < A (C)

-1
Soit [Xijg une s.e.c. de longueur n reliant x & y .

L'hypothése de récurrence entralne

A7(C, (x,x ) € A (%157

- Ny _ ,— n-1 - [}
D700 = 87k 02T+ 87(C)
ol C' est définie par la séquence (Xn—1’xn) , d'ol :

A ([x,15) 2 A7(C, (x,x _,)) + a7(c") = A™(C")

~

od C" est définie par la séquence (x,x A Xn-1’Xn—1’y)'

Le résultat sur les s.e.c. de longueur 3 entralne

A‘([xi]g) > A7(C") 2 AT(c, (x,5) c.q.f.d.

I1 vient alors

Etant donné un treillis T quelconque, T, = {x € T|v(x) < + =},

si v vérifie 1l'une des hypothéses HO, H1, H2, une condition
nécessaire et suffisante pour que la restriction de § & 1l'ensemble
des couples (x,y) de TO p'e TO définisse une distance est que
1'application v soit strictement monotone.

IIT.- DISTANCES SUR T.

Les hypothéses H nous permettent d'obtenir des expressions explicites

., . + - .. . .
des quantités ¢ , 6 et &§ utilisables directement au niveau des



applications.

Suivant le sens des variations de

v(ix).v(y) <+ ®

de & , 6 et

2
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v et 1'hypothése H retenue, lorsque

nous résumons dans le tableau III-1 les expressions

S

v H st §” 8
vix vy) - v(x) ) vixvy) - viy)
HO = = vix vy) - vixAay)
' viy) - vix Ay) | v(x) - v(x Ay)
2v(x v y)
1 vix vy)-vix) | vixVvy)-viy)
- v(y) - v(x)
v(x) + v(y)
f o | ) - vxay) | v - vixoay)
- 2v(x A y)
vix Ay) - v(x) vix Ay) - viy)
HO = = v(ix Ay) = vixVvy)
viy) - vix vy) | v(x) - vixvVvy)
2vix A y) = v(x)
1 vix Ay) = vix) | vixAy) - viy)
- v(y)
v(x) - v(y)
Ho v(y) - vixvy) | v(x) - v(xVvy)
- 2v(x v y)

1égende

) v crolssante

N\g v décroissante

L'expression 6&(x,y) = vix vy) - v(x A y)

lorsque

v

est croissante et vérifie HO,

TABLEAU III-1

tirée du tableau III-1,
est la quasi-distance

(resp. distance) définie sur les treillis , v #&tant alors une
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valuation croissante (resp. strictement croissante), c'est-d-dire

une application définie sur T , & valeurs réelles, vérifiant les

conditions
vix vy)+vixay)=vix)+ viy)
x <y = v(x) < viy) (resp. v(x) < v(y))

Nous savons [1] [2] qu'il y a équivalence entre les treillis modulaires

et les treillis & valuation strictement croissante.

Par contre, les hypothéses H1 et H2 n'entrainent aucune structure par-~
ticuliére sur T , ni la modularité, ni la semi-modularité. Sur les exemples
suivants, nous définissons
sur le treillis caractéristique des treillis non modulaires, des
applications monotones vérifiant 1'une des hypothéses H1 ou

H2 (les chiffres des sommets représentent les valeurs de v).

10 15

sur des treillis, respectivement semi-modulaire inférieurement,
semi-modulaire supérieurement, non semi-modulaire, des applica=
tions monotones v vérifiant &galement 1'une quelconque des

hypothéses H1 ou H2 .

0 0 0

/
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IV.- REMARQUES

Soit v une application quelconque de T dans TR

A toute s.e.c. [Xijg , nous pouvons associer la quantité suivante
n n
A([Xi]O) = .z Iv(xi) - V(Xi-1>l
1=1 '
Notons
§(x,y) = Inf  A(C)

CeC(x,y)

+ e e e s
On montre que 1l'application § de T x T dans IR ainsi définie est

une quasi-distance, c'est-d-dire une application vérifiant

8(x,x) =0 ¥xeT
8(x,y) = 8(y,x) ¥ (x,y) e TxT
8(x,y) < 8(x,z) + 8(z,y) (inégalité triangulaire)

¥ (x,y,2) e TxTxT

De plus, si le treillis T est fini, une condition suffisante pour que

§ soit une distance est que v soit injective.

. Dans [14] (théoréme 2.1.), Boorman et Oliver &tablissent 1'équivalence
suivante : si v est strictement crpissante sur un treillis T, v vérifie
1'hypothése H2 si et seulement si d(x,y) = v(x) + v(y) - 2v(xXAy) est une
distance. On peut obtenir facilement ce résultat de maniére directe.
Mais ces auteurs démontrent indirectement la condition nécessaire en
montrant que si v vérifie H2, on a d(x,y) = 8§(x,y). Ce dernier résultat
correspond 3 la condition suffisante du théoréme de ce papier. Boorman
et Oliver en donnent une idée de démonstration élégante sans toutefois
donner une démonstration explicite ; & noter qu'ils appellent
supervaluation une application v vérifiant H2 et que cette définition

ainsi que certains résultats sont repris dans [15].
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