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Math. Sci. hum. (13° année, n°51, 1975, p.47-50)

UNE REMARQUE SUR L'ALGORITHME DE DUCAMP POUR LA RECHERCHE
DE TOUS LES ORDRES TOTAUX CONTENANT UN ORDRE PARTIEL

*
M. CHEIN

A. Ducamp a proposé dans [D] un algorithme permettant d'obtenir tous les
ordres totaux, sur un ensemble fini X, contenant un ordre partiel U sur X.
Nous montrons ici que cet algorithme ne s'applique pas pour certains ordres.
Ce sont les ordres dont le graphe de Hasse est un multiparti complet ayant
au plus deux sommets de méme rang (et au moins un rang avec deux sommets).
Cependant on peut déterminer facilement pour ces ordres l'ensemble des ordres
totaux qui le contiennent. '
1. ALGORITHME DE DUCAMP
Nous rappelons dans ce paragraphe des résultats de [D].
Soit G = (X,U) le graphe d'un ordre strict et G, = (X,UO) le graphe de Hasse
*x - (XD

0
associé . Le graphe d'incomparabilité associé a G est le graphe G

I
défini par :

(x’Y) €I &= (x,Y) ¢vu et (y’x) ¢ U
ainsi G; est un graphe symétrique.
si D est 1'ensemble des graphes partiels antisymétriques maximaux de GI’
1'ensemble Q des ordres totaux plus grands que G est €gal 3 1l'ensemble des

graphes sans circuit G+ D ot D € D .

Pour déterminer ces graphes, Ducamp procéde de la maniére suivante :

I1 choisit (X,DO) € D et associe i chaque arc u,, i=1,2,...,m, de DO’

une variable booléenne a;. On a ainsi une bijection entre 1'ensemble D

* Institut de Programmation - Université Paris-VI
** clegt-a-dire le graphe de la relation de couverture associée & ll'ordre.
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et 1'ensemble de m—uplets booléens (ui €D > a, = .

I1 cherche ensuite tous les circuits de longueur 3 de (X,U + I), soient
T1s0,s¢e+,0, cCeS circuits. Comme il est immédiat de v@rifier que tout circuit
de (X,U + I) contient au moins deux arcs de I, on peut associer i oy le
mondme booléen m, produit des variables associés aux arcs de I N 0. La
variable est sous forme directe si l'arc est dans DO’ sous forme

complémentée autrement.

A chacune des solutions de 1'équation booléenne :
q

P

n V mi =0,
. i
i=1
correspond un graphe de  mais, contrairement 3 ce qu'affirme Ducamp, la
réciproque est fausse. En effet, il est impossible d'obtenir une &quation

telle que (1) pour certains graphes.

Exeggle :

G=(X,U) 6,=(X,1I) G+ G

G + GI n'a aucun circuit de longueur 3, on ne peut donc pas lui associer une

8quation telle que (1) et Q n'est jamais vide.

2. ETUDE DES CAS DEFECTUEUX
L'algorithme de Ducamp ne donnera donc aucun résultat exclusivement dans le
cas ol G est tel que : G + GI soit sans circuit de longueur > 3 .
I1 est tré&s facile de caractériser ces graphes. Rappelons comment on obtient
la partition fondamentale associée 3 un graphe sans circuit G = (X,U).
([R], T.1, p.328). S(G) représente l'ensemble des sources de G c'est-3-dire :
S(G) = {x€X|Vy€ZX, (y,x) € U}, Si Y= X on note G(X - Y) le sous-
graphe de G engendré par X - Y, on pose alors :

X(0) =58(6) ; X(1) = S(G(X - X(0))) ;5 ...

X(i) = s(6X - U X)) ;5 ...
jei

On notera X(p) la derniére partie non vide. Deux sommets sont dits de méme

rang 1 s'ils appartiennent 3 X(i). Il est immédiat de vérifier que
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{X(0) ,X(1),...,X(p)} est une partition de X et que X(i) est un stable de G.

Si G = (X,U) est un graphe sans circuit tel que :

p-1

X(i) x X(L + 1) ,

(w]
]
< |

i=0

G est dit multiparti complet.

PROPRIETE 1

Si G est le graphe d'un ordre, G, son graphe de Hasse et GI son graphe

0
d'incomparabilité alors G + GI n'a aucun circuit de longueur > 3 si et
seulement si G0 est un multiparti complet ayant au plus deux sommets de méme

rang.

Notons {X(0),X(1),...,X(p)} la partition fondamentale des sommets de GO.

Si G0 est un multiparti complet avec |X(i)| <2, i=0,...,0, alors dans

G + GI on n'a pas d'arc (x,y) avec x € X(i), y € X(j) et i > j. Donc

les sommets d'un circuit quelconque de G + Gy sont dans une méme classe X(i),
il y en a donc au plus 2,

Réciproquement, supposons que G + GI n'ait pas de circuit de longueur > 3

alors IX(i)I < 2, car G, contient le graphe complet symétrique ayant X(i)

pour ensemble de sommet:, ceci quel que soit i = 0,1,...,p.

De plus, supposons que x € X(i), y € X(i+1), (x,y) € U(GO). (y,x) ne pouvant
étre dans U(GO) c'est que (x,y) et (y,x) sont des arcs de GI'

Or, on a un sommet z € X(i), avec (z,y) € U(GO) on a donc un circuit de
longueur 3 dans G + GI t (xzyx.

Cette remarque n'affaiblit pas 1'intérét de 1'algorithme de Ducamp car si
G0 est un multiparti complet dans tout ordre total T contenant G on devra
avoir x 1y, V x € X(1) V y € X(i+1). Comme les X(i) sont des stables, on

peut mettre les sommets de méme rang dans n'importe quel ordre, ainsi :

PROPRIETE 2
Si G est le graphe d'un ordre ayant pour graphe de Hasse GO un multiparti

‘complet de partition fondamentale X(0), X(1),...,X(p), G a

z |X(i)| ! ordres totaux qui le contiennent et qui sont obtenus en
i=0
prenant dans un ordre total quelconque les sommets de X(0), puis ceux de X(1),

vve, jusqu'd ceux de X(p).
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De plus, si 1'on s'intéresse exclusivement & la détermination de la
dimension d'un ordre dont le graphe de Hasse est un multiparti complet il
est inutile d'utiliser la propriété 2, car un tel graphe est de dimension <2.
En effet, considérons un ordre total T plus grand que G la propriété 2

entraine que cet ordre peut s'écrire T = o Tl,...,Tp , ol T, est un ordre
Toigeresl ol T. est l'ordre
o 1 *p ? i

est un ordre total plus grand que Get G =1 N 1',

ali

total sur X(i). Si nous considérons 1'=

dual de 1., T'
1
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