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Math. Sci. hum. (13° année, n°49, 1975, p. 5-27)

ETUDE DES QUESTIONNAIRES PAR L'ANALYSE DES CORRESPONDANCES
MODIFICATION DU CODAGE DES QUESTIONS OU DE LEUR NOMBRE
ET STABILITE DE L'ANALYSE

par

* k%
B. ESCOFIER et B, LEROUX

L'analyse des correspondances est souvent utilisée dans le traite-
ment des résultats d'un questionnaire et cette méthode s'est révélée particu-

-~

liérement efficace a condition de prendre certaines précautions en codant les
données. Le plus souvent il est préférable d'associer a chaque question un
ensemble de modalités de réponses s'excluant mutuellement, chaque individu
devant choisir une des modalités et une seule. On construit alors un tableau
de correspondance entre l'ensemble I des individus interrogés et l'ensemble J
des modalités de réponses a toutes les questions, en codant ki' =1 si 1'in-
dividu i a choisi la modalité j et zéro sinon., Les données sont alors sous

forme "disjonctive compléte.

La plupart des questionnaires se prétent 4 ce type de codage :, par
exemple, dans le cas de questions n'admettant que les réponses oui et non, on
code deux modalités de réponses pour chaque question, 1'une associée au oui,
et 1'autre au non. Quand une question correspond i une variable continue,
(par exemple 1'dge), on la partitionne en quelques classes ; on appelle alors
modalité de réponse, chacune de ces classes, Ce codage trés souple permet de

méler variables logiques et quantitatives.

L'analyse de données de ce type a des propriétés particuliéres
intéressantes qu'il est utile de connaltre pour le traitement et l'interpré-
tation des résultats, Nous rappelons briévement ces propriétés dans le

premier paragraphe.

L'étude de variables quantitatives par ce codage pose immédiate-

ment le probléme du choix du nombre de classes et son influence sur les
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facteurs. La multiplication du nombre de classes permet de décrire plus fine-
ment la variable mais n'est pas sans inconvénient : la taille du tableau aug-
mente, l'effectif dans chaque classe diminue et les résultats deviennent sou-

vent difficilement interprétables,

Dans cet article, nous avons étudié ce probléme. Nous montrons que
lorsque le nombre de questions est grand, et que la valeur propre associée
au facteur est bien séparée des autres, alors le regroupement de modalités
d'une question perturbe peu le facteur. Mais le plus souvent, les facteurs
peuvent changer et méme disparaltre, Le codage est un probléme délicat mais
trés important : deux codages apparemment proches peuvent donner des résul-

tats d'analyse différents.

Un autre probléme se pose souvent au niveau de l'interprétation :
il peut apparaltre, dans une analyse, une question peu homogéne aux autres
ou bien d'inertie prédominante pour un facteur. On fait souvent une nouvelle
analyse en la supprimant afin de mesurer son influence sur la détermination
des facteurs. Les résultats présentés ici permettent dans certains cas d'as-
surer la stabilité des facteurs et donc d'é@viter une autre analyse. Nous
traitons plus particuliérement des questions 3 deux modalités de réponses,
la connaissance de leur position par rapport aux axes factoriels, permet en

effet d'affiner considérablement les résultats.,

L'influence sur les facteurs de l'adjonction d'une ou plusieurs
questions se pose souvent. Dans certains cas, les réponses a ces questions
n'étaient pas disponibles au moment de 1'analyse, ou bien elles n'ont pas
été traitées pour diminuer la taille du tableau 3 analyser ou parce qu'elles

paraissaient peu homogénes aux autres.

Nous &tudions aussi ce probléme et nous pouvons dans certains cas,
assurer la stabilité des facteurs ; les questions a deux modalités de répon-
ses mises en éléments supplémentaires font 1'objet d'une &étude particuliére

dont les résultats semblent trés intéressants,

Enfin, dans un dernier paragraphe, nous rappelons des résultats
. P, . P n
relatifs aux é€léments propres de deux endomorphismes symétriques de R,
A et C = A+ B, résultats que nous utilisons dans les paragraphes précédents

(démontrés en [5] et [6]).
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1 - PROPRIETES DE L'ANALYSE DES QUESTIONNAIRES MIS SOUS FORME DISJONCTIVE
compratE [1] et [3]
1-0 : Notations

s . .. I
RI désigne l'espace vectoriel des mesures sur l'ensemble fini I, R

celui des fonctions sur I. A

I -~~~ k.. ==~ "-1 p = card (Q)

On note kIJ la correspondance définie sur I x J, J est divisé en
une suite Q de sous-ensembles g (ou questions). Les nombres kij sont égaux

a zéro ou un. On note k., = Z

K, .
ier ™

Les données étant sous forme disjonctive compléte

Vie I, ¥geQ ) kyy =1
j€q

z k,. = card(Q) =p

jeg ™I

Vg &€Q 2‘ kj = card(I) = n
jeq

et

1 L k5 =op

ie1 jeg

Désignons par fi le profil de 1'élément je& J : f% = {kij/kjl i€ 1}

En analyse des correspondances on définit le nuage
N(J) = {(f%, fj = kj/np) Ijecﬂ-dans l'espace vectoriel RI muni de

II ii! i
la métrique M (m = Gi' n)

1-1 : Distance du x2 entre 1'élément de J

Soit X l'ensemble des individus ayant choisi la modalité de réponse j



et Y l'ensemble des individus ayant choisi la modalité de réponse j',
X A Y la différence symétrique entre X et Y, alors la distance du chi-deux

entre j et j' est :

card(X A Y)
card (X) xcard (¥)

2., .
d (3,3"') = n x

Dans le cas particulier ou j et j' s'excluent mutuellement, par
exemple j et j' sont deux modalités de réponses d'une méme question, alors
2,. . 1 1
d”(3,3") =n —+ —)
k. k.,
J J
Si g désigne le centre de gravité du nuage d2(j,g) = EB-— 1

J
la distance augmente avec la rareté de la réponse.

1-2 : Distance du x2 entre éléments de I

d2(i,i') = Z {%— l j € {modalités de réponses choisies par i et

n
P J

non par i'}}

1-3 : Barycentre des réponses & une méme question

k. ki. 1
vaeo I ogtgtegos )
J€ 3 €

q .
Autrement dit, les modalités de réponses d'une méme question ont le

méme barycentre que N(J). Cette propriété se conservant en projection, pour

chaque espace factoriel, les modalités de réponses d'une méme question ont

donc leur barycentre & l'origine. En particulier si q a deux modalités de

. + - L T
réponses q et q , elles sont alignées avec le centre de gravité du nuage.

1-4: Inertie des éléments de J (questions)

n -k,
Vj € J on a : In(j) = ‘;E‘—l

ol In(j) désigne l'inertie de j, cette inertie est d'autant plus



faible que la modalité de réponse est souvent choisie.
Pour une question, on a :

- fcard(q) - 1]
p

- In(@) = ) 1In(3j)
jeq

Si toutes les questions ont le méme nombre de modalités de réponses,

alors elles ont toutes méme inertie. Dans le cas ou les p questions g n'ont

que deux modalités de réponses, In(q) = %
Vs . card J .
- l'inertie du nuage In(J) = ———Er—-- 1, elle vaut (r-1) si toutes

les questions ont r modalités de réponses, et 1 si elles n'en ont que deux.

1-5 : Equivalence entre l'analyse I x J et celles des correspondances

I x I et J x J déduite de la correspondance I x J

De la correspondance I x J, on déduit une correspondance S17

symétrique sur J X J telle que :

Vi € J vi'ed s.., = ) . k..,
JJ jer 1 13
Alors Sjj' est le nombre d'individus qui ont choisi simultanément les

modalités de réponses j et j'.

Tout facteur sur J de la correspondance I x J associé a la valeur pro-
L oos 2
pre ¢ est facteur de la correspondance J X J associé a la valeur propre ¢ et

réciproquement. L'analyse d'un tableau mis sous forme disjonctive compléte est

donc équivalente & celle d'un tableau de fréquences.

De méme, l'analyse de la correspondance symétrique tII définie sur

I x I par
LI
Vi€ I Vi'€ 1 t.., = ) S N e |
ii . k.
J€dJ ]

est identique a celle de la correspondance I x J. Ce dernier résultat

est d'ailleurs valable pour toute correspondance.
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1-6 : Analyse de la sous—correspondance I X ¢ associée a une guestion

Etudions la correspondance qu entre l'ensemble des individus et

l'ensemble des modalités de réponses de la question . La correspondance
symétrique q x g déduite (cf. § 1-5) est diagonale puisque les modalités
de réponses d'une méme question s'excluent deux & deux. Les éléments diago-
naux sont égaux a kj’ nombre d'individus ayant choisi la modalité de répon-
se J.

Si la question g a r modalités de réponses, alors la correspondance

~

I x g a (r-1) valeurs propres égales & un et les autres sont nulles.

2 - AJOUT (ET SUPPRESSION) D'UNE QUESTION : CAS GENERAL

Dans ce paragraphe, on compare les résultats de l'analyse I x J
a ceux de l'analyse I x (JUqa), a, désigne la question ajoutée et r le

nombre de ses modalités de réponses.

Dans le cas des questionnaires mis sous forme disjonctive compléte,

la distribution marginale sur I est uniforme, les nuages N(J) et N(JUqa) et

N(g_) ont donc méme centre de gravité et induisent sur RI la méme métrique
IT
M

2- 1 : Formes quadratiques d'inertie

Les trois nuages N(J), N(JUqa) et N(qa) ayant méme centre de gravité,
on peut comparer les facteurs non triviaux de ces nuages par l'étude de leur

forme quadratique d'inertie autour de 1l'origine, notées respectivement SII'

TII et RII.
On rappelle que Sii' = Z kij ki,j/(np x kj)
jed
. - P 1
ona: Tryr =+n) 11 YD o

Les facteurs (et leur inertie) des nuages N (J), N(JUqa) et N(qa)

iI IT
I M oT et M o RII'

. 1= IT
sont respectivement les éléments propres de M oS 1T

I
applications M 1—symétriques.



On peut donc appliquer les résultats relatifs a la somme de deux
endomorphismes symétriques (cf. § 5-2). On désigne respectivement par o,

T et p les valeurs propres de MoS, MoT et MoR, rangées par ordre décroissant.

2-2 : Comparaison des valeurs propres des correspondances I X J et

I x (JUga)

La question q, ayant r modalités de réponses, le nuage N(qa) a (r-1)
valeurs propres égales & un, les autres étant nulles, on a donc Py = 1 et

pn = 0. On obtient donc

Pour les valeurs propres g de I x J et 1 de I x (JUqa), p étant le

nombre de dquestions, qa exclue, on a :

p jo) 1
Vs € ]n] o+l Os < Ts < pt1 Os + ol

Pour les taux d'inertie notés taux (J) et taux (JUqa) extraits par

les s premiers facteurs des nuages N(J) et N(JUqa) :

J- -
card P taux (J) < taux (JUqa) < card J-p taux (J) +
cardJ+x- (p+1) cardJ+r-(p+1)
s

cardd+xr- (pt+1)

r-1 ,
si s > r-1

cardJ+r- (p+1)

Si les questions ont toutes le méme nombre r de modalités de réponses

on a :
—s i < r-1
(r-1) (pt1) S-S & ¢
B £
Vs € ]nJ B+1 taux (J) < taux(JUqa) < p+1 taux (J) + 1

sis > r-1
p + 1)
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Remargue

On ne peut conclure sur le sens de variation des valeurs propres et
des taux d'inertie quand on ajoute une question. Naturellement, si le nombre p
de questions est grand les valeurs propres et les taux d'inertie seront peu

modifiés

II-3 : Comparaison des facteurs sur I des correspondances I x J et

I x (Juq.)

Pour comparer deux a deux les facteurs des correspondances I X J et

I X (JUqa), on étudie leur angle dans RI muni de la métrique M-1. Le cosinus
de cet angle n'est autre que la corrélation entre les facteurs, plus l'angle
est petit, plus la corrélation est proche de un. Mais il n'est pas suffisant
de comparer les facteurs deux a deux. En effet, si deux valeurs propres sont
voisines, les facteurs associés sont peu stables, ils peuvent s'échanger,
mais souvent le plan qu'ils engendrent ne varie pas. Dans certains cas, on ne
peut assurer la stabilité d'un facteur, il est alors intéressant d'examiner
celle d'un sous-espace qui le contient. Pour cela nous étudions l'écart entre
deux sous-espaces de RI engendrés par des facteurs de méme rang. On mesure
cet écart par l'angle maximum entre un vecteur de l'un et sa projection or-
thogonale sur 1l'autre [§ 5—1]. Le cosinus de cet angle minore la corrélation
multiple entre un facteur de 1l'un de ces deux sous-espaces et ceux engendrant
l'autre. Plus l'angle est petit, plus les deux sous-espaces factoriels sont
proches. Pour mesurer la stabilité d'un sous-espace on cherche la borne supé-

rieure de cet angle, pour cela on applique les résultats du § 5-2.

- l'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par les s premiers fac-

teurs sur I des nuages N (J) et N(JUqa) est tel que

; 1 m
Si 0g= 0,y 5 alors 6 < 7 et sin 20 < 1
p(os-qs+1)
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- l'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par lesfacteurs de

rang s, s+1, ... , s + £ est tel que
Si 6p 2 1 avec § = inf{ (cs_1 - os),(cs+£—os+£+1)

1
2p§ -1

Alors sin 6 g

Pour comparer les facteurs deux a deux il suffit de poser £ = O
dans la formule précédente.

Ces majorations sont d'autant plus petites que les valeurs propres
de l'espace factoriel considéré sont bien séparées des autres et que le nom-

bre de questions est grand.

2-4 : Ajout de plusieurs questions

On généralise immédiatement les résultats du paragraphe précédent
au cas de l'ajout d'un nombre quelconque Py de questions. Pour les valeurs

propres, on a :

P 2
Vse]n] —2 5 < 1. g =B P —
P+p, s s P+p, S P+p,

L'angle 6 entre les soys-espaces invariants engendrés par les s

premiers facteurs est tel que :

e

Pa

Sio -o0 2 a alors 6 < et sin 20 <

m
+
s s+1 jo) 4 p(os"°s+1)

L'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par les facteurs de rang

S, «.. , stf est tel que :
Pa
si 8p 2 p, avec § = 1nf((os_1 - Os)’(°s+£_°s+£+1)) Alors sinbg 201

2-5 : Suppression d'une question

Etudions maintenant les perturbations des résultats de l'analyse pro-

voqués par la suppression d'une question q,-
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De maniére analogue au paragraphe précédent, on compare les valeurs

propres (0) de l'analyse ol la question q, @ été supprimée a celles (1) de

l'analyse des p+l1 questions :

pt1 . _ 1 p+l
Vse]rﬂ 5 TS P < os < D Ts
Soit 6 l'angle entre les sous-espaces engendrés par les s premiers
facteurs des correspondances I X J et I X (JUqa) :
1 m 1

< — in 20 <
s TS+1 o+l alors 6 7 est sin

(pt+1) (TS—T )

s+1
Remarquons que ces résultats se déduisent de ceux du paragraphe pré-

cédent en remplagant 0 par T et p par p+l.

2-6 : Commentaires

Les bornes obtenues ci-dessus pour l'angle entre les sous-espaces
engendrés par les premiers facteurs sont optima ; elles peuvent étre attein-
tes. Ceci montre bien que, lorsque les valeurs propres sont peu séparées ou
que le nombre de questions ajoutées ou retirées n'est pas trés inférieur a
celui des questions analysées, les perturbations sur les facteurs peuvent
devenir trés importantes. Ceci a souvent été constaté en pratique ; en par-
ticulier, la suppression de questions peut entrainer la disparition compléte
d'un facteur. Les tableaux de données mis sous forme disjonctive compléte sont

sensibles aux modifications du nombre de questions étudiées.

Sans informations supplémentaires sur les questions ajoutées ou reti-
rées, on ne peut obtenir de meilleures majorations. Cependant, lorsque ces
questions sont & deux modalités de réponses, on connait, (ou on peut calculer
facilement) leurs positions par rapport aux axes factoriels ; Ce probléme
fait 1l'objet du paragraphe suivant : on précisera la variation des facteurs

et on améliorera considérablement les bornes.
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3 - AJOUT (ET RETRAIT) D'UNE QUESTION A DEUX MODALITES DE REPONSES q; et qa
Les résultats précédents s'appliquent évidemment & ce cas particulier,
mais on peut obtenir des majorations beaucoup plus fines en utilisant les car-
rés des corrélations de la question avec chaque axe factoriel. Ils sont cal-
culés dans les programmes d'analyse des correspondances. Pour les éléments
intervenant dans l'analyse et pour ceux mis en éléments supplémentaires, ils
sont égaux aux contributions relatives de la question au facteur. Lorsqu'on
retire une question, on connait donc toujours ces coefficients, par contre si

on l'ajoute, il faut qu'elle ait été étudiée en élément de poids nul.

Nous avons vu au § 1, que q
les deux modalités de réponses sont
alignées avec le centre de gravité du

axe factoriel
nuage et que la correspondance

- + ' ' centre de rang s
I x {qa’ qa} n'a qu'une valeur _ de gravité

propre non nulle.

+ -
La forme quadratique d'inertie du sous-nuage {qa, qa}, par rapport

au centre de gravité, est de rang 1, l'angle de son vecteur propre avec cha-

+ -—
que facteur est donné par la contribution relative de q, ouq, a ce facteur.

Nous pouvons donc appliquer les résultats du § 5-3 & la somme

(p+1) MOT = p MoS + MoR puisque MoR est de rang un.

Soit @S (resp. ws) l'angle entre la question a, et le sous-espace

factoriel correspondant aux s plus grandes valeurs propres de la correspondan-

ce I x J (resp. I X (JUg_)), alors cos2® (resp. coszw ) est égal & la somme
a s s

des contributions relatives de q, aux s premiers facteurs de I x J (resp.

I X (JUqa)).

3 -1 : Comparaison des valeurs propres de I X J et I X (JUqa)

Nous étudions les perturbations provoquées sur les valeurs propres

de I X J par l'adjonction de la gquestion g
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Entre les valeurs propres 0 de I X J et 7 de I X (JUqa), p étant le
nombre de questions (qa exclue), on a les relations

2

sin ¢
: P s-1
vs € ]n], s #1 : —P—P+1 O STy S T 9t T

Pour la somme des s premiéres valeurs propres, on a :

S S S
vs €] n] EET '21 @+ —7= < ] v <R '210' » L
i= = i=

(Cette inégalité permet en particulier de comparer T et 01).

Pour les taux d'inertie notés taux (J) et taux (JUqa) extraits par

les s premiers facteurs, on a :

2

cos ¢
card J " P oux (J) + < tamx (JUq )< <ard J°p y ux (J) + —b——
cardd-p+1 cardJd-p+1 cardJ-p+1 cardJ-p+1

Si chaque question a deux modalités de réponses, la formule se simpli-

fie :
2
cos @S 1
;ET taux (J) + —_E:T__' < taux (JUqa) < SET taux (J) + EIT

De maniére analogue, on étudie les perturbations diies au retrait de la

question q., on a par exemple :

2
cos Y
Vse]n] -Et—l—-l_- _—"ESG < P+_11_-
p s p s® p s

Commentaires

Quand on étudie l'ajout d'une nouvelle question & l'analyse, la con-

naissance de ses contributions relatives aux facteurs, permet d'améliorer les

résultats du § 2-2, d'autant plus que ¢s— est plus petit. Les valeurs pro-

1

pres diminuent dés que sin2¢s_ < ogr en particulier si la question a appar-

1

tient au sous-espace factoriel correspondant aux s premiers facteurs, les va-
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leurs propres de rang supérieur sont multipliées par p/ (p+1) . En général, on

ne peut déterminer le sens de variation des taux d'inertie, cependant si Qs
2 . . .

est petit, plus précisément si cos ¢s > taux(J), le taux d'inertie extrait

par les s premiers facteurs augmente.

De méme, quand on supprime une question de 1l'analyse, les résultats

N 2
du § 2 -5 sont améliorés. Les valeurs propres augmentent dés que cos ws est
inférieur a Ty # si la question ajoutée est orthogonale au sous-espace asso-
cié aux s premiers facteurs, les valeurs propres de rang supérieur sont mul-

tipliées par le coefficient (p+1)/p.

3.2 : Comparaison des facteurs sur I des correspondances I X J et I x(JUqa)

Pour l'ajout d'une question les résultats du § 2-3 sont améliorés.

L'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par les s premiers facteurs sur

I des nuages N(J) et N(JUqa), p étant le nombre de questions (qa exclue),
est tel que :

sin 2¢
S

. 1 s
si O os+1 > D alors 6 < 2 et tg 26 g

- +
p(os cs+1) cos 2¢S

L'angle ® entre les sous-espaces engendrés par les facteurs de

rang S,..., st de I x J et I X(JUqa), ® désignant l'angle entre q, et

le sous-espace factoriel associé & I X J, est tel que

. . ) ) 12
si & = inf {(Gs_1 Os)'(os+£ °s+2+1)} > 5 sin Qs-l

sin & cos &

alors sin 6 <

. 2
pS - sin Qs—l

De méme, dans l'étude du retrait d'une question, on a pour les

sous-espaces correspondant aux s premiers facteurs :

in2
sin fﬁ,

(P+1)(Ts

si T -7 > 2 alors 0 <
pt

e

et tg 20 g

“Tert) 008 2
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Cos 6
]
N 4
2
0,95
]
0,90}
1,2
1,1
1,05
0,85
101
0,804
Cosz(o question ajoutde
s 050 025
Cos?y s question supprimée
(/] 0,25 0,50 0,75
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Pour les sous-espaces intermédiaires, on obtient,

1 2
. = inf _ _ —
si § =inf { (1__, T (T = Toppet) } > cos™ y_. p
p+l
alors sin 6 g sin ¥ gos L
+1) §-
(p+1) §-cos ¢s+£
Commentaires

Avec les résultats du paragraphe précédent, il était rare de
pouvoir assurer la stabilité des facteurs, alors qu'en utilisant les corré-
lations de la question ajoutée avec les axes factoriels, on peut trés fré-

quemment le faire et donc éviter de nouvelles analyses.

Les courbes ci-jointes donnent en fonction des contributions
relatives de la question ajoutée (0052 @S)ou retirée(cos2 Ws) la borne du
cosinus de l'angle entre les sous-espaces associés aux s plus grandes va-
leurs propres des deux correspondances pour quelques valeurs d'un paramétre

_ - _ .
[b(cs 0s+1) pour l'ajout et (p+1)('rs TS+1) pour le retraltJ .

Les minimas de ces courbes correspondent aux majorations du paragraphe 2.
Ces courbes présentent un pic, d'autant plus aigu que la valeur du paramétre
est plus petite. Sauf & l'intérieur d'un trés petit intervalle, les corréla-
tions permettent d'améliorer notablement les résultats précédents et donc

d'assurer la stabilité des facteurs.

Les faisceaux de courbes correspondant & l'ajout et au retrait

se déduisent 1'un de l'autre par symétrie par rapport & la droite

2 2
cos ¢s = cos ws = %-. On les a donc figurés sur le méme graphique en

=

. . 2 . 2
tracant deux axes horizontaux, l'un associé 48 cos” ® et l'autre &8 cos Y .
¢ s s

On constate que, dans le cas de l'ajout d'une question qa, le
sous-espace factoriel étudié ne varie pas du tout si qa en est proche
2
(si cos @s >1/2 , cos © est encore supérieur & 0,925 quand le paramétre

vaut 1,01 , alors que son minimum est 0,767). Si la question qa est dans



1l'orthogonal du sous-espace factoriel étudié, celui-ci ne varie pas non plus,

mais cette stabilité est détruite dés que l'on s'en éloigne un peu.

Dans le cas de la suppression d'une question, la situation est

inversée, la stabilité est plus durable quand la question qa est au voisi-

nage de l'orthogonal du sous-espace é€tudié que lorsqu'elle en est proche.

Pour les facteurs de méme rang, (ou, plus généralement, pour les
sous-espaces factoriels intermédiaires), nos majorations montrent que si
la question ajoutée ou retirée est proche de 1l'axe factoriel (sin ¢ ou
sin ¥ proche de zéro) ou lui est presque orthogonale (cos ¢ ou cos ¥ proche

de zéro), le facteur est stable.

Les majorations données pour les sous-espaces intermédiaires
peuvent évidemment s'appliquer aux sous-espaces associés aux plus grandes
valeurs propres. Les bornes obtenues sont moins bonnes mais les conditions
d'application étant moins strictes, on est parfois amené & les utiliser .
Elles permettent en particulier d'affirmer que le sous-espace est toujours

fixe quand il contient la question qa ou lui est orthogonal.

4 - REGROUPEMENT DE PLUSIEURS MODALITES DE REPONSES D'UNE QUESTION

On se propose ici d'étudier les modifications des résultats de
1'analyse des correspondances dues au regroupement de plusieurs modalités
de réponses Jc d'une méme question en une modalité notée ¢. On dira qu'un
individu a choisi cette modalité c s'il a choisi 1l'une des modalités regrou-
pées. De la correspondance sur I X J on déduit ainsi une correspondance
entre I et C l'ensemble des nouvelles modalités de réponses. Dans le tableau
de correspondance, cela revient & remplacer les colonnes représentant les

modailités a regrouper par une seule colonne é€gale a leur somme.

La correspondance I X C est du méme type que la correspondance
I x J : le tableau associé ne comprend que des O et des 1 et est sous forme

disjonctive compléte.
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Pour simplifier, nous étudions le cas ol l'on regroupe les moda-
lités d'une seule question, la généralisation & plusieurs questions est

immédiate.

Ceci est un cas particulier du probléme du regroupement en classes
pour une correspondance guelconque, que nous avons déja traité [ 5 I. D'aprés
le théoréme de Huyghens, la forme quadratique d'inertie TII du nuage N(J)
est la somme de la forme quadratique d'inertie SII du nuage N(C) et de celle
du sous nuage N(Jc) par rapport a son centre de gravité. L'analyse de N(J)
et de N(C) se fait dans le méme espace euclidien RI muni de la métrique MII,

les facteurs et leur inertie sont les éléments propres de MIIoTII et de
II
M oSII respectivement. ©n pourra appliquer les résultats relatifs a la

somme de deux endomorphismes symétriques [cf. § 5—2] a la somme :

II II II
= +
M (o} TII M (o} SII M .o RII

Montrons que les valeurs propres de MoR sont nulles ou égales & 1/p.

soit I ={i liex, = kg = 1}
jed

Le support du sous-nuage N(Jc) est contenu dans RI C RI , MOR
c

est donc nul en dehors de ce support. De plus, l'analyse de la correspon-

=

dance Ic X Jc est celle d'une question a card (JC) modalités de réponses
exclusives, elle admet donc (cf. § 1-6) card Jc - 1 valeurs propres égales
4 un, les autres sont nulles. Or la forme quadratique des moments d'inertie

du nuage N(JC), associé a la correspondance Ic X Jc est X R,

card Ic
. 1 . PO
le centre de gravité du nuage est {x, = ——— |1 E’Ic} , la métrique
card Ic
card I
associée est donc égale & ———— M . Les valeurs propres de

card I
C

——L—n -~
n M ° card Ic R sont égales & un (ou nulles), par

conséquent celles de MoOR sont égales a,l-ou nulles.

o]
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4.1 : Comparaison des valeurs propres des correspondances I x J et I x C

Pour les valeurs propres de I x J et I x C, p étant le nombre de
questions, on a :
Vs € ] n ] o £T_§0 +*l
s s¥7s p
Pour les taux d'inertie, notés taux(J) et taux(C) extraits par

les s premiers facteurs des nuages N(J) et N(C) :

card J -1
c

card J -1
taux (C) x 1 - —— < taux (J) £ taux(C) x 1 - <

card J - p card J - p
S - si s<cardJd -1
card J-p c
+
card J -1
c

— i > J -1
card J-p si s card c

Remargues

Le regroupement de plusieurs modalités de réponses, comme tout
regroupement en classes, diminue les valeurs propres. Le nombre de modalités
regroupées n'intervient pas. Si le nombre p de questions est grand, le
regroupement de modalités d'une question diminue peu les valeurs propres.
Mais si on a effectué des regroupements dans les p questions, entre les

valeurs propres T de I X J et 0 de I X C, on a :

Et on ne peut rien conclure de plus ; il en est de méme pour le sens de

variation des taux d'inertie extraits par les s premiers facteurs.

4.2 : Comparaison des facteurs sur I des correspondances I X J et I X C

- L'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par les s premiers
facteurs sur I des nuages N(J) et N(C) est tel que

s o -a > 1
pO‘SCS+1

m .
< = <
s s+l alors 6 2 et sin 20 g

ol
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- L'angle 0 entre les sous-espaces engendrés par les facteurs
de rang s, s+1,....., s+ est tel que

}

si dp 21 avec 6§ = inf {(Gs_l - Os)’(°s+£ - cs+£+1)

1
2pé - 1

alors sinf® <

4.3 : Regroupements de modalités pour plusieurs questions

On généralise immédiatement les résultats précédents dans le
cas ou l'on effectue des regroupements dans un nombre quelconque p' de

questions.

Pour les valeurs propres, on a :

Yse]n] o <t <o +&

L'angle 6 entre les sous-espaces engendrés par les s premiers

facteurs est tel que :

)

et sin 20 § ~—E—x
o -0

p( s s )

alors 0

10)]
'J
Q
1
Q
AY
el o]
A
N E]

+1

Commentaires

Les majorations obtenues sont d'autant plus petites que les
valeurs propres de l'espace factoriel considéré sont bien séparées des
autres et que le nombre de questions modifiées est petit par rapport au
nombre total de questions, Remarquons que, le nombre de modalités regrou-
pées dans une question n'intervient pas dans les majorations, et que les

derniéres sont identiques & celles obtenues dans l'étude de l'ajout ou du

retrait d'une question. BElles sont optimales, on peut donc en conclure
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que le regroupement de modalités d'une question peut entrainer une pertur-
bation de l'analyse aussi importante que sa suppression. Ces bornes permettent
trés rarement de conclure a la stabilité des facteurs ; ce phénoméne n'est
pas surprenant puisque nous avons déja montré [ 5 ] que l'analyse des cor-
respondances est peu perturbée, seulement si les éléments regroupés sont
proches. Or des modalités s'excluant mutuellement ne sont jamais proches
(cf. § 1.1). Les tableaux de données mis sous forme disjonctive compléte
sont donc sensibles aux regroupements de modalités de réponses. Cependant,
il ne faut pas en conclure qu'il est nécessaire de multiplier le nombre de
modalités de réponses, cette pratique risquant de faire apparaitre des fac-
teurs parasites. On remarque de plus que si, des regroupements sont effec-
tués dans toutes les questions, tous les facteurs peuvent changer, dans

certains cas ils peuvent méme disparaitre (voir par exemple [ 2 ] page 21).

5 - RAPPELS : COMPARAISON DES ELEMENTS PROPRES DE DEUX ENDOMORPHISMES
SYMETRIQUES

5.1 : Définition : Soit ég un espace euclidien de dimension n. Soient
E et F deux sous-espaces de é? ayant méme dimension, on appelle
angle entre E et F l'angle maximum entre un vecteur de l'un et

sa projection orthogonale sur l'autre.

(Pour définir la position entre deux sous-espaces, voir [ 4 ]).

5.2 : Comparaison des éléments propres des endomorphismes symétrigues

A et C = A+B I 5 I

Soient A, B, C trois endomorphismes symétriques de éﬁe tels
que C = A+B, dont les valeurs propres respectives spnt notées GS, Bs et Ys

et rangées par ordre décroissant. Alors :

5.2.1 : Comparaison des_valeurs propres

- Vseln]l o +8 sy sa +8
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n

|
<L
®
o
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Mo
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2
™0
Q
+
I M0
™

1

5.2.2 : Comparaison des sous-espaces invariants

- Soit 6 l'angle entre les deux sous-espaces engendrés respec-

tivement par les r premiers vecteurs propres de A et C.

, alors 6 < z et sin 20 <

S1 Bl - Bn < ar - e 4 a -ao

r+1

cette borne est optimale.

- Soit 6 l'angle entre les deux sous-espaces engendrés respec-

tivement par les vecteurs propres de rang k,..., kt£ de A et C :

S8 - B < S =inf o g - O, - )]
B1 - Bn

on a sin 6
25—(81-Bn)

5.3 : Comparaison des éléments propres des endomorphismes symétriques

A et C = A+B, avec B de rang un [ 6 1

Soient A, B, C trois endomorphismes symétriques de éf' avec

C = A+B et B de rang un et non négative.

Notons [ zZ ] la direction propre de B associée & la valeur
propre non nulle, WS (resp. Qs) l'angle entre [ Z ] et le sous-espace engen-

dré par les s premiers vecteurs propres de C (resp. A). On a :

5.3.1 : ggggara}ggg des valeurs propres

2
- (Vs e,]n]) Yo B cos Ws o g Ys

s 5 s
(Vs e:ln]) E Yi‘BCOS ‘Pss E o
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IN

2
- : < < [0} < O + i (I)
(V; 1 <s £ n) vy §oa + 8sin” @,

s s 9
- (V; e,]n]) i Yy € ilai + B cos Qs

- Soit 9 1l'angle entre les deux sous-espaces engendrés respec-

tivement par les r premiers vecteurs propres de A et C.

- B sin 2 ws
si Yy =Y > B alors 06 < — et tg 26 g
S s+1 4 Y -Y ,-Bcos2 ¢
s s+l ]
- B sin 2 ¢s
i - > 6 < — 0 <
si o Gs+1 B alors 2 et tg 2

o -0 + 2
s s+l Beos ¢s

Ces deux bornes sont optimales.

- Soit @ 1l'angle entre les sous-espaces invariants de C et A

associés aux valeurs propres de rang s,...,s+f . Soit ¥ (resp. ®) l'angle

entre [Z]

et ce sous-espace invariant de C (resp. A), on a :

. . 2
- Si 6§ = inf {(Ys_1 - YS), (Ys+£ - Ys+£+1)} > Bcos Ws+£

B sin y cos Y

sin 6 g

2
6-B cos ¢s+£

: — 2 - -— 3 2
- 8i 6§ =inf {(a_, -o),la_,p )} > B sin” ¢

Ys+L+1 s-1

B sin ¢ cos ¢

sin § <

2
6-B sin ¢s_1
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