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DEUX MÉTHODES LINÉAIRES
EN STATISTIQUE MULTIDIMENSIONNELLE (2)

ANALYSE DES TABLEAUX DE CORRESPONDANCES

par
C. DENIAU et G. OPPENHEIM

RÉSUMÉ

Ce texte constitue la suite de l’article "Deux méthodes linéaires en statistique multidimensionnelle " paru dans
le n° 44 de cette revue. Nous nous intéressons ici aux tableaux d’effectifs. La théorie du paragraphe 1.2 est appli-
quée pour obtenir les résultats : détermination des composantes et axes principaux, construction des graphiques,
indices, analyses conjointes des deux nuages associés au tableau des données.

On insiste sur quelques difficultés courantes de l’interprétation des résultats.
Plusieurs problèmes dont certains méthodologiques sont effleurés : codages, rotations des axes,

symétrie de deux ensembles, etc.

SUMMARY

This article is a follow-up to the article entitled, « Two linear methods in multi-dimensional statistics », which

appeared in No. 44 of this journal. Here we are interested in contingency tables. The theory of paragraph 1.2
is applied in order to obtain the following results : determination of components and principal axes, construction
of graphs, indices, joint analysis of two clusters associated with tables of data.

One insists on some current difficulties in interpreting results.
There are many problems where certain methodologies are merely touched upon : coding, rotation of axes,

symmetry of two sets, etc.

1. INTRODUCTION ET EXEMPLE

1.1. INTRODUCTION

Ce texte constitue la suite de l’article « Deux méthodes d’analyse factorielle 1 » paru dans cette revue

(nO 44). Les notions utiles et le problème à résoudre sont ceux des § 0 et 2 du précédent article. Dans ce qui
suit nous particularisons les définitions au cas des tableaux de correspondances. Tous les résultats du § 2
sont applicables ici ; dans la plupart des cas, il sera suffisant de spécifier quelques définitions et de laisser
au lecteur le soin de déduire les différentes propriétés dont aucune démonstration ne présente de difficultés
importantes. Nous suivrons le plus souvent ce chemin, nous attachant à mettre en évidence les écueils.

1. Les références à des paragraphes de cet article sont précédées de 1.
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D’après J.-M. Faverge [15] les principes de cette méthode d’analyse de tableaux d’effectifs datent
de 1950, Guttman [161. D’autre part en 1952 C. Hayashi [17] et [18] a développé l’étude des tableaux de
correspondances et introduit certaines représentations graphiques. ,

Un développement systématique a été réalisé en France par J.-P. Benzécri [11] permettant d’épurer
les méthodes anciennes des hypothèses inoffensives ou inutiles en faisant mieux apparaître le cadre linéaire,
et non probabiliste de la méthode. De plus la réalisation et la diffusion de programmes d’ordinateur a rendu
possible l’utilisation de la méthode dans un grand nombre de disciplines.

1.2. EXEMPLE D’ANALYSE DES CORRESPONDANCES

La courte illustration qui va suivre est tirée de l’Etude de la composition par âges de 141 villes touristiques du
littoral français [13], auquel on se rapportera pour le détail des tableaux de données, des résultats, des inter-
prétations, des discussions méthodologiques et du choix des villes ; ces éléments trop nombreux et trop
volumineux ne peuvent trouver place dans cet exemple.

a) Les données : Chacune de ces 141 villes touristiques littorales (V.T.L.) est décrite par sa composition
par âge. Pour chaque sexe le recensement de 1968 nous donne des classes dont l’amplitude est 5 ans (0 à 5 ans,
5 ans à 10 ans, etc.), et une classe pour les plus de 75 ans. Par abus de langage on parlera de 32 classes d’âges
(16 classes d’âges par sexe).

i) Ainsi à chacune des 141 V.T.L. est associée une suite de 32 nombres entiers positifs ou nuls. Chaque
nombre est l’effectif de la population masculine ou féminine d’une classe d’âge de cette ville. Le profil (ou
description) d’une ville est la distribution des fréquences des 32 classes d’âges de cette ville.

ii) A chacune des 32 classes d’âges est associée une suite de 141 nombres entiers positifs ou nuls ;
pour une classe chaque nombre est l’effectif de cette classe d’âge dans une des 141 villes. Le profil (ou des-
cription) d’une classe d’âge est la distribution des fréquences des 141 villes pour cette classe.

b) L’analyse : Les tableaux et graphiques sont les suivants :

Tableau 1 : Code des V.T.L. et des classes d’âges.
Tableau 2: Effectifs par âge et sexe de la population des 141 V.T.L.
Tableau 3 : Valeurs propres et qualité de l’ajustement.
Tableau 4: Résultats concernant les classes d’âges pour les 4 premiers axes.
Figure 1 : Les classes d’âges et les V.T.L. dans le plan (1, 2).
Figure 2 : Cartographie des projections des V.T.L. sur l’axe 2.

Figure 3 : Les classes d’âges dans le plan (3, 4).

Tableau 1. - Code de quelques villes touristiques littorales.
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Tableau 2. - Effectifs par âge et sexe de l’ensemble de la population des 141 villes touristiques littorales

Tableau 3

CODE DES CLASSES D’AGES

Une lettre M (masculin) ou F (féminin) précédant un multiple de 5. Ainsi*:
M 25 représente la classe des hommes tels que 25  âge  30
F 50 représente la classe des femmes tels que 50  âge  55
Pour M 75 et F 75 il s’agit d’individus de 75 ans et plus.
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Tableau 4. - Résultats concernant les classes d’âge pour les quatre premiers axes

a : coordonnées des projections de la classe d’âge sur l’un des axes (factor-scores).
b : pourcentage de la dispersion totale de l’axe prise en compte par la classe d’âge.
c : qualité de la représentation de la classe d’âge par l’axe.
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c) Quelques résultats de l’analyse empruntés à [13] (pour un exposé complet s’y reporter).

L’analyse a été effectuée dans l’espace R3z (de dimension bien plus petite que celle de R~~. On verra
(1.3) comment à partir des résultats de l’analyse du nuage des V.T.L., cAP (I) c R32, il est possible d’en
déduire ceux du nuage des classes d’âges, cAP (J) c R 141.

Le tableau 3 fournit les 10 premières valeurs propres et les pourcentages associés de dispersion prise
en compte, le tableau 4 les résultats complets relatifs au plus petit ensemble (classes d’âges) sur les 4 premiers
axes factoriels : projections, qualité de représentation, et part de chacune des classes d’âge dans la dispersion
de chacune des composantes principales définies en 5.2.4.

Nous ne présentons aucun des résultats analogues concernant les V.T.L. car le nombre de tableaux
et graphiques est déjà important.

1. REPRÉSENTATION DANS LE PLAN DES DEUX PREMIERS AXES FACTORIELS.

Figure 1 
"

i) Les classes d’âges sont figurées par des triangles ; celles pour lesquelles la qualité de la représentation,
par le plan des deux premiers axes factoriels, est supérieure à 0,60 sont figurées par des triangles pleins.
Les colonnes la et 2a du tableau 4 permettent de nommer les différents triangles.

ii) Les V.T.L. sont figurées par des points ; celles dont la qualité de la représentation, par le plan des deux
premiers axes factoriels, est supérieure à 0,60 sont munies de leur code.

1. Le coût des calculs croît avec le cardinal de l’ensemble de plus petit cardinal.
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Figure 2. - Cartographie des villes touristiques littorales sur le 2e axe f acforiel. (Les coordonnées positives sont représentées par des
cercles vides, les né; atives par des cercles pleins. Les diamètres des cercles sont proportionnels aux valeurs absolues de ces coordonnées)
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A l’are 1 est associée près de 60 % de la dispersion totale. Un effet massif d’opposition jeunes-vieux
se manifeste sur cet axe ; les classes d’âge se répartissent (des plus jeunes au plus vieilles) pratiquement
dans l’ordre croissant de gauche à droite.

En ce qui concerne les V.T.L. on retrouve une opposition nette entre d’une part les régions touris-
tiques dans lesquelles la part relative des jeunes est importante, le Nord de la France (ex. : le Touquet,
Wimereux, Saint-Valéry-en-Caux) ou sur les littoraux plus récemment ouverts au tourisme (Bretagne du
Nord), et d’autre part les régions dans lesquelles la proportion des personnes âgées est grande : Côte d’Azur,
Côte Vermeille (ex. : Menton, Collioure, etc.).

Les résultats obtenus sur l’axe 1 étaient attendus.

L’axe 2 est plus intéressant car il oppose un littoral du Nord et la Bretagne, qui ont un excédent d’ado-
lescents, au littoral méditerranéen qui présente un excédent de jeunes adultes (25-30 ans). La zone Aquitaine-
Languedoc constitue une belle transition.

La carte de la figure 2 fournit une illustration de ce résultat. Elle a été constituée à l’aide des projec-
tions des descriptions des villes sur le 2e axe factoriel (factor scores) de l’analyse. Les coordonnées positives
(resp. négatives) sont représentées par des cercles vides (resp. pleins) dont les diamètres sont proportionnels
aux valeurs absolues de ces coordonnées.

Les classes d’âges dont la qualité de la représentation est supérieure à 0,40, par le plan engendré
par les 3e et 4e axes factoriels, sont figurées par des triangles pleins.

Figure 3
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2. REPRÉSENTATION DANS LE PLAN DES 3e ET 4e AXES FACTORIELS

Les 3e et 4e valeurs propres sont très voisines, la part de la dispersion prise en compte par le couple d’axes
associés est supérieure à 11 % donc non négligeable. La quasi-égalité de ces valeurs propres est confirmée par
d’autres analyses portant sur des données très voisines : analyse des seules V.T.L. de plus de 10 000 habitants,
études mettant en jeu les ménages extraordinaires, etc. Pour cette raison le plan (3,4) est considéré comme
un plan propre, et pour faciliter l’interprétation des résultats une rotation orthogonale du système d’axes
a été effectuée afin d’obtenir des cartographies intéressantes sur ces nouveaux axes. Ces résultats se trouvent
dans [13] et nous conseillons au lecteur de s’y reporter. D’autre part, la figure 3 fournit la projection des classes
d’âge dans le repère initial et il est assez facile d’en déduire le nouveau repère choisi. Le critère de rotation
est simple : l’axe 3’ traverse le groupe des classes d’âge des hommes de 40 à 60 ans et des femmes de 35 à
55 ans, l’axe 4’ traverse les groupes 20-25 ans. (On pourra utiliser le tableau 4 pour détecter les classes d’âges
dont la participation à la dispersion du nuage projeté sur le plan (3, 4) est importante).

2. EXPOSÉ DE LA MÉTHODE

2.1. DÉFINITIONS

2.1.1. Correspondance
i) Soit I, J deux ensembles 1 et K un ensemble fini 2 de cardinal N. Soit P : Il -+ 7 X J le

protocole d’expérience ou d’enquête initial et v : I X J - N la distribution d’effectif associée, i.e. l’appli-
cation définie par :

l’entier nj nombre d’occurrences du couple (i, j) est appelé effectif de (i, j).

Exemple (2.1.1.)
K est l’ensemble des habitants des 141 villes littorales françaises,
J : un ensemble de 32 classes d’âges (en fait J = C, 6 X ~2 ! ~ == classes d’âge, S = Sexe),
I : l’ensemble des 141 villes touristiques littorales françaises étudiées.
P associe à tout individu le couple constitué par sa classe d’âge et sa ville d’origine.
n,j est l’effectif de la classe j de la ville i.

ii) On note : n j n ij et nj = 1 n ij les effectifs respectifs de l’élément i E I et de l’élément

j 1

j E I ; enfin :
est l’effectif total

iii) L’application v est appelée correspondance sur I x J (on dit aussi correspondance de J vers 1
ou de I vers J). Elle constitue la donnée de base de la méthode étudiée. Nous allons en déduire d’autres
distributions.

2.1.2. Distribution des f réquences - fréquences conditionnelles

i) On appelle :

fréquence d’occurrence du couple (i, i) E 7 X J, le nombre nijq N

ni
fréquence d’occurrence de l’élément i E I, le nombre m, ni ‘

N

nj
fréquence d’occurrence de l’élément i E J, le nombre N

1. On ne tient pas compte de la structure éventuelle de I ou J (structure ordinale par exemple). lân tenir compte soulève des pro-
blèmes non tous résolus.

2. La conditions 11 1 ] finis n’est pas nécessaire ; si elle n’est pas réalisée on restreint V à un sous-ensemble fini de I X J.
Un exemple de restriction de v est donné en 2.12 avec la condition ~ 0.
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On suppose que : Vi c- I, vi c- J, 0.

S’il n’en est pas ainsi on restreint les ensembles I ou J en supprimant les éléments i ou i dont les
effectifs sont nuls.

ii) On appelle fréquence conditionnelle de l’élément j parmi les ni occurrences de i le nombre niJ.
ni

On appelle fréquence conditionnelle de l’élément i parmi les nj occurrences de i le noml)re nI).
nj

iii) On appelle profil de l’élément i E I (resp. i c- J) la distribution conditionnelle

Remarque (2.1.2)

La donnée d’une correspondance est équivalente à la donnée des fréquences conditionnelles ni),
n,

pour tout (i, j) E I X J et des effectifs nt pour tout i E I.

(On peut bien entendu échanger les rôles de I et J.)

2.1.3. Nuages. Profils et pondérations. Descriptions et descripteurs
Nous replaçant dans le cadre vectoriel du chapitre 1.2 construisons les tableaux suivants :

Tableau 5

Tableau 6
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On associe à la correspondance, deux nuages :

(1) tableau associé à la correspondance

(2) tableau associé au nuage

(3) tableau associé au nuage

2.1.4. Propriétés vectorielles du nuage. Variété linéaire support du nuage

Considérons dans Rp la variété linéaire de dimension

.. I

Soit alors xi un vecteur du nuage N (I) c RP, on vérifie immédiatement que xi e 7c (les coordonnées
de xi possèdent une propriété supplémentaire : elles sont toutes non négatives).

Dé f inition (2.1.4)

On appelle support a du nuage c~ (I ) la variété linéaire de plus petite dimension contenant les vecteurs

de cr (7).
On remarque que a c 7r et dim a  in f (n - 1, p - 1 ) ; en outre les vecteurs du nuage se trouvent

dans la portion Or == {x e J : a~ &#x3E; 0} domaine polygonal convexe de Rp dont les sommets sont
les vecteurs de base bj de Rp.

Remarque (2.1.4)
Une définition et des résultats analogues peuvent être donnés pour oY (J) dans Rn.
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Figure 5

Dans ce cas particulier : p - 3, n = 2. Alors 6T est le domaine triangulaire dont les sommets sont bi,
b2, b3. La dimension de 7r est 2, celle de a est 1.

Propriétés barycentriques

Quel que soit x i vecteur du nuage

propriété en disant que :

on peut exprimer autrement cette

x i est barycentre du nuage dont les vecteurs sont ceux de la base CJ3 de R".

Pour i =~ i’ les vecteurs de v; et v,’ sont évidemment les mêmes ; les pondérations, elles, sont en général
différentes. Cette propriété barycentrique jouera un rôle prépondérant dans l’interprétation des
résultats (2.4.2.).

Point moyen du nuage cAP (1) (voir aussi (1. 1 1))
On note g (1 ) ) ou plus simplement g, le point moyen du nuage c,,V (1), il est défini par :

on peut aussi l’exprimer dans la base ~,

Enfin :

2.1.5. Distance euclidienne sur RP (resp. sur Rn)
Alors qu’en composantes principales (voir L2.3.~. ) la distance euclidienne introduite est définie sans réfé-
rence 1 aux données, en correspondance, la distance dépend des fréquences d’occurrence des divers éléments.

Produit scalaire W : définition

1. Il n’en est plus ainsi lorsque l’on travaille sur des données centrées et réduites, où la distance est alors une fonction des éléments
du tableau de données.
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la matrice associée à W, relativement à la base ~ de RP, que nous continuerons à noter * est :

Propriétés : outre les propriétés usuelles des distances euclidiennes on a :

a) La base ÇJJ de Rp est 41 -orthogonale mais non gi -orthonormale, car I Ib fl I2 = 1 en général dif-
mi

férent de 1. La norme de b f est d’autant plus grande que l’élément j E J est moins fréquent (mj petit). Cette
particularité est importante car la structure métrique de RP en découle : les coordonnées des profils associés
aux mf les plus petits jouent un rôle prépondérant dans le calcul de la norme d’un profil ou dans le calcul

de la distance entre deux profils.

(Il peut arriver que certains éléments soient 100 ou 1 000 fois moins fréquents que d’autres. De telles
hétérogénéités poseront des problèmes au moment de la détermination et de l’interprétation des axes facto-
riels.)

b) Le vecteur moyen g, est de *-norme égale à 1 ; c’est aussi la projection orthogonale du vecteur nul 0
sur le support de eN (7), (fig. 5). En effet :

quel que soit i e 1 :

d’où W (xi, gj) = Donc l’axe [gjl est w-orthogonal au support du nuage cY (I) ; en conséquence g,
est bien la projection *-orthogonale de 0 sur le support du nuage cY (1).

c) Remarques sur distances et profils

1. La métrique définie est parfois appelée métrique du X 2. Cette terminologie rappelle sa parenté

(ou l’analogie) avec la statistique du même nom les notations étant tradition-

nelles. Cette quantité est proportionnelle au carré de la distance (associée au produit scalaire sur Rp défini

entre une distribution de fréquence et la distribution de probabilité de

l’hypothèse nulle (py, 1  j  p) ).
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2. Comme on l’a vu la définition des vecteurs du nuage (2.1.3) amène à confondre (vecteurs à distance
nulle) les descriptions d’éléments i et i" pour lesquels les distributions d’effectifs sont proportionnelles et non
pas seulement égales. Deux telles descriptions sont dans une même classe d’équivalence pour une relation
d’équivalence dite distributionnelle; chaque élément est en effet décrit par la distribution de ses occurrences.
Le terme d’équivalence distributionnelle renvoie à une définition du linguiste Z.S. Harris ; pour ce point
d’histoire on peut se reporter à Benzécri (llb, p. 189).

Soit (I) c RP - 1 le nuage associé à cette nouvelle correspondance. Soit 1&#x3E;’ et Q’ les métriques définies
sur R" et RP - 1 comme en 2.1.5. On montre facilement que :

- les distances entre vecteurs homologues de
- quel que soit P sous-espace vectoriel Disp c

x", et x’, étant les vecteurs de (1) associés aux éléments k et l.

Pour plus de détails sur cette question, on peut se reporter à [121.
Ces propriétés sont l’analogue des propriétés que l’on peut établir sans difficulté dans le cadre

général du § 1.2 pour des nuages initiaux :

de la métrique étant 1

de R", la métrique étant 1

L’importance de la propriété de la Remarque 3 n’est pas complètement explorée. Cette propriété
n’est jamais directement utilisée ; mais c’est sans doute en s’appuyant sur elle que l’on peut penser que
certains résultats de l’analyse d’un tableau de grandes dimensions sont peu modifiés (et donc stables) lorsqu’on
regroupe des éléments.

2.2. MEILLEURS AJUSTEMENTS PAR UN SOUS-ESPACE DE DIMENSION r

On a vu (1.2.4) que la résolution de ce problème nécessite la détermination des vecteurs et valeurs propres
d’une matrice facilement déterminée à partir de la forme quadratique de dispersion.

Dans ce qui suit, étudiant dans RP le nuage c4i (1) nous établissons la matrice M puis la matrice à
diagonaliser. Des remarques facilitant la recherche des axes principaux ’if-orthogonaux achèvent ce

paragraphe.
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2.2.1. Notations matricielles

Soit F la matrice 

C la matrice

Q la matrice

Au nuage c» (J) c R" est associée la matrice n X p, B = FW dont la je colonne est la suite des coordonnées
de yJ.
Au nuage cÀf (I) c RP est associée la matrice p X n, A = dont la ie colonne est la suite des coordonnées

de xi.
La matrice colonne p X 1 associée à g¡ sera notée G ;
La matrice colonne p X 1 associée à gj sera notée K.

D’après (1.2.4), 2 s’exprime de la façon suivante :

2.2.2. Recherche de la solution,

Il reste à déterminer, conformément aux résultats du (§ 1.2.) r vecteurs propres Ut, BIf-orthonormés associés
aux r plus grandes valeurs propres de la matrice :

Nous commençons par montrer que la diagonalisation de cette matrice non-symétrique peut-être
obtenue à l’aide de celle d’une matrice symétrique pour laquelle existent des algorithmes et des programmes
très efficaces. Les propriétés qui suivent sont introduites dans ce but.

(P1 ) - Comparaisons des vecteurs propres et de 

a) G est vecteur propre de associé à la valeur propre 0 et de associé à la valeur propre 1,

b) Tout autre vecteur propre (resp. valeur propre) de est vecteur propre (resp. valeur propre) de
= AB.

Pleuve

a) La démonstration, immédiate, est laissée au lecteur.

b) Soit U un vecteur colonne *-orthogonal à G : tGWD = 0.

donc : ce qui achève la démonstration.

Remarquons que les droites vectorielles [u] de RP engendrées par les vecteurs colonnes U sont paral-
lèles à la variété linéaire Tu de dimension p -1; de plus si 1 ~ 0, [u] est parallèle au support du nuage.

(P 2) - U est vecteur propre de BjI - 1 L associé à la valeur propre X si et seulement si U’ _ Pl 12 U est un vecteur
propre de la matrice symétrique associé à la même valeur propre, en notant

et en multipliant les deux membres par
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Conséquences : ex. Les valeurs propres sont réelles non négatives : 0 , Xi,
P. On détermine r valeurs pi-opres 1 de la matrice symétrique gi - 112 Lxk - 1 12@ les vecteurs

cherchés (U~) se déduisent des vecteurs (U’,) par la relation U, = W-112 U’,. Ils sont *-orthonormés
car : tu "WU k = ’UBUB == 8",,’.

2.2.3. Propriétés des valeurs propres
La matrice 0/ -IL = (FW) = est stochastique [19] i.e. telle que pour tout i e ]p] :

= 1. Comme toute matrice stochastique, ses valeurs propres sont inférieures à un en niodule. Donc
i 

,

d’après 2.2.2.d :

2.2.4. Axes principaux et composantes principales (voir définition (3.3.1)).
Les axes sont les axes principaux du nuage (ou axes factoriels).

La dispersion du nuage projeté sur [uk] est ~~, ke valeur propre de * -’l ou gi - ’L ; on n’indexe ni
[G] ni la valeur propre qui lui est associée 2.

Posons xlk = ~ uk), alors ck = (xi k , ..., Xnk) est la ke composante principale du nuage CV (I ) c RP.
ck est la suite des n coordonnées des projections des vecteurs du nuage cAP (I ) sur uk.

2.3. ETUDE CONJOINTE DES DEUX NUAGES cAP (I) ET cÀi (J)

Une étude semblable à celle faite pour cAP (I ) c Rp pourrait être faite pour c~ (J) c R . Il est alors facile
d’établir la matrice associée à la forme quadratique de dispersion du nuage cAP (J) ainsi que de déterminer
les axes principaux.

Inscrivons sous forme de tableau les résultats relatifs aux deux nuages.

Tableau 7

1. On continue à supposer les valeurs propres distinctes (voir note I du § 1. 2.4).

2. Remarquons qu’à [G] correspond la plus grande valeur propre, égale à 1, de et la plus petite égale à 0 de 1~l -1 t.
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2.3.1. Relations liant les axes principaux de cV (I) et cV (J)

Soit a et g les applications dont les matrices sont A et B dans le couple de base dl, 0. Les deux familles
de valeurs propres non nulles des applications oeofi et gooc sont égales [21a] et les sous-espaces propres de
oeop et gooc associés à une même valeur propre non nulle sont image l’un de l’autre respectivement par g et oc.

Ainsi si Ã." =1= 0 (X,, [uk]) étant associé à c~ (1) et (Ã", [vl) associé à c~ (J)

plus précisément, si

Remarque (2.3.)
Il est intéressant d’étudier en détail les applications oc et P.

a) Les images par g des vecteurs de la base 0 sont les profils 
Les images par a des vecteurs de la base ~ sont les profils x,.

b) Dans le couple de base Ql, lJÎ les matrices associées à oc et g sont diagonales :

c) Notons que (uk /k E ]p]) et (vk /h E ]n]) sont des vecteurs propres à droite et à gauche (orthogonaux respec-
tivement pour les métriques (D et Q) de la matrice rectangulaire B. Pour plus de détails concernant la recherche
des vecteurs propres de matrices rectangulaires se reporter à [21b]. Pour une étude plus systématique des
applications a et p et l’intégration des méthodes factorielles dans un cadre plus général voir [14].

2.4. REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES ET REMARQUES POUR LEUR UTILISATION

2.4.1. Principes à partir desquels sont effectuées les représentations graphiques

a) Les représentations sont :
. axiales ou planes,

.. obtenues par projection 0-orthogonale dans Rn (ou ’il-orthogonale dans RP)
... constituées par les projections des éléments des nuages et parfois des vecteurs de base.

.... Dans R" (par exemple) la métrique représentée est 0 : le de deux vecteurs de Rn est repré-
senté par un cosinus associé au produit scalaire usuel (identité) de R". Les longueurs mesurées en centi-
mètres des vecteurs du plan sont proportionnelles à leur 

b) Parmi les graphiques qui peuvent être construits, trois sont courants, le plus habituel, le troisième, n’est
pas le plus simple à interpréter.

Les notations étant celles de 2.2.4 on a :
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Dans le graphique 3, représentation dite simultanée : les métriques représentées sont à la fois (D et ~.
On regroupe en un même graphique les projections Pr, (x,) soit n vecteurs et PrQ (yJ) soit p vecteurs. Les
projections des vecteurs de base sont omises.

c) Exemple de l’étude des villes touristiques littorales

Nous avons introduit deux représentations graphiques :

i) la figure 1 qui est un graphique de type 3 (représentation dite simultanée) ;

ii) la figure 3 qui est un graphique de type 2 (sans vecteurs de base).

2.4.2. Trois propriétés utiles à l’interprétation

(P’1 ) - D’après la propriété barycentrique de 1.1.4 on a :

sur le graphique 1 : Prp (x,) est le point moyen du nuage 

sur le graphique 2 : (yi) est le point moyen du nuage

(P’2) - Produits d’affinités

Soit s = dim a où a, on le rappelle, est le support du nuage c¥ (I), puisque

(expression des vecteurs de dl dans la base ’~9) d’après 3.3.2. :

(la dimension de a étant s, seules les s

plus grandes valeurs propres de 
sont non nulles).
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Quel que e ]nl :
- xi 1 s’écrit (xii, ..., x 1.,, 0, ..., 0) e Rl’ dans la base ~/.
- la relation (1) permet de dire que le vecteur (x~, ..., x,.,) e R’ est l’image de (a", .... e R" par la

composée de s affinités de rapports ~l, , (1 ~ k  s) et d’axes directeurs ceux engendrés par les vecteurs
de la base canonique de R’.
- matriciellement on peut écrire dans la base canonique de Rs :

de même : dk E ]s]

Figure 6

(P"8) - Relation barycentrique et produit d’affinité
De (P’1) et (P’2) on déduit que : -.

2.4.3. Remarque pour l’utilisation des graphiques

a) Il s’agit toujours à l’aide de procédures inférentielles basées sur des constatations faites sur les graphiques
ou les tableaux de résultats de déterminer des propriétés sur les liaisons entre les i E 7, ou entre les j E J,
ou entre les éléments de 7 et ceux de J.

Les éléments sont représentés sur les différents graphiques par les projections des vecteurs suivants :
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b) Afin de juger, à l’aide des graphiques et tableaux, des liaisons entre profils (proximités de profils ou de
profils et de vecteurs de base) on dispose pour chacun des éléments projetés de sa qualité de représentation
par le plan de figure. Cet indice est utilisé comme en composantes principales.

Sur les graphiques 1, 2 et 3 (pour deux profils x, ou deux profils yJ) deux vecteurs bien représentés
et de projections proches sont proches.

Exemples V.T.L. : la figure VI par exemple permet de mettre en évidence des groupements de villes bien
représentés aux deux extrémités gauche (Nord : BRAY-DUNES, LE PORTEL, WIMEREUX, EQUIHEN) et droite
(Méditerranée : BEAULIEU, ROQUEBRUNE, SAINT-JEAN-CAP-FERRAT, COLLIOURE) ; il en est de même pour
les classes d’âges que le lecteur pourra regarder.

c) Vecteurs mal représentés

i) Si la projection d’un profil yi est proche, par exemple, de celle d’un vecteur de base alo, peut-on
n i j 

en déduire que est grand?
ni

~ Oui si Pr (a~° ) est périphérique (voir la figure 6 bis).
~ Non si Pr (aiO) n’est pas un vecteur de la périphérie du graphique comme on peut s’en convaincre

sur un grand nombre d’exemples.

En effet Pr J est barycentre de Pr a‘° muni de la masse ~‘°~ et du point moyen g du nuage
n J

affecté de la masse

Soit (r) l’enveloppe convexe de (Pr (a’), i :0 g est à l’intérieur de (r). Les points D, E, g
sont alignés. F étant définie sur la figure (6 bis) on a :

ii) Il peut arriver que Pr yi soit proche d’un sous-ensemble, {Pr (a’) / i E 7o de vecteurs

situés à la périphérie du graphique. Dans ce cas, on peut déduire de cette proximité :

d) Enfin dans le graphique 3 les relations liant les x~k aux yik faisant intervenir des affinités (voir
(P2) et (P3) de 1.4.2) sont en général suffisamment compliquées pour ne pas autoriser l’utilisation des pro-
priétés barycentriques avec la même sécurité que dans les graphiques 1 et 2.
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Exemple des V.T.L. : la petite taille des valeurs propres, mais aussi la grande différence entre les deux

premières (~7~1 N 0,4, 0,06 toutes deux très différentes de 1) nous interdisent une utilisation

aveugle des proximités entre classes d’âges et V.T.L., même si elles sont toutes bien représentées. Cela dit,
les données confirment les liaisons entre les villes du sud déjà citées et les classes d’âges représentant les
personnes de plus de 70 ans.

2.4.4. Part de la dispersion prise en compte par les éléments xi et yJ
Etant donné xi vecteur du nuage c4i (I), [u,] un axe factoriel, on appelle part de la dispersion de xi dans
la dispersion du nuage projeté sur [u,] l’expression

Les différentes colonnes b du tableau 4 fournissent ces éléments en pourcentage pour les classes d’âges
et les 4 premiers axes factoriels.

a) Si les mi sont presque égaux entre eux, pour k fixé les A8 sont proportionnels aux (xi - g¡)112 ;
ces quantités se déduisent des graphiques.

b) Si les m ~ sont différents les uns des autres, les valeurs des Afl ne peuvent être déduites des gra-

phiques.
Dans les deux cas cet indice constitue un complément important au critère de la qualité de la repré-

sentation et permet d’évaluer (ou d’apprécier) la contribution des différents éléments (points pondérés)
du nuage à la détermination de l’axe.

Remarque (2.4.4)
Une définition et des propriétés analogues peuvent être énoncées pour yf E R net [v’] un axe factoriel du nuage
CAP (J).

2.4.5. Représentation d’éléments supplémentaires et suppression d’éléments

a) Considérons deux correspondances l’une sur I X J1 l’autre sur 7 X J2.

Exemple : Dans l’analyse des compositions par âges des V.T.L. on peut considérer l’ensemble Ji des classes
d’âges hommes, et l’ensemble JZ des classes d’âges femmes. Les analyses de I X Ji et I X J2 fournissent
deux ensembles de résultats (graphiques, tableaux, interprétations).

Il est intéressant de rapporter, par exemple, les descripteurs de J2 aux différentes représentations
obtenues sans eux ; cela a pour but de confronter l’analyse faite sur 7 X J, 1 à des informations n’interve-
nant pas dans l’analyse.

La méthode est simple : il suffit de projeter les descripteurs de J2 sur les axes factoriels de l’analyse
dans l’analyse I X J 1. Les graphiques et les qualités de représentation des vecteurs associés à J2 ainsi
obtenus sont utilisés pour étudier par exemple les liens entre éléments de J1 et J2.
b) Considérons un vecteur x ~ E RP tel que m ~ ~ 0 et dont la part de la dispersion dans la dispersion totale

est grande. Ce vecteur peut être déterminant dans le calcul d’un des

.,

premiers axes factoriels. On se trouve alors dans une situation parfois embarrassante : un des premiers axes
(qui prend en compte une grande part de la dispersion totale du nuage) est en fait spécifique à un seul vec-
teur. Dans ce cas il est intéressant d’effectuer une analyse sur les ensembles J et I - et de projeter le
vecteur x, en élément supplémentaire sur les axes obtenus. Cette pratique revient à affecter à x, une masse
nulle.

1. Cet indice et ces procédures peuvent être introduits pareillement en composantes principales.
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3. REMARQUES ET CONCLUSIONS

3.1. Quelques-uns des liens qui unissent les méthodes des composantes principales (B) et des analyses
de tableaux de correspondances (C) ont été développés précédemment. Il est même facile de montrer que :

étant le nuage défini en 2.1.3, nuage de la recherche des axes principaux {[uk] 1  k  p}
par la méthode (C) se ramène à la résolution d’un problème de détermination d’axes principaux par la méthode
(B). Plus précisément, il existe dans R~ muni du produit scalaire i identité :
- un nuage cAP’ (I) ;
- une isométrie linéaire 1 de (RP, Q) sur (RP, i), tels que {[u",] / 1  k  p} étant le système des axes
principaux de cAP’ (I) solution obtenue par la méthode (B) on a :
- Vk E ]Pl : 1 (u’k) = u.
- les graphiques associés aux projections pour la métrique i de cAP’ (I) sur [u’k, u’ t.] par exemple et ceux
associés aux projections pour la métrique’" de cÀQ (I ) sur [u,, u~.] sont identiques ; en outre les qualités
de représentation des points homologues sont égales.

1-

L’isométrie linéaire est définie dans la base ~ par c’est un changement

d’unité sur les axes bj.

les vecteurs uk sont déterminés en 2.2.2;
les vecteurs u’ ~ sont les vecteurs propres de la matrice Z obtenue en appliquant les résultats du chapitre
1.2.4., c’est-à-dire :

que l’on comparera à la matrice introduite en 2.2.1 dans la propriété (P2).

3.2. Les notations étant celles des § 1.2.1 et 1.2.2, dans (E, w) associons à un nuage ~P une fonction :

Cette quantité, qui est l’inertie du nuage par rapport à l’origine, est aussi souvent utilisée que la dis-
persion, à laquelle elle est liée par Disp (cy) - L (o¥) - IIGII2’

Pareillement à 1.2.2, on définit L (o¥p) = E m,IIPrp (x,)11’, P c E étant un sous-espace vectoriel
et cYp le nuage projeté sur P.

On a L (oY) = L + L 

Pareillement à 1.2.3, on définit l’ajustement linéaire de la fonction L du nuage par un sous-espace
vectoriel de E en remplaçant dans 1.2.3.1 le terme Dispersion par le terme Fonction L.

En général les deux méthodes, l’une (L) basée sur la fonction L ’, l’autre (D) sur la dispersion, déter-
minent des axes principaux différents.

Cependant G étant le point moyen du nuage si l’une des conditions suivantes est satisfaite 2 :
a) G 0.
b) [G] est orthogonal au support du nuage ou ce qui est équivalent,

[G] est axe principal pour (D) associé à la valeur propre 0.
c) [G] est axe principal du nuage pour (D) et pour (L)
alors les axes principaux pour (D) et pour (L) sont identiques, les qualités d’ajustement par les axes sont les
mêmes sauf pour l’axe [G] qui est tel que : Disp c~ [0] = L - I,GII2.

l. Pour un exemple voir Kendall et Stuart [20].
2. On ci: a =9 c et b =9 c.
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Le cas des correspondances est le cas b : le vecteur moyen est la projection orthogonale de 0 sur a
(support du nuage) ; voir 1.1.5. La recherche des axes (D) se ramène (comme nous l’avons montré en 1.3.2.1)
à la résolution d’un problème (L). Cette simplification ne se retrouve pas en général dans l’analyse en compo-
santes principales.

3.3. Le cadre du chapitre 1.2, élargi par l’introduction de la fonction L définie dans la remarque précédente,
permet d’étudier l’ajustement linéaire d’un nuage équi ou non équipondéré par un sous-espace engendré
par un système d’axes w-orthogonaux. La métrique * doit être considérée comme l’un des paramètres 1 dont
dépendent les résultats de l’analyse : son choix est dans une large mesure arbitraire et dépend des conditions
liées au doma,ine scientifique dans lequel s’insère le traitement statistique en cours. Les deux méthodes
présentées dans ces articles ne sont que deux méthodes importantes et particulières de ce cadre. Leur impor-
tance tient au rôle que joue dans l’étude des liaisons entre les éléments de 2 ensembles :

. la corrélation linéaire dans la méthode (B) dont le calcul nécessite un protocole P application de
I X J à valeurs dans R ;

~ la distribution d’effectifs sur le produit cartésien I X J dans la méthode (C). Cette correspondance
peut être établie pour tout protocole résultant d’une procédure de dénombrement ([22] p. 73), déterminé à
partir d’un protocole de base K - 7 X J même lorsque I et J sont amorphes.
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