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Math. Sci. hum. (11° année, n° 38, 1972, p. 39-57)

ANALYSE DU PHENOMENE DE LA «SERIATION»
A PARTIR D’UN TABLEAU D’INCIDENCE

par

I.C. LERMAN!

I. INTRODUCTION

Le probléme que pose ’archéologue pour la recherche des « sériations chronologiques» est en fait un
probléme fréquent dans les Sciences de la Nature et de ’'Homme. Un des buts du spécialiste est en effet
de cerner a partir d’un tableau de données un phénomeéne qui évolue et la variable qui conditionne cette
évolution.

Commengons par formuler de fagon intuitive le probléme, en nous appuyant sur un exemple
tiré de I’Archéologie. On suppose établi pour la description d’un ensemble E de p tombes, un ensemble
fini 4 de n types d’objets. La description est matérialisée par un tableau d’incidence (ey); Il = 1,2, ..., n
etj=1,2, ..., p, dont ’ensemble des lignes est indexé par A4 et celui des colonnes par E. g;; = 1 sile
type d’objet ] est présent dans la tombe j et 0 sinon.

Au cours du temps des divers types d’objets se succédent; une tombe correspondra a un age
d’autant plus reculé qu’elle contiendra les types d’objets les plus vieux. Il s’agit de découvrir sur 4
Pordre chronologique. L’hypothése H du spécialiste qui rend possible la solution du probléme est la
suivante:

« Un type d’objet donné existe pendant une période continue de temps; de plus, si ay, az, €t agy
sont trois types apparus aux dates t;, ¢, et &3 avec t; < t, < I3, le type a;, est plus ‘proche’ de a; que
ne I’est a;3, respectivement, le type a;, est plus ‘proche’ de a;; que ne 1’est ay.» La notion de proximité
entre deux types sera établie & partir du nombre de tombes possédant simultanément les deux types
par rapport a ceux qui possédent soit I'un soit ’autre.

L’hypothése H n’est, de ’avis méme de I’archéologue qu’une approximation de la réalité. Il se
peut en effet qu’au cours des 4ges, certains types réapparaissent. Il faut toutefois espérer que H est vraie
a des fluctuations assez négligeables prés pour qu’on puisse appréhender le probléme par la statistique.
En fait, il nous sera possible de juger de la validité d’une telle hypothése au moyen d’un test qui mesurera
le degré d’invraisemblance de I’hypothése d’absence de structure au profit de celle définie par H; mais
il nous faut une longue expérience pour définir le seuil & adopter pour ce test.

On ne restreint en rien la généralité du probléme si on suppose la condition C, suivante.

Co: il n’existe pas deux types d’objets distincts qui soient simultanément présents ou absents
de chacune des tombes.

1. Centre de Mathématiques Appliquées et de Calcul de la Maison des Sciences de I’Homme.

39



Cette condition exprime qu’il n’existe pas deux lignes identiques de la matrice d’incidence. Si
tel n’est pas le cas, on s’y raméne aisément en décrivant la matrice ligne par ligne et en supprimant tout
vecteur ligne déja rencontré. Il résultera en effet de I’analyse mathématique que la répétition d’une
ligne ne fournit aucune information supplémentaire pour la solution du probléme de la sériation.

La condition suivante C, peut paraitre trés restrictive; C,: le nombre de tombes ot un type d’objet
donné apparait est le méme quel que soit le type. Cette condition signifie que le nombre de composantes
égales a2 1 dans un méme vecteur ligne de la matrice d’incidence est constant.

Des considérations statistiques nous permettront de ramener le probléme général a celui o cette
condition C, se trouve satisfaite.

Si ’hypothése H de I’Archéologue est exacte, il est aisé de voir qu'une permutation des lignes
et des colonnes du tableau d’incidence pourra ’amener a la forme o suivante qui tient compte des
conditions C, et C,; ci-dessus.

La partie hachurée est celle chargée de 1.

Si k désigne le nombre commun de composantes égales 3 1 dans une méme ligne du tableau
Pexpression mathématique de cette forme ¢ peut étre une application qui a une ligne donnée de rangl,
associe I’entier ¢ (I) tel que:

{0 si j<e() ou je()+k
N1 osi o c()<j<c() + k.

La fonction I — ¢ (I) étant strictement croissante, ¢ (1) = 1l et ¢ (n) + k = p.

Avant de nous engager plus avant, expliquons pourquoi ce travail; en d’autres termes, par quoi
se distingue notre point de vue des autres méthodes d’approche du probléme.

Signalons d’abord la technique de J. Bertin (cf. [3]). Cette derniére est essentiellement graphique;
noircissant les cases du tableau d’incidence T ot un 1 apparait, ’expérimentateur opére, au moyen de
réglettes, directement par permutation des lignes et des colonnes de fagon a reconnaitre visuellement,
au mieux, la forme ¢ sous-jacente & I’hypothése du spécialiste. Une telle procédure est trés liée a I’in-
tuition et a ’expérience de I'opérateur, elle n’est pas automatique et ne peut par conséquent traiter de
trés grands tableaux.

D’autre part, certaines méthodes connues attaquent le probléme de la sériation a partir de
techniques complexes élaborées pour d’autres problémes et rendent compte des résultats obtenus pour
des formes particuliéres du tableau d’incidence. Compte tenu de la complexité de ces techniques, il est
difficile d’analyser pourquoi le phénoméne de la sériation se manifeste d’une fagon plutét que d’une
autre.

Nous venons en fait de présenter notre principale critique relative a la méthode de D. G. Kendall
(¢f. [5]), que nous allons rapidement esquisser.
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Le point de départ de cette méthode est un algorithme de J. B. Kruskal (cf. [6]), MDSCAL, qui
tente de réaliser une idée de R. N. Shepard (cf. [8]): « Etant donné un ensemble de p points dans un
espace de dimension n, déterminer une représentation euclidienne de cet ensemble dans un espace de
faible dimension de fagon A respecter au mieux le systéme des inégalités entre les distances des points.»
Bien que consacré par ’expérience, I’algorithme de J. B. Kruskal ne semble pas avoir un fondement
mathématique clair. L’ensemble des p points considéré par D. G. Kendall est celui des vecteurs colonnes
de la matrice d’incidence; chaque vecteur colonne qui définit la description d’une tombe est un point
dans un espace de dimension n. Les distances entre les points sont données par la métrique euclidienne
ol par conséquent le produit scalaire Zl] €17 €1 définit la proximité entre les deux points représentant les

tombes j et k; c’est le nombre de types simultanément présents dans les deux tombes qui définit ainsi leur
mesure de ressemblance. On applique MDSCAL pour obtenir une configuration des points dans un espace a
3 dimensions. D. G. Kendall établit la matrice d’inertie 3 X 3 du nuage des points obtenu qu’il projette
sur le plan des deux premiers vecteurs propres. On constate alors, que pour une forme ¢ du tableau
d’incidence, les points s’organisent sur ce plan en une courbe rappelant la forme du « fer a cheval»;
I’ordre des points sur la courbe définit I’ordre des colonnes ou son inverse pour c. Cet ordre permet de
retrouver celui chronologique sur I’ensemble des tombes.

Nous envisageons quant a nous le probléme plus direct de la sériation des types; dans ce cas
d’ailleurs, la justification statistique de la mesure de proximité que nous adopterons apparait plus clai-
rement. Cette mesure de proximité permet de ramener le probléme a celui ot la condition C, ci-dessus
est satisfaite. Nous étudierons dans ce cas la question de l'unicité de la solution (c¢f. § III). Pour une
classe assez générale de tableaux d’incidence admettant la forme o, il existe une représentation, des
vecteurs lignes d’un tableau par des points d’un vecteur orienté de longueur 1, telle que les distances
entre les points respectent exactement les « écarts» entre les vecteurs lignes du tableau, calculés confor-
mément a la mesure de proximité établie (cf. § IV). Le probléme se trouve ainsi réduit a la détermination
d’une distribution d’un ensemble de point, dont on connait le systéme des distances, sur un segment
de droite orienté. Le lemme 1 du paragraphe IV permet de retrouver cette distribution & partir de I'un
de ses deux points extrémes. Pour une forme o trés générale qui peut méme correspondre a plusieurs
«dimensions» relativement « indépendantes» les unes des autres; c’est une analyse simultanée de la
moyenne et de la variance des proximités qui permettra une représentation géométrique du tableau
des données. Cette représentation, qui ne nécessite pas la diagonalisation d’une matrice, sera commentée
par rapport a celle que fournit I’analyse factorielle présentée du point de vue de J. P. Benzéeri (cf. [2], (b)).

II. MESURE DE PROXIMITE SUR L’ENSEMBLE 4 DES ELEMENTS DESCRIPTIFS

Reprenons un instant le tableau d’incidence pour en donner diverses formulations. Ce tableau (ey),
1<I< netl<j< p,permet en général le croisement de deux ensembles finis, le premier 4 (card 4 = n),
formé d’attributs descriptifs et le second E (card E = p), formé des objets ou sujets d’une population
a laquelle le spécialiste s’intéresse. A chaque attribut a se trouve associé une ligne du tableau qui est
un vecteur logique_a> = (ay, @y, ..., ay, ..., ap) ol a; est égal a 1 si attribut @ est présent chez ’objet
codé j et 0 sinon; a est un point du cube { 0, 1 }2. De facon équivalente, I’attribut a est représenté par
le sous-ensemble E, (E, C E) des objets qui le possédent. La représentation est ainsi définie au moyen
d’une application A4 dans I’ensemble P (E) des parties de E. La matrice d’incidence nous transmet
donc 4 comme un échantillon dans { 0, 1 }? ou dans P (E).

A la représentation de A correspond celle duale de E; un vecteur colonne de la matrice d’incidence
définit la description d’un élément de E. On peut regarder ce tableau comme définissant une distribution
de masses égales 2 1 ou 0 sur le rectangle :
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[1,2,..,n] X [1,2,..,p]de N2 o N est’ensemble des entiers.

Par rapport & un méme objet j, deux attributs a et b sont dits avoir une association positive
(resp. négative) si a et b sont simultanément présents (resp. absents) chez j.

La notion de proximité entre attributs aura une importance cruciale; elle sera définie a partir
de la représentation dans P (E) ou dans {0, 1}1’. On suppose pour cela que I’ensemble 4 des attributs
de description est établi de telle sorte que seule une association positive entre deux attributs données
contribue A leur similarité; cette circonstance correspond i la situation la plus fréquente.

Relativement a deux parties L et K de E représentant en Ioccurrence deux éléments [ et k de A,
introduisons p; = card L/p, px = card K/p et s = card L n K qui est la base de la mesure de proximité
envisagée. Selon une suggestion de P. Achard, nous allons centrer et réduire la statistique s en nous
référant a ’hypothése N, que nous avions par ailleurs introduite (¢f. [7], (b), ch. IV), oir L (resp. K)
serait tiré au niveau du simplexe P (E) défini par card L (resp. card K), ce dernier étant muni d’une mesure
uniforme. Dans le cadre de ’hypothése N on peut admettre que la statistique s suit une loi de Poisson
de paramétre p y; pg (cf. [4] ch. VI § 5). D’ou la mesure de proximité:

S, k) = ST Ptk (1)
Vp i gk

qui suit dans I’hypothése N une loi de probabilité trés voisine de la loi normale centrée et réduite.
On peut se rendre compte que si on effectue, dans le tableau d’incidence des données, le chan-
gement de mesure:

sy — Wi ,
gy > ———— =

la statistique
devient:

en vertu de la relation:

P
i§1 (e — @) (ks — 1x) = s — P i

S correspond ainsi au produit scalaire euclidien sur le tableau transformé. Si p; est constant pour tout !
dans 4, s et S sont équivalents du point de vue de la préordonnance associée (cf. [7], (a), ch. 1).
Nous établirons les différents résultats dans ce dernier cas. Puisque notre analyse est basée sur ’étude
des proximités et que S corrige s lorsque le nombre d’objets oit un méme attribut est présent n’est pas
constant; nous étendrons au cas général I’algorithme obtenu.

Dans les paragraphes suivants III et IV on a p; = p pour toute ligne ! du tableau d’incidence.

III. PROBLEME DE L’UNICITE DE LA SOLUTION

Nous allons poser quelques définitions qui nous permettront de préciser notre vocabulaire.

Relativement a une forme o (cf. § I), posons pour tout i, ¢; = ¢ (i)/p, la fonction i — ¢ (i) a été
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définie au paragraphe précédent. La forme o sera dite réduite a la forme parallslogrammique = si pour
Ck—¢t
(k—1
enchainé si pour tout couple de lignes (I, k) est strictement positif ’entier

tout couple de lignes d’indices letk (I < k)on a = constante. Le tableau sera dit horizontalement

P
S (l, k) =j§l €17 €1k

Compte tenu de la signification des lignes, la condition exprime que pour tout couple d’attributs,
il existe au moins un objet qui les posséde simultanément.

Le tableau sera dit faiblement horizontalement enchainé si pour tout couple de lignes (I, k), il
existe une suite d’indices (i, iy, ..., iy) telle que

min {s (I, i), (i is)y .e» 5 (irs k)} > O.

Un tableau enchainé 1’est faiblement; si un tableau n’est pas faiblement enchainé nous dirons
o .
qu’il est disconnexe.

N

Dans ce cas une composante connexe est définie comme la restriction du tableau a un ensemble
maximal de lignes tel que le tableau restreint soit faiblement horizontalement enchainé.

1. PropPOSITION

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un tableau d’incidence de zéros et de uns puisse étre
ramené a la forme o est qu’il existe une permutation des colonnes telle que la partie chargée de toute
ligne définisse un intervalle de I’ensemble des colonnes.

La condition est évidemment nécessaire; elle est aussi suffisante, I’ordre des lignes étant déterminé
par la suite croissante des valeurs de ¢ (i); i = 1, 2, ..., n.

A toute solution ¢ définie pour une permutation donnée des colonnes, il correspond bijectivement
une solution ¢’ définie pour la permutation inverse qui détermine sur les lignes ’ordre inverse de celui
correspondant & ¢. Dans la pratique, une information extérieure permettra au spécialiste de choisir
entre deux solutions o et ¢'.

Relativement & une permutation des colonnes qui définit une forme ¢ du tableau, ’ordre des
lignes est défini de fagon unique. Chaque ligne définit sur ’ensemble des colonnes un préordre total a
trois classes dont la classe médiane correspond a I'intervalle de la ligne chargé de uns. L’intersection
des différents préordres définit sur I'ensemble des colonnes un préordre total w a n classes (n étant le nombre
de lignes). En disant qu’une colonne est présente dans une ligne si a leur intersection se trouve un 1;
une méme classe du préordre total = est formé de colonnes simultanément présentes ou absentes de toute
ligne du tableau.

Une permutation P des colonnes définit un ordre total O sur I’ensemble des colonnes; P sera
dite compatible avec le préordre total 7 s’il en est ainsi de O; c’est-a-dire (x < y pour I'ordre quotient
défini par ) = (x < y pour O). Désignons toujours par = un préordre total sur I’ensemble des colonnes
associé a une forme ¢ du tableau et soit =’ le préordre total inverse ol ’ordre quotient sur les classes
définies par 7 est inversé. Il est évident que toute permutation des colonnes compatibles avec © ou =’
donne au tableau une forme o; de plus deux permutations compatibles avec le méme préordre total =
se déduisent I'une de I’autre par un produit de permutations dont chacune opére sur une méme classe
de =.
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2. ProposiTION

Si le tableau est faiblement horizontalement enchainé, les seules permutations des colonnes qui laissent
invariante une forme ¢ sont celles qui sont compatibles avec = ou ='.

Nous allons montrer que pour une forme o, les classes de = ainsi que I’ordre quotient, a son inverse
prés, sont déterminés de fagon unique. En effet une classe extréme du préordre est définie par un ensemble
maximal de colonnes présentes dans exactement une ligne. Cette classe extréme va définir la premiére
ligne du tableau a partir de laquelle seront déterminées en méme temps que 1’ordre total sur les lignes,
les autres classes du préordre selon 7 ou =’. La ki¢me ligne est celle, /, parmi les lignes non encore rangées,
pour laquelle est maximum le nombre de colonnes simultanément présentes dans les lignes (k—1) et I.
L’ordre total sur les lignes permet de définir le préordre total = ou ©’ selon que la classe extréme initia-
lement considérée est la premiére ou la derniére de .

En conclusion, si une forme ¢ du tableau existe, ’ordre total sur les lignes permettant de ’obtenir
est déterminé a I’ordre inverse prés; d’autre part, la proposition précédente nous permet, & partir d’une
forme o obtenue, d’énumérer toutes les permutations de colonnes définissant une forme o.

IV. REPRESENTATION SUR UN SEGMENT DE DROITE ORIENTE

On ne restreint en rien la généralité de ce qui va suivre en supposant le segment de droite de longueur 1.

1. LEMME

Soit { ¢;, €5, ..., ¢4 } ’ensemble des abscisses de n points répartis de fagon quelconque sur un segment

de droite orienté AB de longueur 15¢; < ¢; < ... < €4 On a («): celui des n points dont la moyenne des
distances & ’ensemble des points est la plus grande est nécessairement un point extréme. (£): celui des
n points dont la variance des distances a ’ensemble des points est la plus grande est aussi nécessairement
un point extréme.

(x) Moyenne des distances d’'un point

Désignons chacun des n points par son rang en allant de 4 vers B, le point i étant ainsi d’abscisse c;.

Nous allons comparer la moyenne des distances de 1 a celle de ! pour ! < n/2. La suite des dis-
tances de 1 est:

0,€5 — €15 €3 — €y +vvy € — €1y Cl4q — Cqy ooy € — Cpy

d’ot la moyenne des distances de 1:

M) = '—ll(zn‘. € — nc1>.

i=1
La suite des distances de [ est:
€l — €, Cp — Cgy veey € — 0(1—1)9 O, c(l+1) — €y Cl4g — Cpy <oy Cp — €1

d’ou la moyenne des distances de I:

i=l41

1 1
M(l)='—ll<(2l——n)cz——.zlc;+ > ci).
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La différence:

]
M(l)—M(l)=—1<(n—2l)c;-|—22 c;—ncl)
n i=1
1
~He—MEa—a +23@—)
or:
n—2l>0,¢c;—c¢, >0 et ci—e¢ =20 pour 1<i<gl,

donc:

M((1)— M) >0  pourtout ltel que 2 < n

L’inégalité est encore vraie si n est impair et si 2l = n 4 1; en effet, on a alors:

(—1)
M (1) — M () ~—((cz—c1> +2 % (ct—co)
finalement:

M) = _max M)

L<i<[(n+1)2]
ou [(n + 1)/2] désigne la partie entiére de (n + 1)/2.

Symétriquement :

M (n) = ™3X pf ().

1> [n/2]

La partie (x) du lemme se trouve démontrée. Par conséquent, si la fonction distance est donnée,
Pordre des points, ou son inverse, sur le segment orienté, peut étre déterminé & partir du point dont la
moyenne des distances est la plus grande.

(B) Variance des distances d’un poins.

Comparons la variance des distances de 1 & celle de I pour I < n/2. La variance des distances de 1 est:

1 . 1 2
V(l)—— 5_‘, (cs — ¢y) - Z ¢ — nc,

Prenons le point 1 pour origine et posons d; = ¢; — ¢;, on a:

17 12 2
V(1)=- 2d2—<— z dz).
n ni=1

La variance des distances de [ est:

V(l)=l % (cz—w)z——[z (1 —er) + Z (Ct—cl)
n i=1 i=l41
soit:
V(l):l ;: (dz——d;)z_lzlz (dy — dy) + 2 (dt—dt)J
n ¢=1 n i=l41
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Calculons la différence V (1) — V (1),

v —vo-2 3 ea—an—Ll2z are—ma|x[2 5 a—w-mal

1 i=l+1

Un calcul, dont nous ne donnons pas le détail ici, montre que:

4 n ]
V(l)—V(l) =——2-d2<2 Gj—l> ((n——l)—Z%)
n 1+1 1
ou e; = d;/d;.

Or e; = dj/d; > 1 pour j > I, de sorte que

S e—1>n—20>0.
1+1

D’autre part ¢; = d;/d; < 1 pour i < [, de sorte que:
1
m—l)—Ze2n—21>0.
1

Done: V (1) = V () pour ! < n/2.
La partie () du lemme se trouve ainsi démontrée.

Par conséquent, le point pour lequel V est maximum nous permettra de retrouver ’ordre, ou son
inverse, des points. En effet, & partir du point extréme on utilisera I’algorithme des « enchainements
successifs» ott & chaque pas on détermine le plus voisin du dernier retenu.

2. EXPRESSION DE LA MESURE DE PROXIMITE POUR UNE FORME o

Remettons-nous en mémoire le tableau d’incidence et reprenons le probléme de la « sériation» ot on
cherchera a découvrir I’ordre total sur les lignes du tableau. Avec les notations définies précédemment
(¢f. § III), I’expression de la mesure de proximité entre deux lignes est:

5 ey —p  s—pp
=t Vuyp Vuvp BVP

puisqu’on suppose y; = yu pour toute ligne I du tableau.

S (Lk) =

Rappelons le changement de mesure:

a” es’lj =?U——l~1_
Vi +/p

pour lequel:

Sk)=2¢y ey
j

Supposons que le tableau d’incidence admette la forme ¢ et désignons par l et k (I < k), les rangs
respectifs de deux lignes pour ¢. Les deux lignes peuvent se présenter, aprés le changement de mesure
g1y — €'y, sous I'une des deux formes suivantes, ol les hachures ,////// expriment une charge positive
égale a (1 — p)/ Vi v/p et ou celles\\\\\\, une charge négative, égale 8 — V| +/p. Le cas a) est
caractérisé par cx < ¢; + w, le cas b) par cx > ¢ + p.

46



\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
| g

\\\\\\\\\\\\

R MO
%//////////////
\\\m\\\\\\\\
Les d
w/vp si ey=cy=0
—(1—w/vp si ey=0cey=1
—(1—p)/vp si ey=1c¢c=0
(1—p?/pvp si ey=cey=1
De sorte que Pexpression do la mesure de proximité S (I, k) es
o) dans le cas a) oit ¢y < ¢ + p:
en- B4 - Bt » B
— ((1) 1: +Z p-/\/pjsp
= =l 4 p (= er— i+ e+ o )] (0= [ — 2p e — ) (1)

_ %B ’[(.,-, —er) + (1 — )l + [ —ex) +p] (1 —p)? + 2p (a—cr) (1 — “’2
d’oti en regroupant on obtient:
S0H =Y [ —) — cr — o)

La valeur de S (I, k) pour ¢y = ¢; + u est — 4/p u; d’autre part, S (I, k) > — +/p . pour
<6+ p.
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b’) dans le cas b) ot ¢ > ¢; + o

S(l,k)—:—vl—l,7 pap—pu(l—p) +plx—a—uwe—pu(l—w+p(l—ce—pp

=—+pu
finalement:
VP .
— 1—up)— (cxg—c¢ si cxg < ¢
ShLE =) b (1 —w — (cx —c)] k< atp
— v/pu si cx >0+ p
Introduisons I’ « écart» D (1, k):
®
DLk =———SULE+p(l—p);
(I k) vr (1, k) (1—w
on a:
_lex—e si cx <t p
D (k) = M si cp = ¢ + p

2.1 Théoréme
Si un tableau d’incidence remplit les conditions

(?) le nombre de 1 dans toute ligne est le méme (i.e., &; = p pour tout l),
(zi) le tableau est horizontalement enchainé,
(Zii) le tableau admet la forme o,

alors, il existe une représentation, sur un segment de droite orienté de longueur 1, des lignes du tableau
par des points du segment dont I'ordre est celui relatif 4 o et dont les distances sont les écarts S (I, k).

En effet, la condition (i7) est équivalente & ¢, < ¢; + p. Le lemme ci-dessus nous permet de

conclure.

2.2. Théoréme

Si un tableau d’incidence remplit les conditions (i), (ii) et (iii) du théoréme précédent, on a () celle
des n lignes dont la moyenne des proximités S a I’ensemble des lignes est la plus faible est nécessairement
une ligne extréme pour la forme ¢ du tableau; de méme (B) celle des n lignes dont la variance des proxi-
mités a I'ensemble des lignes est la plus grande est nécessairement une ligne extréme pour la forme c.

Dans le cas d’un tableau faiblement enchainé comme I’indique la figure suivante, ol les hachures
définissent la partie chargée du tableau; on peut montrer aisément que la ligne dont la moyenne des
écarts D est la plus grande est nécessairement une ligne extréme.




Mais la propriété (8) du théoréme précédent n’est plus vérifiée en général dans ce cas. Pour le
montrer, nous allons examiner le cas d’un tableau faiblement enchainé ayant une forme parallélo-
grammique 7 suffisamment inclinée pour que I’intervalle chargé de la ligne médiane ait avec chacun des
intervalles chargés des deux lignes extrémes une intersection vide.

®

““““““ |

Dans les calculs qui vont suivre, 1 désignera la premiére ligne du tableau et I, la ligne médiane.
Nous allons comparer d’une part les moyennes; d’autre part, les variances des écarts de 1 et de / a I’en-
semble des lignes du tableau.

Rappelons que pour le cas d’une forme :

cg—ca=a(k—1) si cxg<c+p

Dk = si cxg=e+p

ou k > l et ol « est une constante.

La suite des valeurs des écarts de 1 est donc:

oy 2 0y oeey (; —_ 1> Oy [y [y oeey U3
la suite se termine par (n — %) termes tous égaux a p.

La suite des valeurs des écarts de [ est:

®
oy 2 0Ly oeey <$ — 1) Oy Oy 2 0y ouny (; — 1) Oy [y [y oeey U3

la suite comprend deux fois la séquence o, 2 «, ..., (‘f — 1) o et se termine par (n — 2% + 1) termes
tous égaux a . * x

Moyenne des écarts de 1, # (1)
Posons ¢ = p. [ «; on a:

—~r
IA'“
S
l
Y

i+

P

[E—



Moyenne des écarts de 1, # (I)

MO =-la@— )+ B—2+ 1)

-e{e-)

D’oui: M (1) > A ().
Variance des écarts de 1, ¥ (1) et de 1, ¥ (1)
r =i et e—ge|-wn—u+n/m

n|i<k<@g-—1)
] 2
ro-i[22  erre-utnwe —w(1-1).
n 1<k<(g—1) N n

Etudions le signe de la différence ¥" () — ¥ (1).

rO—r ) =2wa—nae—1/6—a—nul—e|(a=1f—1—@+ r20

Un calcul élémentaire nous montre que:

ro-ro =5 (- ~(-3)]

P’écart entre le second et le premier nombre étant de I'ordre de p2 [ 2n. Le membre de droite peut se
mettre sous la forme:

Donc: ¥ (I) > v (1) si

SIS

2.3. Proposition
Si un tableau d’incidence admet une forme & pour laquelle p /[« < 4n /9, pour cette forme, la variance
des écarts de la ligne médiane est supérieure a celle d’une ligne extréme.

Pour un tableau faiblement horizontalement enchainé et admettant une forme ¢ comme I’indique
la figure 2.1 ci-dessus, I’ordre des lignes, ou son inverse, peut étre déterminé en utilisant I’algorithme des
«enchainements successifs» & partir d’une ligne extréme /;, définie comme étant celle dont la moyenne
des écarts est la plus grande. Cet algorithme consiste & retenir au ki¢me pas la ligne I la plus proche de
celle I;—,. Le théoréme de représentation 2.1 n’est plus vrai si un tableau remplit les conditions (z), (iii),
mais n’est que faiblement horizontalement enchainé.

V. ANALYSE SIMULTANEE DE LA MOYENNE ET DE LA VARIANCE DES PROXIMITES

Nous allons examiner quelques exemples ot la forme ¢ fait apparaitre des blocs parallélogrammiques;
deux blocs successifs étant tels que la derniére ligne du premier et la premiére ligne du second aient en
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commun pour tout au plus un petit intervalle de ’ensemble des colonnes, une charge simultanée égale
a 1. Ces exemples, pour lesquels p; = y pour tout I, nous permettrons de préciser un algorithme de
représentation géométrique des tableaux d’incidence des données qu’on appliquera dans le cas général.
1. ExemPLE 1

Soit le tableau d’incidence ramené a la forme o comme il est indiqué dans la figure.

La partie hachurée est celle qui est chargée de uns; elle est constituée de deux blocs G et H ayant
la forme de parallélogramme. m est I'indice de la ligne qui termine le bloc G; on am = n [ 10. (m + 1)
est I'indice de la ligne qui commence le bloc H. On supposera dans les calculs qui vont suivre n grand;
en tout cas assez grand pour que, dans ces calculs on puisse confondre (m— 1) ou (m 4 1) avec m,
sans effet sensible sur le résultat.

Soit comme il est indiqué dans la figure, p = 1 /3.

Lorsque les lignes I et k (I < k), appartiennent a un méme bloc, on a:

cr — C1
(k—1)

a est le vecteur représenté par la premiére ligne du tableau; b, celui représenté par la (m -+ 1)éme ligne
et e, celui représenté par la derniére ligne.

= constantec ot | « = 1/3n

Un calcul analogue a celui qui a abouti a la proposition 2.3 du paragraphe précédent, permet
d’établir le tableau des valeurs:

A (a) = 0,302 M (b) = 0,1684
¥ (@) = 0,00899 ¥ (b) = 0,00989.

M (a) (resp. # (b)) est la moyenne des écarts de a (resp. de b);
v (a) (resp. ¥~ (b)) est la variance des écarts de a (resp. de b).

Ainsi .# (a) est sensiblement plus grand que .# (b) alors que ¥~ (b) > ¥ (a). Dans le cas de notre
tableau, il est surtout intéressant de découvrir la présence des deux blocs, quitte par la suite & ranger
les lignes de chacun d’entre eux. Certes, une classification automatique permet de détecter les deux blocs;
mais ici, nous I’effectuerons plus simplement par une analyse simultanée de la variance et de la moyenne
des proximités. En effet, & partir de b dont la variance des proximités est maximum, a peut étre obtenu
parmi les vecteurs lignes différents de b qui rendent maximum le rapport homogéne:
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¥ (%) [ (S (=, b))%

ot S (x, b) est la mesure de proximité entre a et b. Dans notre exemple, ce sont les deux lignes extrémes
du bloc G qui réalisent le maximum du rapport ci-dessus. En appelant, dans P’exemple considéré,
I. (resp. J), ’ensemble totalement ordonné des colonnes associées & G (resp. H); on remarque que le
tableau conserve la forme o si on place J avant I (¢f. § IV). Ce ne sera plus le cas pour le second exemple
que nous allons envisager et qui nous permettra d’améliorer notre intuition du probléme.

2. EXEMPLE 2

Le tableau d’incidence se présente comme suit lorsqu’il est ramené a la forme o.

G

L’indice m de la ligne qui termine le bloc G est ici égal 4 n [ 6 o n est le nombre total de lignes.
Les lignes m et (m --- 1) ont en commun pour une tranche de I’ensemble des colonnes une charge simul-
tanée égale & 1. n est supposé assez grand etonap = 1/3.

(1—2p)==pl/3.

Lorsque les lignes I et k appartiennent au méme bloc G, on a:

Cr—C

k—1D

= constante o, ot « = 1 /[ 5n.

D’autre part, lorsque les lignes [ et k appartiennent au méme bloc H, on a:

Cx—C

?le) = constante 3, ou § = 2 [ 5n.

a est toujours le point représenté par la premiére ligne du tableau;
b celui représenté par la (m + 1)éme ligne. Les résultats du calcul, présentés avec les notations
adoptées ci-dessus sont:
A (a) = 0,280 # (b) = 0,192
v (a) = 0,014 ¥ (b) = 0,011.

On aici # (a) > A (b) et ¥ (a) > ¥ (b); toutefois le rapport # (a) | # (b) est sensiblement
plus élevé que celui ¥~ (a) [ 7 (b).
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L’algorithme des enchainements successifs aurait permis ici de reconstituer ’ordre des lignes en
partant de a dont la moyenne des écarts # est maximum. Mais cet algorithme ne met pas en évidence
la présence des deux blocs G et H; il faut pour cela recourir & une analyse simultanée de la variance et
de la moyenne des proximités comme il a été fait allusion dans ’exemple ci-dessus. En effet, pour le
point b il se produit un saut positif brutal de:

v (%) [ (S (%, 0))?

lorsque x parcourt ’ensemble des vecteurs lignes du tableau différents de a et rangés par proximité
décroissante a a. Le vecteur ligne pour lequel le rapport précédent est maximum est b ou e (il faut faire
le calcul pour e); de toute fagon I'un quelconque de ces deux points permet de définir la dimension
sous-jacente 4 H; c’est-a-dire, 'ordre ou son inverse des attributs de description représentés par les
lignes de H ramené a la forme o.

3. FORMULE D’ANALYSE DE LA VARIANCE DES PROXIMITES

Considérons le tableau carré n X n des proximités Six:

S — Ptk

S k) =
( ) '\/PHHLIC

Nous allons commencer par effectuer une analyse de la variance globale des proximités selon
les lignes du tableau carré auquel on aura 6té le contenu de la diagonale (cette analyse est d’ailleurs
identique & celle selon les colonnes du tableau carr§).

Posons:

o 1
(n—1)

N
ZS; ¥ = moyenne des proximités de l.
{k1 k£ 1}

S = —1'; ZE; = moyenne globale des proximités.
1gi<n
Décomposons la différence (S;x — S) comme suit:
Sik—3S8) =(Sie—3S) +(Si—9)
Sik—98)?2=(Sir—8)*+ (Si— 8 + 2 (Six— S1) (St — S)
en sommant par rapport a k et pour k # [, on obtient:
NiSue—8) = (S —5i+ (v — 1) (5 — 5 + 0.
(ki k £k} {le/ £}
en sommant par rapport a [ et en divisant par n (n — 1) les deux membres on a :

) S = L Yt Mu =S NS — 9

{@GR1£E} 1<i<n {k1 kY 1<i<n

Dans cette formule le premier membre définit la dispersion du nuage des points représentant les
attributs dans le simplexe P (E) (cf. § II). Cette dispersion se décompose d’une part, en la moyenne des
variances des proximités de chacun des éléments descriptifs avec les autres (variances intra-lignes)
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et d’autre part, la variance inter-lignes; cette derniére est une mesure de la distorsion par rapport a un
état sphérique des données défini par S; constant pour tout I, S (I, k) est un produit scalaire pourle
tableau transformé e;x — '3 (¢f. § II).

3.1 Tests

En se référant a Phypothése N (cf. § II), on peut aisément effectuer des tests.

1) Test d’absence de structure vis-a-vis de I’hypothése de la « sériation» oui le tableau peut étre, au
contenu d’un petit nombre de cases prés, étre ramené a la forme o.

2) Test d’absence de structure par rapport a celle définie par une disposition sphérique des données
pour la métrique qui nous intéresse.

Le premier test sera basé sur la plus grande valeur observée de Z (Su— Si)® et le second surla

B o
valeur de Z(s, — S,
1gi<n

N

Si le tableau des données n’est pas de grande dimension, on peut effectuer les tests a partir de
simulations du tableau d’incidence dans I’hypothése N, un nombre suffisant de fois; nous disposons
d’un programme qui permet de le faire. On comparera les valeurs observées des statistiques avec leurs
distributions empiriques.

Autrement, on peut constater que pour p grand, dans I’hypothése N, la suite des valeurs:
stL1),sSt2),..80hLt—1),8Cl14+1),..,8(1n) ™

des proximités d’une ligne [ fixée avec les autres lignes du tableau, peut étre considérée comme une suite
de (n — 1) réalisations indépendantes d’une variable aléatoire normale centrée réduite; de sorte que

2 (Six — S)? est pour [ fixé, la réalisation d’un x? & (n — 2) degrés de liberté. Les n valeurs de cette

{k1k£1}
statistique obtenues pour ! variant de 1 & n, ne sont pas rigoureusement indépendantes dans I’hy-

pothése N; en effet, pour les n suites telles que (*), chaque S (I, k) pour ! différent de k, se retrouve
dans exactement deux suites différentes. Toutefois ce degré de dépendance est faible et I’est d’autant
que n est grand. Par conséquent, on se référera a la distribution de la plus grande valeur de n statistiques
indépendantes du x? & (n — 2) degrés de liberté pour juger de 'importance relative de la plus grande

valeur observée de Z(Szk — Si)2. De méme on se référera a la loi du x% & (n — 1) degrés de libertés
{k/k#£1}
pour juger de la relative petitesse de Z(Sz — S)&
I<i<n
4. DETERMINATION D’UN PLAN DE REPRESENTATION GEOMETRIQUE
Algorithme *

L’indice I, pour lequel est maximum la variance (—1—1 Z (Six — S;)? définira le premier axe Ax1
n—

{k/k£1}
du plan de représentation; Ax1] sera pris horizontal et orienté de gauche a droite.

L’élément I, qui définira le second axe Ax2 doit satisfaire deux conditions:

1. Nous tenons a remercier trés vivement M. J. M. Dernstein, de I'Institut de Programmation, qui a écrit le programme relatif
a cet algorithme,
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a) Une valeur de S (I, l,) voisine de 0; [, devant étre assez indépendant de l;. S (I;, I,) est le produit
scalaire des deux vecteurs lignes I, et I, de la matrice (¢';;) transformée de celle d’incidence (cij).

b) Une valeur élevée de ¥ (I;) qui nous assurera du caractére discriminant du second axe.

Par conséquent, nous prendrons pour I'indice l,, qui détermine Ax2, celui qui rend maximum le
rapport homogéne 7" (k) [ (S (I, k)%

Le point d’intersection des deux axes aura comme abscisse commune S (I}, ;) sur chacun des
deux axes.

Si t est la valeur de S (;, I,), ’angle o des deux axes sera défini par = ()

t
ot m()=PrN{S(LK <t}= ;/e—zz/zdx,
VaT | —oo

Ainsi, angle des deux axes définit le degré d’indépendance des deux attributs de description
qu’ils représentent respectivement.

Sur le plan des deux axes, un objet k sera représenté par le point de coordonnée (S (I, k), S (L, k))

On peut de proche en proche déterminer de nouveaux axes de référence définissant, lorsqu’elles
existent, de nouvelles dimensions ; ainsi le troisiéme axe Ax3 sera défini a partir de I'indice /; qui satisfait:

v (k) v (k) )
(S (B )7 (S (I B))®
Examinons dans le plan des deux premiers axes Ax1 et Ax2, les exemples 1) et 2) du paragraphe

précédent. Pour I’exemple 1), les points représentant les lignes du bloc H (resp. G) se trouvent tous
situés dans I’ordre défini par la forme ¢ du tableau d’incidence, sur Ax1 (resp. Ax2).

max { min

Pour I'exemple 2), les points représentant les lignes du bloc G (resp. H) se trouvent rangés selon
Ax1 (resp. Ax2) dans I’ordre défini par la forme c. La plupart des points relatifs au bloc G (resp. H) se
trouvent sur Ax1 (resp. Ax2), ceux qui n’y sont pas sont au voisinage de I’origine.

Considérons un troisiéme exemple o le tableau d’incidence peut prendre la forme ci-dessous.

@

o,

o

55



Les points relatifs aux lignes de G (resp. H) sont situés, dans le plan des deux premiers axes, sur
Ax] (resp. Ax2) selon Pordre défini par la forme o. Les diverses lignes du bloc K sont représentés en un
méme point d’égales coordonnées (— 4/p 1, — 4/p p). Un troisitme axe Ax3 définira la dimension
sous-jacente a K.

Nous nous proposons, au paragraphe suivant, d’expliciter la méthode par rapport a I’analyse
factorielle présentée du point de vue de J. P. Benzécri (cf. [2]).

VI. COMPARAISON AVEC L’ANALYSE FACTORIELLE

Discutons la recherche du premier axe puisque les autres s’en déduisent de proche en proche.

En ce qui nous concerne, le premier axe de discrimination Ax1 est défini & partir d’un vecteur
. 9. 3 rd . —+ , o 3
ligne du tableau d’incidence transformé. Si y j désigne un vecteur ligne courant

k= (((cxs —ur) [ Verva) [i=1,2, ... p)

Pincidence I, qui définit le premier axe est, rappelons le, celui qui rend maximum par rapport a l.

- [— - 1« —
ACCSICORD)

k=1

n

2

k=1

2,

Si les lignes représentent par exemple des attributs de description, c¢’est un attribut effectivement
présent qui sera le point extréme droite du premier axe qu’il caractérise. La suite des projections, au
sens de notre métrique, des autres attributs sur cet axe définira le premier facteur.

Pour I’analyse factorielle la plus proche de la méthode, le premier axe est défini par un vecteur

s > . . .
unitaire v, celui qui rend maximum

> (e )
k=1

> —> . . - qe
Nk . v étant le produit scalaire euclidien.

Par conséquent, dans notre méthode il s’agit, intuitivement parlant, d’un jugement des données
de Pintérieur. La technique ne nécessite pas la diagonalisation d’une matrice.

Signalons qu’un des points de départ de ce travail a été une remarque pratique: cherchant a
découvrir une classification sur des données pour lesquelles une analyse factorielle des correspondances
avait été appliquée, nous avons commencé par déterminer au moyen d’une technique analysée dans
([7], (c)) et dont ce texte présente une généralisation systématique, les éléments les plus neutres et ceux,
les plus discriminants. Nous avons observé, dans le plan des deux premiers axes factoriels, les éléments
les plus neutres se grouper autour de I’origine et ceux les plus discriminants aux extrémités du premier
axe dont I'importance était d’ailleurs sensiblement supérieure au second.

En fait, c’est au niveau d’une classe bien cohérente, résultant d’une classification automatique,
que nous envisageons d’appliquer notre méthode pour étudier la position relative des divers éléments
de la classe.

Ce traitement s’applique & n’importe quel tableau de données 4 X E pourvu que les variables
descriptives de 4 définissent toutes le méme type de structure algébrique sur E. L’analyse n’est en effet
basée que sur les proximités et nous avons étendu, en le précisant, le principe de définition de la mesure
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de proximité entre deux variables indicatrices de parties sur E (cf. § II), au cas d’un couple de variables
définissant, soit un couple de partitions, soit un couple de préordres totaux, soit un couple d’ordres
totaux, soit enfin, un couple de mesures positives sur E (cf. [7] (d)).

Il arrive souvent dans des études pour le développement économique et social que A soit formé
d’échelles (chaque variable détermine sur E un préordre total). Si une classification automatique sur 4
permet de dégager les principales « dimensions» du développement, on peut espérer que I’analyse d’une
méme classe de variables par cette méthode, suivie d’une recherche plus précise étudiée dans ([7]), (a)
établira pour la « dimension» étudiée, un enchainement entre les différents états du développement.
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