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Math. Sci. hum. (10¢ année, n° 37, 1972, p. 5-25)

ORDRES A DISTANCE MINIMUM D’UN TOURNOI
ET GRAPHES PARTIELS SANS CIRCUITS MAXIMAUX

par
J.-C. BERMOND !

Cet article a pour origine un probléme posé par la méthode des comparaisons par paires ; il s’agit
d’évaluer la cohérence « logique» des comparaisons effectuées par le sujet et éventuellement de donner
un rangement des objets comparés a I’aide du critére suivant : minimiser le nombre de comparaisons
incompatibles avec un tel rangement. Ce probléme a déja été abordé dans cette revue (cf. notamment
les articles de M. Barbut [2], B. Durand [6], A. Astié [1], et la note bibliographique de B. Monjardet
dans ce numéro). Cet article fait le point des articles déja publiés sur le sujet en essayant de dégager les
idées importantes ; plusieurs démonstrations sont originales et certains résultats sont nouveaux.

Si on représente les résultats d’une expérience de comparaisons par paires par un tournoi, le
probléme posé revient i étudier le nombre minimum d’arcs, dont il faut renverser I’orientation dans un
tournoi pour obtenir un tournoi transitif, ¢’est-a-dire un ordre total, et & chercher les ordres totaux ainsi
obtenus ; ce nombre minimum d’arcs est noté i (T4).

Aprés avoir donné les définitions nécessaires et posé le probléeme au § 1, nous ’étendons aux
graphes au § 2 et montrons qu’il est relié de maniére simple & la recherche des graphes partiels sans
circuits maximaux d’un graphe (généralisation au cas orienté de la notion d’arbre) : ceci nous permet
de relier deux types d’articles qui ont tendance a s’ignorer. Le § 3 est consacré a la détermination de
t (Ty) et de f (n) = max i (T,) maximum pris sur tous les tournois & n éléments. Nous montrons que
les majorants connus se déduisent tous d’une proposition trés simple. Nous établissons qu’un minorant
de i (T,) est donné par le nombre maximum de circuits 2 4 2 disjoints du tournoi T, ce qui nous permet
d’établir un minorant pour f(n) et en particulier les valeurs de f(n) jusqu’a n = 9. Nous avons placé
ce résultat (Th. 2.3) dans le cadre de la théorie des hypergraphes qui nous parait le plus adapté, néan-
moins le théoréme 2.3 peut se démontrer directement. Aprés avoir rappelé I’algorithme amélioré de
Remage et Thompson qui peut souvent étre remplacé par des encadrements, nous déterminons f(n)
pour n = 10 et 11, ainsi que les tournois a distance f(n) pour n < 7. Au cours de cet article, on trouvera
aussi plusieurs problémes ouverts qui pourraient servir d’étape pour une détermination de f (n).

1. INDICE DE TRANSITIVITE D’UN TOURNOI

1.1. DEFINITIONS

La méthode de comparaisons par paires s’applique lorsqu’on veut comparer un certain nombre d’objets
qui ne sont pas donnés en bloc. On les compare alors « par paires », toutes les paires étant envisagées, et
dans chaque paire on choisit un objet.
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Pour représenter les résultats d’une telle méthode on utilise un tournoi ou I-graphe complet
antisyméirique dans la terminologie de Berge [3].

Rappelons qu’un graphe G = (X, U) est le couple constitué par:
— Un ensemble X fini ;
— Une famille U d’éléments du produit cartésien X x X.

Les éléments de X sont appelés sommets ; ceux de U, arcs et notés (x, y) ; x (resp. y) est appelé
extrémité initiale (resp. terminale) de I’arc (x, y).
Lorsqu’un élément (x, y) apparait au plus une fois dans U, G est appelé I-graphe.
Un 1-graphe est antisymétrique si 'on a:
xy)eU=(y,x)&U.
Un 1-graphe est complet si 'on a:
xy)egU=(y,x)e U.
Un tournoi est donc encore un 1-graphe dans lequel deux sommets distincts x et y sont joints par
un et un seul des arcs (x, y) ou (y, x).
Dans une expérience de comparaisons par paires, les sommets du tournoi associé représentent
les objets a comparer et un arc (x, y) signifie que I’objet x est préféré a I'objet y.
Pour une étude plus approfondie des 1-graphes et des tournois on peut se référer a Berge [3], ou
Moon [13], ou Ore [15] et pour les comparaisons par paires & David [5], ou Kendall [10].

Dans la suite, G = (X, U) étant un graphe, nous désignerons par n = | X | la cardinalité de
Pensemble X et par m = | U | la cardinalité de Pensemble U.

Un tournot quelconque & n sommets sera noté Ty,. Remarquons que pour un tournoi T, on a:

m=(3) ="

On appelle demi-degré extérieur ou score (cas d’un tournoi) d’un sommet x et on note d¢ (x) (d* (x)
8’il n’y a pas d’ambiguité) le nombre d’arcs (x, y) du graphe G d’extrémité initiale x. De méme, on
appelle demi-degré intérieur d’un sommet x et on note dg (x) (ou d- (x)) le nombre d’arcs (y, x) d’extrémité
terminale x. Dans le cas d’un tournoi la donnée du score d’un sommet x définit aussitot le demi-degré
intérieur : d- (x) = n — 1 — d*t (x).

Une suite d’arcs (a, b), (b, ¢), ..., (0, p), (p, q) détermine un chemin de a & q. Nous supposerons
que les sommets a, b, c, ..., 0, p, q sont tous différents (on dit aussi qu’un tel chemin est élémentaire).

Un circuit (élémentaire) est une suite d’arcs (a, b), (b, ¢), ... (p, q), (4, a) olt tous les sommets a,
b, ¢, ..., p, q sont différents.

La longueur d’un chemin (circuit) est le nombre d’arcs contenu dans le chemin (circuit).

Un chemin (circuit) qui passe par chaque sommet du graphe est un chemin (circuit) hamiltonien.

1.2. ToURNOIS TRANSITIFS
Un 1-graphe est dit transitif si :
xyeU et (y,2)eU = (x,2)eU.

Les tournois transitifs, qui ne sont autres que les ordres totaux sont particuliérement intéressants ;
ils correspondent dans une expérience de comparaisons par paires a un juge « parfaitement logique » ou
4 un critére de jugement « bien approprié ».



Signalons quelques-unes de leurs propriétés immédiates (voir par exemple Moon [13], p. 15):
Si on suppose les sommets rangés de maniére que leurs scores soient non croissants :
d+ (x,) = dt (x5) ... = d* (xa),

on a équivalence entre :
(f) Ty est un tournoi transitif.
@) (x,x)eUsi < j.
(7i7) La suite des scores : d+ (x,), dt (x,) ... dt (xs) estn — 1, n — 2 ... 1, 0.
(iv) T, ne contient pas de circuits.

En réalité lorsqu’on traduit les résultats d’une expérience de comparaisons par paires, on obtient
souvent des tournois non transitifs et on peut chercher a avoir une mesure de la« logique » ou« cohérence »
de I’expérience, c’est-a-dire de la « transitivité » du tournoi associé.

1.3. INDICE CLASSIQUE DE TRANSITIVITE D’UN TOURNOI
L’indice utilisé le plus souvent, appelé indice de Kendall-Babington Smith [11] porte sur le nombre Cg (Thr)
de 3-circuits (circuits de longueur 3) d’un tournoi T.

En effet, on peut remarquer que, si un tournoi contient un circuit, il contient un 3-circuit ; donc
C; (Ty) = 0, si et seulement si le tournoi T, est transitif.

Pour un tournoi quelconque T, on a (Kendall-Babington Smith [11]) :

Cy (Ty) = (;) . .-E", <d+ 2(x4)>

v (5) = pran
ou : = " .
P pl!(n—p)!

L’indice de Kendall-Babington Smith est I’indice normalisé :

Cs (Tw)
max Cg (T,)
T

Proposition

k(T,) =

k (Ty) varie donc entre 0 et 1.
De la valeur de C; (T,) on déduit :

1/24 (n® — n) si n est impair,

max Cg (Tn) = 1/24 (n®* — 4 n) si n est pair.

T»

Si n est impair le maximum est atteint pour les tournois T, dont tous les scores sont égaux

(0 =25

1 . . NPT
: un tournoi dont tous les scores sont égaux est dit régulier.

. . . . . n , n
Si n est pair le maximum est atteint pour les tournois Ty, dont 3 sommets ont un score égal & 3

n , 141 . . , ,
et les 3 autres un score égal a 3 1 : ces tournois sont dits quasi-réguliers.

Exemple

On considére le tournoi Tj (fig. 1) & 5 sommets x,, x,, X3, X,, Xz avec (X, x5) € U sij—i=1ou2 (5).



C’est un tournoi régulier et Cg (T5) = 5 : on a les 5 3-circuits :
2

(%10 X5) (X250 X4) (%45 X;)
1 3 (%15 X2) (%25 X5) (%50 X1)
(%15 X3) (X3 Xg) (X Xy)
(%15 X3) (X35 X5) (%55 X1)
(%2, Xg) (X3 X5) (X5 Xa)-

Fig. 1

1.4. AUTRE INDICE DE TRANSITIVITE. FoNctION f (n)

Un autre indice a été proposé entre autres par Slater [20] ; il est basé sur le nombre minimum d’arcs dont
il faut changer Porientation pour obtenir un tournoi transitif, nombre qu’on notera i (T}).

Si on définit sur ’ensemble des tournois & n sommets donnés une distance par :
si Tp = (X, U) et T, = (X, U)

d (T, T's) = nombre d’arcs (x, y) tels que (x,y) € U et x,v) €« U’
et si on désigne par Oy un tournoi transitif @ n sommets on a :

i (Tw) = min d (On, Ty).
On

La distance précédente n’est autre que la moitié de la distance de la différence symétrique entre
deux parties.
Exemple

Pour le tournoi T de la figure 1 on a : i (T;) = 3 les arcs a inverser étant par exemple (x;, x,) 5 (%X, X;) 3
(%2, X5). (Pour une démonstration voir 3-2.)

On a évidemment i (T,) = 0, si et seulement si T, est transitif. Pour que cet indice puisse étre
utilisable, on est amené a chercher deux problémes :

A) Déterminer i (Ty) pour un tournoi donné : une réponse sera donnée au 3-4.

B) Pour obtenir un coefficient normalisé déterminer la fonction : f (n) = max i (Ty).
T
C’est essentiellement le probléme B qui fait I’objet de cet article et a défaut de pouvoir donner la
valeur de f (n), nous nous proposons de donner des renseignements sur cette fonction.

2. EXTENSION DU PROBLEME AUX GRAPHES
2.1. DEFINITIONS

On peut généraliser les notions précédentes en considérant au lieu d’un tournoi transitif un graphe sans
circuit. A un tel graphe, on peut associer un ordre partiel sur les sommets x;, X,, ..., X tel que tous les
arcs appartenant a G soient de la forme x; x;+5 (et alors x; > Xi4p).



Appelons ensemble W d’arcs d’un graphe G un ensemble d’arcs tel que, si on renverse leur orien-
tation, on obtienne un graphe sans circuit et soit ¢ (G) la cardinalité des ensembles W minimum (en
cardinalité).

(Remarque : le graphe sans circuit obtenu n’est un 1-graphe que si G est un 1-graphe anti-
symétrique.)

Appelons ensemble V d’arcs d’un graphe G = (X, U), un ensemble d’arcs V tel que le graphe
partiel G — V = (X, U — V), obtenu en supprimant les arcs de V, soit un graphe sans circuit ; et
soit p (G) la cardinalité des ensembles V minimum. (p (G) peut étre considéré comme la généralisation
du nombre cyclomatique défini pour les graphes non orientés.)

On a le théoréme suivant, dé 4 Grindberg et Dambit [8] et aussi & Remage et Thompson [18 et 19].

2.2. THEOREME
Les ensembles d’arcs W minimum d’un graphe G sont les ensembles d’arcs V minimum de ce graphe.

Corollaire
i (6) = 5 (6).
Démonstration du théoréme

a) Soit W, un ensemble W; le graphe G — W, est sans circuit, W, est donc un ensemble V et
contient un ensemble V, minimum soit :

(1) V W, ensemble W, 3 V, ensemble V minimum avec V, < W,.

b) Remarquons que si G = (X, U) est un graphe sans circuit, pour tout couple de sommets dis-
tincts x, y, il existe au moins un des arcs (x, y) ou (y, x) tel que G + (x,y) = (X, U U (x,y)) ou G +
(y,x) = (X, U U (y, x)) soit sans circuit : en effet, si en rajoutant ’arc (x, y) on obtenait un circuit C, =
[(x, ¥)oiq (¥> X)] 02t 24 (¥, X) est un chemin de y a x, et si en rajoutant I’arc (y, x) on obtenait un circuit
C; = [(y> x), ps (%, y)] okt @y (X, y) est un chemin de x a y, alors p, (y, x) U p, (X, y) contiendrait un
circuit appartenant a G.

Soit V, un ensemble V' ; G — ¥/, est sans circuit ; d’aprés la remarque ci-dessus, on obtient en
rajoutant & G — V/; des arcs appartenant & ¥, ou a ’ensemble des arcs opposés a ceux de V; un graphe
sans circuit, qui se déduit de G en changeant I’orientation de certains arcs de V,. ¥ contient donc un
ensemble W et par suite un W, minimum.

(2) V V, ensemble V,3 W, ensemble W minimum avec W, C V,.

Le théoréme se déduit de (1) et (2) : en effet, soit W, un ensemble W minimum, d’aprés (1) il
existe V, ensemble ' minimum avec V, — W, et d’aprés (2) il existe W, ensemble W minimum avec
W, < V,. Donc W, < W, et comme W, et W, sont minimums soit I W1| = I W0| onaW,= W,et
par suite W, = V,. Un ensemble W, W minimum est donc aussi ¥ minimum. On montre de méme qu’un
ensemble V' minimum est W minimum.

Remarques

1) La démonstration précédente montre que tout ensemble W est ensemble V'; mais les ensem-
bles V ne sont pas forcément ensembles W : ainsi le tournoi transitif &4 3 sommets a, b, c et a4 3 arcs (a, b),
(a, ¢), (b, ¢) admet (a, ¢) comme ensemble V' mais pas comme ensemble W.

2) Les ensembles ¥ (ou W) minimum ne coincident pas avec les ensembles V' (ou W) minimal
(au sens de Pinclusion) : par exemple, le graphe & 4 sommets : X = {a, b, c,d} et a5 arcs U = {(a, b),
(b, ¢), (c, d), (d, a), (b, d) } admet { (b, c), (b, d) } comme ensemble ¥ minimal de cardinal 2, alors que
(a, b) est un ensemble ¥ minimum (cardinalité 1).



2.3. GRAPHES PARTIELS SANS CIRCUIT

L’étude ci-dessus montre I'importance des graphes partiels sans circuit. Nous appellerons « ensemble S
d’arcs » d’un graphe G, un ensemble d’arcs formant un graphe partiel sans circuit et nous désignerons
par o (G) la cardinalité maximum d’un ensemble S d’arcs. (Les premiers résultats sur o (G) apparaissent
dans Erdés-Moon [7] qui appellent graphe partiel sans circuit : «set of consistent arcs»). On a la propo-
sition évidente suivante (le corollaire est proposé en exercice dans Moon [13], p. 21, exercice 5).

Proposition

Les ensembles S d’arcs d’un graphe G sont les complémentaires des ensembles V d’arcs de ce graphe.

Corollaire
1(G) =m— o (6) (m=|U|).

L’intérét de cette proposition est de relier deux problémes qui ont été étudiés souvent indépen-
damment I'un de I’autre.

2.4. HYPERGRAPHE ASSOCIE AUX CIRCUITS D'UN GRAPHE

Un hypergraphe H = (X, &) est le couple constitué par :

— Un ensemble fini X ;

— Une famille & = (E;/i  I) de parties non vides de X appelées arétes de I’hypergraphe (nous
les supposerons de plus 2 a 2 distinctes).

Un ensemble transversal des arétes d’'un hypergraphe H = (X, E,, ..., Ep) est un ensemble T de
sommets tel que T n E; # J( = 1,2, ..., m). Le nombre minimum de sommets d’un ensemble trans-
versal est appelé le nombre de transversalité de Uhypergraphe H.

Un couplage de ’hypergraphe H est un ensemble d’arétes 2 & 2 disjointes. Le nombre maximum
d’arétes d’un couplage sera noté v (H).

A un graphe G = (X, U) on peut associer 'hypergraphe H = (U, ) ou U ensemble des sommets
de H est ’ensemble des arcs de G, et € ensemble des arétes de H est I’ensemble des circuits de G.

Les ensembles transversaux d’un tel hypergraphe ne sont autres que les ensembles V' d’arcs
(définis en 2.1). Le nombre i (G) = p (G) défini au 2.1 n’est autre que le nombre de transversalité de
Phypergraphe H. Un couplage de H est une famille de circuits 2 a 2 disjoints au sens des arcs.

Utilisant le résultat immédiat (Berge [3], p. 405, théoréme 5) qui dit que dans un hypergraphe la
cardinalité d’un couplage maximum est plus petite que le nombre de transversalité, on a :
Théoréme

Si v (G) désigne le nombre maximum de circuits 2 & 2 disjoints au sens des arcs du graphe G :

v(6) < i(6).

3. DETERMINATION DE i (G) ET ETUDE DE f (n) = max i (Ty)
T

Notation

Dans la suite nous désignerons les n sommets d’un tournoi T, par les nombres 1, 2, ..., n et nous noterons
Pappartenance de I’arc (i, j) 4 U par:i > j. Si T, est le tournoi transitif associé a ’ordre total i,, i,,
<es» Ip, NOUS NoOterons ce tournoi: i; > iy ... > ip.
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Exemple

Le tournoi de la figure 1 a pour ensemble de sommets : X = (1, 2, 3, 4, 5) et les arcs sont indiqués par :
1 >23 2 >34 3 >45 4 > 5,1 5>1,2

si on renverse ’orientation des arcs (1,4), (1,5), (2,5), on obtient le tournoi transitif: 1 > 2 > 3 > 4 > 5.

On désignera par [x] la partie entiére de x.

3.1. MajoraNTs POUR i (G) ET f (n)

G = (X, U) étant un graphe nous désignerons par G, = (X, U,) le sous-graphe engendré par X; c X
(U= U n (X; X X)), par G, le sous-graphe engendré par le complémentaire X, de X, et par m*(X;, X,)
le nombre d’arcs (x, y) de U ou x appartient @ X, et y & X,. On a alors :

Proposition

Pour tout graphe G, de G engendré par un sous-ensemble X, de X on a :

i (6) <i(6y) + i(6'y) + min (m* (X, X)) s m* (X, X,)).

Démonstration
Ceci résulte du fait qu’en supprimant les i (G,) arcs d’un ensemble W, W-minimal de G,, les i (G';) arcs
d’un ensemble W, W- minimal de G', et les m+ (X;, X;) ou les m+ (X, X;) arcs allant de X, 4 X, ou de

X, a X, on obtient un graphe partiel sans circuit de G, G; — W, étant sans circuit ainsi que G’y — W’;
et tous les arcs reliant X, a X, étant orientés dans le méme sens.

Corollaire 1
G — { x; } désignant le sous-graphe engendré par X — { x; }, pour tout sommet x; de X on a :
i1 (G) <i(6G—{x4}) + min (d+ (x5) ; d— (x)).
11 suffit de prendre G, = { x;}.

Corollaire 2 (Exdés-Moon [7]) i
ro<[3]*57] <

Dans un tournoi T, & n sommets, il existe au moins un sommet x; de score (demi-degré extérieur) :

d* (xq) < [" 5 l]

VT i) <im—txo) + |25 < re—n + |25

Démonstration

donc :

donc :

1o <fm—n+ |23
et compte tenu de f (1) = f (2) = 0, A

so< 2 5= [

Si on remarque que f(4) = 1 et si on commence la récurrence a k = 4, on obtient I'inégalité stricte pour
n > 4.

Remarque
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Corollaire 3 (Reid [16])

o< [17)

La démonstration qui repose sur 'examen de certains ensembles G, 4 deux éléments n’est pas
donnée, le majorant étant moins bon que celui du corollaire 4.

Corollaire 4 (Jung [12])
Si n s’écrit :

n=n,+ n, avec n, < n,
on a: n pair Fm) < flm)+ fng + 22D
n impair Fm) < f(m) + F(m) + 757

Démonstration

Si on considére 'ensemble des points de score supérieur ou égal a [E] et ’ensemble complémentaire des
points de score inférieur a % | 'un au moins est de cardinalité supérieure ou égale a g . Supposons par
exemple que ce soit ’ensemble des points de score supérieur ou égal a [gJ et choisissons comme ensemble
X, un de ses sous-ensembles de cardinalité n,. On a :

mt (X, X)) < mt (Xy, X))

or:
m (% X) = 2 a- ) —(7)
2
xeX,
pour :
xe X, d+(x)>lg]
donc :
d—(x)zn—l——d’r(x)sln—z_l]
donc :
m+ (Xb X)<n [n—l o (n,—1)
2 2
. _— n, n,
n pair, n=2p :m+(X1,X1)<2—(2p—2-——n1—|—1)=§~(n2—1)
n impair, n=2p—|—1:m+(5(1,X1) <gl(2p——n1—l—1) =gl.n2

Le corollaire se déduit alors de la proposition appliquée a X;.

En utilisant le corollaire 4 nous allons trouver un majorant fonction de n : ¢ (n).

Corollaire 5
f(27) < 2222 —(p + 1) 2272

12



Démonstration

En appliquant le corollaire 4 au cas n, = n, = 2?7-1 on obtient :

£(27) < 2f(207) + 20 (201 — 1),

Par récurrence, la propriété étant évidente pour p = 1 ou2,on a:

f(27) <2.2%4_2p2r-3 4 220-3__29-2 = 2202 — (p 4 1) 272,
Utilisant la décomposition d’un nombre pair selon ses puissances de 2, il vient :

Théoréme (Jung [12])

k
Si n est pair : n= X 2% avec 0 <p, <ps..<pr
i=1
1 1k »
F) <=1 =1 T (pet 2k—20)2% = g (u).

Si n est impair :
fO) <fm—1)+50—1) =g @)

Démeonstration

On applique le corollaire 4 avec n, = 27k :

oy <f( 2

k—1 1

i=1 i

) p @ + 1D ) @)

ﬂm<i§f@%4-2(§ﬂﬁmm—u

i=2 \j=1
et avec le corollaire 5 :
k 1 X 1 1 X
f(n) < > 22”i—1 > (pi+l)2pi\+§ II 27"@'21"1-—§ X (k—7i) 2%
i=1 i=1 i j

i=1

B | -

1 : ] k
f(n) < —( 21’4) —- T 2P
i=1 4

i=1

k
T (pi+ 2k—2i) 2%

i=1

’Plv—'

k
fn) < i(nz—n)—i S (pi4 2k —2i)2m
i=1
Le cas n impair découle du corollaire 1.

Remarque

Le majorant explicite ¢ (n) obtenu semble le meilleur qu’on puisse obtenir a partir du corollaire 4. Dans
certains cas, on peut obtenir de meilleurs majorants en se référant directement a la proposition.

Casn =13 : ¢ (13) = ¢ (12) + 6. Comme: 12 = 23 4 22

@(12):i12 . 11-%(4.22+3.23)=23 donc : ¢ (13) = 29.

13



Or les tournois a4 13 éléments sont, soit :

a) non réguliers, il existe au moins un sommet x de score d* (x) > 7 et le corollaire (1) nous
donne : i (Ty3) < i (Ty) + 5, s0it: i (Tys) < ¢ (12) + 5 = 28.

B) réguliers contenant un sous-tournoi a 5 éléments transitif ; la proposition appliquée a ce
sous-tournoi pris comme G, donne :

i (T) <3(6) + 1 (6 + 55 < f(8) + 20 = 28

car: i (Gy) = 0.
v) réguliers et sans sous-tournoi transitif a 5 éléments : un tel tournoi est unique d’aprés Reid et
Parker [17] c’est le tournoi T, tel que :

@GBHelU s j—i=123,5,60u9 (mod. 13).
Or ce tournoi est a distance 26 du tournoi transitif 1 > 2 > ... > 13, donc on a: i (To) < 26.

Donc: f(13) < 28.
Casn = 20:20 = 2¢ 4 22 donc: @(20):%20. 19—%(4.224—4.24):75.

Comme dans la démonstration du corollaire 4, considérons I’ensemble des points de score supérieur
ou égal a 10 et celui des points de score inférieur & 10 : 'un a au moins 10 éléments, supposons que ce
soit le premier ; dans cet ensemble, il existe un sous-tournoi transitif a 4 éléments, prenons-le comme

sous-tournoi G, de la proposition :
i (Tw) < i(G,) +i(G’1)—I—% L 4.15 < £(16) + 30 = 74

car: 1 (G, = 0.

Donc :
f(20) < 74 et f(21) < 84.

3.2. MiNorANT POUR i (G) ET f (n)

Le théoréme 2.4 nous donne comme minorant de i (G) : v (G) nombre maximum de circuits 2 a 2 disjoints
(au sens des arcs) de G. On peut dans certains cas obtenir un minorant en comparant G a un graphe G’
dont on connait i (G') (ou un minorant) ; par exemple si G se déduit de G’ en changeant I’orientation

de a arcs, i (G) > i(G') —a.
Pour f (n) la proposition suivante va nous donner un minorant explicite.
Proposition

Si on désigne par w (Ky) le nombre de cycles 2 a 2 disjoints (au sens des arétes) du graphe complet non
orienté Ky : f(n) > = (Ka).

Démonstration

D’aprés le théoréme 2.4, on a: f (n) > nigx v (Tp). Or les tournois T, admettent K, comme graphe
n

non orienté associé ; donc : v (Ty) < = (K,) pour tout tournoi T’y ; soit: rr’igx v(T») < = (Ka).
n
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D’autre part, en orientant les = (K,) cycles 2 a 2 disjoints de K, de maniére a former des circuits
(ce qui est possible car les cycles sont disjoints) et en orientant les arcs n’appartenant pas a ces cycles
(s’il y en a) comme on veut, on obtient au moins un tournoi T, tel que v (T) = = (Kj), donc
n%gx v (Ty) = = (Ka).

n

Théoréme
nfn—1
>z .
f) [3'? 2 ]]
Démonstration
Ceci résulte de la valeur de = (Kz) : = (K») = [g [n ;— IJ] établie par Chartrand, Geller, Hedet-
niemi [4].
Remarques

D’aprés Moon [14], Remage (correspondance non publiée) a montré que pour p premier, p = 6 k 4 1,

pp—1)
6

il existe un tournoi T), tel que i (Tp) = ce qui n’est qu’un cas trés particulier du théoréme.

La valeur obtenue ci-dessus est la meilleure connue actuellement ; on peut espérer I’améliorer, car
o m . m P . .
la limite de f (n) (3.3) est 3 alors que ce minorant est en 3 Une des méthodes qui semble la meilleure est

de trouver une famille de tournois dont on peut calculer le i (T;), mais une telle famille semble difficile &
construire.

Considérons la famille des tournois parfaitement réguliers ou parfaitement quasi-réguliers, c’est-a-

dire des tournois T, tels que: i > j ((3, j) & V) si: j—i < n—1 (mod. n) si n impairet: j —i < g
(mod. n 4 1) si n pair ; pour ces tournois on a:
(5] 1[n+ ][ 1
n n—
] T = k = - ;
CEELEH o (Bl
k=1
les tournois transitifs associés sont de la forme i > i 4+ 1 > ... > i + n — 1 (les nombres étant pris
modulo n).
Exemple

Le tournoi T de la figure 1.

Dans le cas ol : n = pg, on peut considérer le tournoi T, produit lexicographique des tournois T}
et Tynoté Ty ® T4, c’est-a-dire le tournoi dont les n sommets sont{i;i,}avecl <i, <p;3;1 < iy, < ¢q;
et ot (iyiy) > (jijo) siiy > jrouiy = jyetiy > jo

Exemple
n=29 C, étant le 3-circuit: 1 > 2;2 > 3;3 > 1.
Ty = C; ® C; a pour sommets :

1={11} 2 ={12} 3 ={13} 4 = {21} 5={22}
6 ={23} 7=1{31} 8 ={32} 9 ={33}
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et pour arcs :
1>2,4,5,6 2 >3,4,56 3>1,4,5,6 4>5,78,9 5>6,7,8,9
6 >4,7,8,9 7>1,2,3,8 8>1,23,9 9>123,T7.

En remarquant qu’un tel tournoi se compose de p sections isomorphes a T, (ou q sections iso-
morphes a T)p), on obtient un graphe partiel sans circuit en supprimant les i (T;) arcs nécessaires dans
chaque section soit : p i (T,) et les ¢q% i (Tp) arcs nécessaires reliant les sections ; donc :

i(T, ® Ty < P i(Ty) + ¢2i(Tp),

de méme :

i(Tp @ Tg) < qi(Ty) + p2i(Ty).

Dans P’exemple ci-dessus, on a:i (C; ® C3) = 12.

Conjecture
i(Tp ® Tg) = inf(pi(Ty) + ¢*i(Tp); qi(Tp) + p*i(Ty))

cette conjecture, méme démontrée, nous fournit un minorant moins bon que = (Kj3) sauf n = 9.

3.3. Limite de f (n) LORSQUE n TEND VERS L’INFINI

On a le théoréme suivant di a Erdés et Moon [7] ; la démonstration donnée est légérement différente
de la leur.

Théoréme
Ve>0,3IN,n > N=f(n) >'g(l—s) ou: m=|U|=(;)

f(n)

(ce qui revient & dire que *—— tend vers % lorsque n tend vers I’infini car f(n) est inférieur a g pour tout n
m
[3.1 corollaire 2].)
Démonstration
‘s e s . n n(n—1) . .
On considére les tournois (étiquetés) 4 n sommets et m = = ———"" arcs, il y en a 27, Parmi

2 2
ceux-ci ¢

— Les tournois transitifs { Ty : i (Ts) = 0} sont en nombre égal an ! ;

— Ceux a distance 1 des tournois transitifs { T, : ¢ (Ts) = 1} sont en nombre inférieur ou égal

én!(?);

— Ceux a distance k des tournois transitifs {Ty : i (T,) = k} sont en nombre inférieur ou égal a
g
m
n! ( X
k )
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(Les tournois tels que i (T) = k forment en effet un sous-ensemble des tournois obtenus a partir
des n ! tournois transitifs en changeant ’orientation de k arcs.)

On aura:

. ks m
f(n) >k si 2m > 3 n! k
k=0
le nombre total de tournois T, étant alors supérieur au nombre de tournois vérifiant : i (Tys) < k,.

Pour démontrer le théoréme, nous allons établir que :

ko
Ve>0,(e <1,3N,n>N=2m> 3 nz<'Z)
k=0

2m

ko

= n!(”‘>

k=0 k

0<k<k0<%’, ('{:)<<Z’)
0

J2mky ! (m—ky)!

n!lm!k,

Soit : A=

comme :

Utilisant la formule de Stirling :
Logn!= nLogn —n + o (n),

Logk,,!:k.,Logk.,-—ko+o(n2)=§(1—s) Log%(1—e)—g(1—e)+o(n2),

Log (m — ko) ! = (m — ko) Log ky — (m — kq) + o (n?) =g(l+e) Logg(1+e)—”§‘(1+e) + o (n2).

Logm! = m Log m — m + o (n?,
Logn! = o (n?),
Log k, = o (n?,

d’otr :
Log A > m Log 2 + g(l—-—s) Log§(1_8)+ —2"1(1+8)Log§(1+e)—mLogm+o(n2),
soit :
Log A >g(1-—s) Log (1 —¢) + g(l—}—s)Log(l—{—e)—l—o(nz).

La concavité de la fonction x Log x dans [0, + oo [ entraine pour x positif :

3 (02 Tog (149 + (1 =) Log (1—2)> () =0
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soit ici :

%((1 —c¢) Log (1 —¢) + (1 + ¢) Log (1 + s)): o >0

donc : Log A = a m + o (m) et est pour m supérieur 3 M soit n supérieur a N strictement positif soit :
A >1 C.Q.F.D.

Remarque

La démonstration précédente donne aussi un minorant, inintéressant car les majorations du nombre
de tournois T, vérifiant : i (T,) = k sont trop grossiéres.

DOl

(Moon [14] a montré que f(n) > % nn—1)— é n (n Log n) * pour presque tous les tournois.)

On pourrait songer a chercher exactement le nombre de tournois tels que : i (T,) = k, ce qui nous
donnerait aussitét la valeur de f (n). Ce probléme a été résolu par Slater [20] pour i (T,) inférieur ou égal
a 3 : il obtient en appelant f (n, k) le nombre de tournois T, vérifiant i (T,) =k :

n!(3n*—13 n 4+ 14)
6 ?
n!(9nt— 78 n® 4 235 n?2 — 438 n + 680)
sin
72

f(n, 1) =

> 4,

f(n,2) =
f(n,3) =24sin=35,

!
f(n,3) = Ensﬁ (135 ns — 1755 ns + 8685 nt — 27185 n® + 77820 n> — 157204 n + 210336) sin > 6.
Slater donne aussi dans son article le nombre de tournois T}, tels que : i (T%) = k pour k quelconque
et n inférieur ou égal A 8 : une telle table est trés utile si on veut avoir I'idée de larépartition des tournois

selon leur indice i (T') et effectuer des tests (on pourra a ce propos lire I’article de A. Astié [1]). On peut
en particulier se demander si la répartition tend vers une loi normale comme dans le cas des 3-circuits.

3.4. ALGORITHMES POUR DETERMINER i (T%)

Remarque
On peut supposer T, (ou G) fortement connexe (V (x,y) € X X X, il existe un chemin allant de x a y),
o
sinon on s’intéresse a chacune de ses composantes fortement connexes, car si G = U G; (les G; étant
o i=1
les composantes fortement connexes) i (6) = X i (G;).
i=1

Avant de donner I’algorithme, nous allons établir quelques propriétés des tournois transitifs O,
associés 4 un tournoi TY.

Définition
Un tournoi transitif Oy associé & un tournoi T}, est un tournoi transitif & distance minimum de Ty (obtenu
en réorientant i (T,) arcs) ; nous désignerons un tournoi Oy, par i; > iy ... > in.

Propriété 1 (Jacquet-Lagréze 1)
Le sous-tournoi de T, engendré par h sommets consécutifs iy, ..., ij+n d’un tournoi transitif associé Oy admet
le sous-tournoi transitif i; > ij4y ... > ij+n comme tournoi transitif associé.

1, Communication orale.
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Démonstration
Appelons : T;_, le sous-tournoi engendré par i, ..., i,

Ty  le sous-tournoi engendré par iy, ..., ij4a—y,

Tn—pn le sous-tournoi engendré par ijip, ..., in,

0, le tournoi transitif associé a T,

0;_, le sous-tournoi transitif : i; > ... > ij,

O,  le sous-tournoi transitif : i; > ... > Ij4p—y,

Ou—p le sous-tournoi transitif : ij4p > ... > iy,
i (Tw) = d (Ta, 0n) = d (Tymsy Oj) + d (T, On) + & (Tuoy Onct) + m* { iy wvv i) 5 (i oov igancs) ) +

mt { (il cee Bj) 3 Gen oo tn) } + mt{ (5 ... Gjrn—) 3 (T in) }»

la minimalité entraine aussitdt (les autres termes de I’égalité restant constants) d (T, Or) < d (Th, 0'1);
O’ désignant un tournoi transitif quelconque ayant pour sommets (i; ... ij+5) ; ce qui prouve bien que O,
est un tournoi transitif associé a T,

Corollaire (Remage et Thompson [19]
Ox (i, > iy ... > iy) étant un tournoi transitif associé & Ty, la suite d’arcs (iy, iy) (i U3) ... (In—1» in) €st un
chemin hamiltonien de G.
11 suffit de vérifier que pour tout j, (is, ij+;) est un arc de T. Ceci résulte de la propriété 1, appli-
quée au sous-tournoi T, engendré par i;, i;4, qui vérifie i (T3) = 0 car h = 2.
Propriété 2
n

Oy (iy > iy ... > i) étant un tournot transitif associé & Tpon a : d* (i,) > [Q]

Démonstration 7
Supposons d+ (i) < |g] alors d+ (i,) < d- (i;). Considérons le tournoi transitif 0, : iy > ... > inp > iy
appelons Ty, — { i, } le sous-tournoi engendré par iy, ..., i, et Oy — { i, } le sous-tournoi transitif i, > i, ...
> iy,

d (Tm On) =d- (il) -+ d (Tn — {5} 0 — {1 })')

d (Tm O;) = d+ (il) + d (Tn —{ il }9 On _"'{il })9
donc : d (Tu, 0,) < d(Th, Oy) ce qui contredit la définition de O,.

Corollaire
Si on désigne par Ty — {i,, ..., ij-, } le sous-tournoi engendré par i, ..., i, on a dans ce sous-tournoi :

d+ (iy) > l'%‘“]

Remarque 1
On se gardera de croire que les sommets des tournois transitifs associés sont nécessairement rangés de
maniére a ce que i; soit un des sommets de plus grand score dans le sous-tournoi engendré par i; ... iy,
et donc, a fortiori, par ordre de score décroissant.

Il peut méme n’exister aucun tournoi associé ayant la propriété ci-dessus comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple

Soit le tournoi T, :
1>23,567 2>357 3>4517 4>1256 5>67T 6>2,37T 17T>4
ona:d(T,,0,)=3 pour0;:4 >1>6>2>3>5>T1T.

19



Or pour tout tournoi transitif 0’; ayant pour sommet de plus grand score, le seul sommet de plus
grand score de T, a savoir 1 (score 5) on a: d (T,, 0';) > 1 + i (T,) or T est le sous-tournoi engendré
par 2, 3,4,5,6, 7, soit :

2 >3,517 3 >4,57 4 >2,5,6 5>6,7 6 >2,3,7 7> 4;
or ce tournoi Ty contient 3 circuits 2 4 2 disjoints au sens des arcs : (2, 3, 4) (2, 5, 6) (4, 5, 7), donc :
i1 (Tg) =3 et d(T,, 0;) > 4.

Il n’existe donc aucun tournoi transitif associé 0; ayant comme premier sommet le sommet i,

de plus grand score dans T,.

Remarque 2

Kadane [9] a montré que si on change seulement l’orientation d’arcs reliant deux points ayant méme
score dans T, il faut effectuer Cy (T) (nombre de 3 circuits) telles opérations sur les tournois successifs
obtenus pour former un tournoi transitif ; ce résultat relie d’'une certaine maniére le probléeme étudié
a celui des 3-circuits et montre (ce qui est évident) que i (Ty) < Cg (Th).

Remarque 3

Les tournois transitifs associés ont un réle important : ils donnent une réponse aux problémes de classe-
ment (ou de rangement) entre objets (cf. Moon [13], p. 42-46).

Algorithmes pour déterminer i (Ty)

11 existe une série d’algorithmes qui se déduisent des algorithmes de recouvrement minimum ou trans-
versal minimum, le probléme étant, comme on I’a vu en 1.4., celui de la détermination d’un transversal
minimum d’un hypergraphe. Pour de tels algorithmes nous renvoyons a Berge [3], p. 405, ou a
Durand [6].
Nous ne citerons ici que ’algorithme de Remage et Thompson [19], qu'on peut améliorer en
utilisant les propriétés 1 et 2. L’algorithme repose sur le fait que :
i(T) = min {i(Ty) + i(T") + min (m* (X}, Xy) s m* (X, Xy)) }
X,cX
ol les notations sont celles de 3.1, T, désignant le sous-tournoi engendré par X;.
On peut remarquer que l’on a aussi:
) i(T)= min {i(T—{x¢}) + min (d* (x); d~ (x4)) }.
X; € X
Remage et Thompson utilisent eux :
B i(T)= min {i(T—{xi}+ d= (xi)}.
X; € X
Ceci revient a chercher les tournois transitifs associés commencant par x; alors que dans la for-

mule o) on cherche soit ceux commengant par x; si: d- (x;) < d+ (x;), soit ceux finissant par x; si:
d- (x¢) > d* (x;). On peut se contenter d’utiliser la formule 8) & condition de ne considérer que les x;

vérifiant : d+ (x;) > [gJ (propriété 2). On peut noter que la formule o) redonne une démonstration de

la propriété 2.

[N

L’algorithme consiste a utiliser $) amélioré ou «) en notant que d’aprés le corollaire de la pro-
priété 1, on doit avoir dans le tournoi transitif associé : (ij, i5+,) appartient a U.

1) On définit les ensembles X; de la maniére suivante : (j > 1).

a) Soit x, appartenant a X vérifiant d+ (x;) > [g] alors X; = X —{x,};
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n—1

b) Soit x, appartenant a X, vérifiant : (x;, x,) € U et dt p, (x,) > [ ] ou T; est le sous-

tournoi engendré par X, alors X, =X, —{x,};

¢) On poursuit 'opération de la maniére suivante : X;-, étant défini, soit x; appartenant a X;;
. n—j+ 1] . . .
vérifiant (xj-;, x5) € U et d¥r;_, (x5) > [———]2——_{_—] ot T;_, est le sous-tournoi engendré par Xj_,.

Alors : Xj = Xf—l —_ { X5 }
2) On a X, = @. On calcule d (T, 0s) = d- (%) + d™r, (x3) + ... + d-1ry; (x5) + ... 011t Op
est le tournoi transitif x; > %, ... > Xy.

3) On effectue ceci sur tous les choix possibles de O, déterminés par 1.

On obtient ainsi tous les tournois transitifs associés & T et par suite i (T). On peut d’ailleurs
arréter I’algorithme a 'ensemble X si: d= (x;) 4+ d~r, (%) ... + d~r;_, (x5) > M (supérieur ou égal & M
si on ne veut que i (T) et non tous les ordres associés), o M est un majorant d’initialisation ou le mini-
mum des d (T, O,) pour les tournois transitifs 0, déja envisagés. Le majorant d’initialisation peut étre
soit la distance de T au tournoi transitif induit par des sommets rangés par ordre de score décroissant,
soit un majorant obtenu en 3.1, soit f (n) si on la connait.

Cet algorithme nécessite beaucoup d’opérations, environ la moitié de celles de I’algorithme de
Remage et Thompson, soit n 27—2, Si on veut obtenir tous les tournois transitifs associés, I’algorithme
ci-dessus est pour I'instant la procédure la plus efficace ; mais si on ne veut obtenir que ¢ (T), il est souvent
plus rapide d’utiliser des minorants et majorants, qui donnent i (T) lorsqu’ils sont égaux. Des considé-
rations de « symétrie » peuvent simplifier le probléme. Nous allons expliquer ceci sur deux exemples.

Exemple 1

Soit le tournoi considéré par Remage et Thompson [19] (voir aussi Durand [6]) 4 6 sommets et ayant
pour ares: 1 >2,3,5,6 2 >4,5 3 >2,4,5,6 4>1 5>4,6 6 >2,4.

On a, d’aprés 3.1, i (T) < i (T) + i (T") + m* (Xp, X)) ou X; ={1,3} i(Ty) =0
i(T) <f@) =1 mt (X, X;) = 1donc i (T) < 2. Le tournoi T contient 2 circuits disjoints par
exemple (1, 2, 4) et (2, 5, 6), donc i (T) > 2 ;so0iti (T) = 2.

Exemple 2
I1 va nous permettre de déterminer f (10) et f (11).

3.5. DETERMINATION DE f(10) ET f (11)

Soit le tournoi Ty, & 11 sommets et ou (i, j) € U si j — i est congru a un carré modulo 11 soit :
1>2,4,56,10 2 >3,56,7,11 3>1,4,6,7,8 4 >2,5,7,89 5>3,6,8910
6 >4,7,9,10,11 7 >1,5,8,10,11 8 >1,2,6,9,11 9 >1,2,3,7,10 10 > 2,3,4,8, 11
1> 1,3,4,5,9.

Remarquons que ¢ (T) < f(11) < ¢ (11) = 20 (d’aprés 3.1) (en effet, ¢ (11) = ¢ (10) 4 5 et
o (10) = i— . 90 —i(g.z + 3.2% = 15).

Les sommets de ce tournoi sont tous équivalents en ce sens qu’il existe un automorphisme du
tournoi tel que I'un quelconque des sommets soit I'image du sommet 1 par exemple (il suffit de considérer
les permutations circulaires qui & i associent i 4+ h (mod. 11), h = 0,1 ... 10). On est donc ramené a

chercher i (T — {j}) pour j quelconque, par exemple j = 11 et alors i (T) = 5 + ¢ (T — { 11}). Dans
le tournoi Ty, engendré par les 10 premiers sommets, les 5 sommets de score 5: { 1, 3, 4, 5, 9 } sont équi-
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valents, ainsi que les 5 sommets de score 4:{2, 6, 7, 8, 10} : il suffit de considérer les automorphismes
1234567 8910
4815926103 7)°

On peut donc choisir comme premier sommet d’un tournoi transitif associé a T’y I'un quelconque
des sommets de score 5 ou comme dernier sommet 1’un quelconque des sommets de score 4 : choisissons
par exemple 10 comme dernier sommet, alors :

i (TIO) = d* (10) + i (Ty) = 4 + i (T)
ou Ty, = T;y — { 10} est le tournoi engendré par les sommets 1, 2, ..., 9, soit :

1 >2,4,56 2>3,56,7 3>1,4,6,7,8 4 >2,5178,9 5>3,6,8,9
6 >4,7,9 7>1,5,8 8>1,2,6,9 9>1,2,3,17.

associés aux puissances de la permutation : (

On va montrer que i (Ty) > 11, ce qui entrainera i (Ty;) > 20. On a (11 > x dans Tj, d’aprés le
corollaire de la propriété 1) :
1 (Ty) = min (- (x) + i (Ty —{x}).
xE{103’4‘9599}
x = 1:dans Ty— {1}, on a les 7 circuits disjoints: (2, 3,4) (2,5,8) (2,6,9 (3,7,5 (3,89
4,5,6) (6,7,8)etd (1) =4,donc:d- (1) +i(Tg—{1}) > 11.
x=5:dans Ty— {5}, on a les 7 circuits disjoints : (1,2, 7) (1,4,8) (1,6,9) (2,3,8) (2,6,4)
(3,4,9) (6,7,8) commed-(5) =4 d-(5) +i(Ty—{5}) > 11.
x=9:dans Ty — {9}, on a les 7 circuits disjoints : (1,2, 3) (1,4, 7) (1,5,8) (2,6,4) (2,7, 8)
(3,4,5) (5,6, 7) etd=(9) =4,donc:d=(9) +:i(Ty—{9}) > 11.
x=13:Ty= Ty — {3} admet pour arcs: 1 > 2,4,5,6 2 >5,6,7 4>2,5,7,89 5>6,89
6 >4,7,9 7>1,5,8 8>1,2,6,9 9>1,2,7.
Ona:
i(T)=  min (A1 (x) + i (Ty— {x)).
xe{l,4,8}
d-75 (1) = 3 et les 5 circuits disjoints (2,5,8) (2,6,9) (4,8,6) (5,6,7) (7,8,9)
d-15 (4) = 2 et les 6 circuits disjoints (1,2, 7) (1,5,8) (1,6,9) (2,5,9) (5,6,7) (7,8,9)
d-14 (8) = 3 et les 5 circuits disjoints (1,2, 7) (1,4,9) (2,6,9) (4,5,6) (5,9,7)
donci (T;) > 8etcommed-(3) =3 d-(3)+i(Ty—{3}) > 11.
x=4:Ty = Ty — {4} admet pour ares: 1 > 2,5,6 2 >3,5,6,7 3 >1,6,7,8 5>3,6,8,9
6>17,9 7>15,8 8>1,2,6,9 9>1,2,3,7.

On peut montrer que i (Tg) > 8, soit en utilisant que ¢ (Tg) = min dt (x) + i (Tg—{x})
xe{l,6,7}

852374196
transforme T"g en T"; tournoi complémentaire de Tg; les arcs de T”g étant opposés a ceux de Tg; i (T"g) =
i (Ts), donc:i (T's) =1 (Ts) 28.Dei (T's) 28 etd~(4) = 3,ontire: d-(4) + i (Ty—{4}) > 11.
On a donc bien : i (Ty) > 11, donc : i (Ty;) > 20 comme i (Ty;) < 20;0na:i (Ty) = 20.

De plus f (11) étant inférieur ou égal a ¢ (11) = 20 f(11) = 20.

On a aussi prouvé que f (10) = 15 (en effet f(10) < o (10) = 15 et £(10) > i (Ty) = 15).

123456789)

et en procédant comme pour x = 3, soit en remarquant que la permutation (
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3.6. VALEURS DE f (n)

En regroupant les résultats obtenus en 3.1 : majorant ¢ (n) de f (n) et majorants améliorés dans le cas

n =13, n = 20, n = 21 ; en 3.2 : minorant de f (n) = [g [n ; 1]] ; et en 3.5 : valeurs de f (10) et
f(11), on peut dresser le tableau : ’ )
n 2 3 5 6 7 8 9 10 11
Minorant de f (n) 0 0 1 3 4 7 8 12 13 18
Majorant de f(n) 0 0 1 3 4 7 8 12 15 20
f(m) 0 1 3 4 7 8 12 15 20
n 12 | 13 14|15 )16 |17 |18 | 19|20 |21 |22 | 23| 24| 25
Minorant de f (n) 20 | 26 |28 |35 |37 |45 48|57 |,60 | 70| 73| 84 | 88| 100
Majorant de f (n) 22% 28 | 33 | 40 | 44 | 52 | 59 | 68 | T4 | 84 | 92*| 103* 110* 122*

Les valeurs marquées d’une * dans la ligne Majorant de f(n) du tableau se déduisent du résultat
suivant prouvé récemment par P’auteur: f(12) < 22 (démonstration disponible sur demande).

Conjecture : f(n) = majorant indiqué dans le tableau pour 12 < n < 25.

3.7. ETUDE DEs TOURNOIS VERIFIANT i (Ty) = f (n)

On va étudier les tournois non isomorphes d’indice égal a f (n) pour les premiéres valeurs de n, ce qui peut
suggérer des généralisations pour n quelconque et aussi éliminer certaines conjectures.

n = 3 on obtient le 3-circuit.

n = 4 on obtient les 3 tournois non transitifs.

n = 5 on a un seul tournoi & distance 3 : 'unique tournoi régulier & 5 éléments (voir fig. 1) ; en effet si
T n’est pas régulier il existe un sommet x de score 3 et alors :

i(T) <d- () +i(T—(x) <1+f(4)=2

23



n = 6 on a les 4 tournois quasi réguliers suivants :

¢ 1>2,45 2>3,45 3>1,4,6 4>5,6 5>6,3 6 >1,2]les sommets de score 3 forment
un circuit, ceux de score 2 forment un tournoi transitif.

@) 1>234 2>3,56 3>4,56 4>25 5>1,6 6>1,41les3 points de score 3 forment
un tournoi transitif, ceux de score 2 forment un 3-circuit.
@Eig) 1 > 2,4,5 2 >3,4,6 3>1,506 4>3,55>2,6 6>1,4.
() 1 >2,4,5 2>3,56 3>1,46 4>2,5 5>3,6 6>1,4.

Pour ces deux tournois, les points de score 3 et ceux de score 2 forment des 3-circuits. Le tournoi
Tiii est le seul tournoi & 6 sommets n’ayant pas de sous-tournoi a 4 éléments transitif (Reid et Parker
[17]).

L’autre tournoi 4 6 sommets quasi régulier est le tournoi parfaitement quasi régulier (voir
remarque 3.2) 1 > 2,3,4 2 > 3,4,5 3 >4,5,6 4>5,6 5>1,6 6 > 1,2 tournoi qui est &
distance 3 du tournoi transitif 1 >2 >3 >4 >5 > 6.

Si le tournoi Tg n’est pas quasi régulier, il existe au moins un sommet de score supérieur ou égal
a 4 ou inférieur ou égal a 1, par exemple x tel que d* (x) > 4 :sid* (x) = 5 alors T est non fortement
connexe et ¢ (Tg) =i (Tg —{x}) < 3;sidt (x) =4 il existe au moins un sommet y de score supérieur
ou égal & 3 avec (x, y) € U ; la proposition 3.1 appliquée au sous-tournoi T, engendré par { x, y } donne
(i(T) =0) i(T) <f(#) +2—3.
n = 7 : les tournois tels que i (T;) = 7 sont les 2 tournois réguliers suivants :
—1>2,35 2>3,4,6 3>4,574>156 5>2,617 6>1,3,7 7>1,2,4
qui est le seul tournoi & 7 sommets sans tournoi transitif 4 4 sommets (Reid et Parker [17]).
—1>2,3,4 2 >3,56 3>4,6,7 4>2,5,7 5>1,3,6 6>1,3,7 7 >1,2,4.

En effet, ’autre tournoi régulier (il n’y a que 3 tournois réguliers non isomorphes & 7 sommets :
Kotzig [21]) est parfaitement régulier et donc vérifie i (Tg) = 6 ; et si T & 7 sommets n’est pas régulier,
il existe au moins un sommet x de score 4 et i (T) < 2 4 f(6) = 6.

A partir de n = 8, le recensement des tournois d’indice f (n) devient difficile, car d’une part, on
ne connait pas le nombre de tournois réguliers ou quasi réguliers (probléme posé par Kotzig [21]) et
d’autre part il existe des tournois non réguliers d’indice f (n) : un exemple est fourni par le tournoi T}
obtenu en 3.5 (ou son complémentaire T"g) qui s’écrit aprés renumérotation: 1 > 2,4,5,7,8 2 > 3,4,6,8
3>1,4,56 4>5,6,7 5>2,6,8 6>1,7,8 7>2,3,5 8 > 3,4,7et a pour suite de
scores (5, 4,4, 3, 3, 3, 3, 3).

s

Néanmoins pour n = 9 et n = 11 un argument semblable 3 n = 7 montre que les tournois
d’indice f (n) sont réguliers. (Pour n = 9 un exemple de tournoi d’indice 12 est donné par le produit
lexicographique de deux 3-circuits (voir 3.2, remarque).)

Ceci nous ameéne a poser les conjectures suivantes :

Conjecture 1

Si n est impair les tournois d’indice f (n) sont réguliers.

Conjecture 2

Sinestimpairn =2p+ 1 f(2p+ 1) = f(2p) + p (la conjecture 2 entraine la conjecture 1).

Conjecture 3
Pour tout n il existe un tournoi régulier ou quasi régulier a distance f (n) (la conjecture 2 entraine la
conjecture 3).
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Certains résultats figurant dans cet article (proposition du 3.1, résultats du 3.4) ainsi qu’une
étude de I’hypergraphe associé aux circuits d’un graphe se trouvent dans la thése de Chaty [22].
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