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ORDRES PARTIELS ET PERMUTOEDRE

par

Jacqueline FELDMAN HOGAASEN

INTRODUCTION : ORDRES PARTIELS ET ORDRES TOTAUX

Il est bien connu [1], [2], que tout ordre partiel sur un ensemble E peut étre complété de maniére
a former un ordre total. Cette propriété s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme.

Soit un ordre partiel P sur un ensemble E fini. Si a et b, appartenant & E, ne sont pas comparables
dans P, la relation R = P U (ab) est acyclique. (Autrement dit, on peut ajouter un arc joignant deux
éléments non comparables de P sans créer de cycles.)

Démonstration.
Si I'introduction de ab créait un cycle, on aurait

ab, be;, ¢, ¢y, ..., cpa € PU ab
d’ox :
bey, ¢y ¢y .0y cna e P
Or P est transitif, donc ba € P, contrairement a I’hypothése.

D’o un procédé de construction des ordres totaux contenant P : pour tout couple non
comparable a, b, ajouter soit ab, soit ba, fermer transitivement et recommencer.

Théoréme [2].

Toute intersection d’ordres totaux est un ordre partiel et tout ordre partiel est I'intersection des
ordres totaux le contenant.

Démonstration.

La premiére partie du théoréme provient de la transitivité de la relation d’ordre; d’autre part,
d’aprés le procédé de construction, pour tout couple a, b non comparable dans un ordre partiel P, il
existe (au moins) deux ordres totaux prolongeant P, dont I’'un contient ab et ’autre ba.

Les paragraphes qui suivent, étudient les propriétés de cette correspondance entre un ordre
partiel, et plus généralement, une relation et I’ensemble des ordres totaux contenant cette relation.

On commencera d’abord par une étude de la structure de I’ensemble des ordres totaux qui nous
permettra d’introduire la notion d’intermédiaire dans le permutoédre.
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I. — INTERMEDIARITE ET PERMUTOEDRE.

L’intermédiaire entre deux ordres totaux se définit A partir de la relation de contiguité: il est
commode de définir celle-ci & partir des transpositions d’éléments voisins, P;, i = 1, 2, ... |E| — 1, que
nous nommerons inversions.

Ce sont des générateurs pour le groupe des permutations, avec leurs relations :

pi=1 [A]
pipe=prpst |i—k|>2 [B]
Pi Pi+1 Pt = Pi+1 Pt Pin [C]

Définition.
Soient t, et t,, deux ordres totaux sur E.

t, est contigu A t, 8’il existe p € { p; }, tel que t, = pt;. Nous disons que la distance entre t, et t,
est égale a 1 : d(t, t,) = 1.

Le permutoédre [3] est I’ensemble des ordres totaux sur E, muni de la relation de contiguité.
Pour deux permutations! quelconques t; et t,, il existe toujours un ensemble ordonné d’inversions tel

que : t; = p., ... Pg) P(i) t2 = II t,.

Définitions.
On appelle, sur le permutoédre :
— chemin entre deux points t et t’ : un ensemble ordonné de permutations t; i = 1, m tel que :

1. tl == t;

2.ty =13

3. d(t;,t¢—1)=1 l<i<mg
— distance entre deux points t, et t, : I'infimum des cardinaux de tous les chemins entre t, et t,;
— chemin minimal entre t, et t, : un chemin dont le cardinal est égal a la distance entre t, et t,.

Proposition.
La distance entre deux permutations est égale au nombre de leurs couples non communs :

ItlUtzl—Itlnt’l'

d(t, t) = 2

Démonstration.

Supposons t, = abc ... (ordre alphabétique),

t, = X3 X, ...

prenons dans t,, a partir de la gauche par exemple, le premier couple qui viole I’ordre alphabétique.
En le renversant, on obtient tg, et un nombre de désaccords avec t; diminué de 1. On recommence avec
ts..., etc'

On obtient ainsi un procédé de construction d’un chemin minimal qu’on utilisera par la suite.

1. On emploiera indifféremment les mots « ordre total» et « permutation», Dans ce dernier cas, on sous-entend un ordre
total donné pris comme référence.
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Proposition.

1. On peut obtenir un chemin minimal & partir d’un chemin non minimal en utilisant les relations

[B] ou [C], puis [A].
2. On passe d’un chemin minimal & un autre en utilisant les relations [B] ou [C].

Eneffet,sit, = Il t, = II’ t,, ot Il et II’ représentent des chemins distincts, on a II = II’, qui est
une relation entre les générateurs p; . Or toutes les relations entre générateurs peuvent étre engendrées

par [A], [B], [C].
Corollaire.

1. La parité du cardinal de tout chemin entre deux permutations ne dépend que de ces deux
permutations.

2. L’ensemble (non ordonné) des générateurs intervenant dans des chemins minimaux distincts
est le méme.
Définitions.

Intermédiaire entre deux permutations : toute permutation située sur un chemin minimal joignant
ces deux permutations.

Intervalle entre deux permutations : I’ensemble des intermédiaires.
Si t, et t, sont deux permutations, on notera leur intervalle [t, — t,].

Site [t;—ty],ona:d(t,t)=d(t,t) + d(,ty).

II. — INTERVALLES ET ORDRES.

Notations.
Soit un ensemble E: | E | = n.
On considére les relationssur E: RcE X E  Re P(E x E).

On note : (; Pensemble des ordres totaux (¢ = { t | t ordre total sur E },
7P Pensemble des ordres (totaux ou partiels) : 7P = { P | P antisymétrique, transitive },
& Densemble des relations possédant un cycle au moins (si ab € R, et ba € R, ceci
_ est compté comme un cycle),

S le complémentaire de & dans 72 (E X E).
Ona:g e /P GcPcS ExEed.

On notera en général, un ordre total t, et un ensemble d’ordres totaux T : T € 7P ((¢). Enfin,
t* sera l’ordre total inverse de t :

ab € t © ba € t*.
On définit ’application ¢ de 7P (E X E) dans P (Q) :
R—o¢(R):tep(R)oto ReRnt* =g
On définit Papplication § de P ((() dans P (E X E) :
T=Y (t:,} —>¢(T) = {t}
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Autrement dit, A une relation, on fait correspondre par ¢ ’ensemble des ordres totaux la contenant,
et 4 un ensemble d’ordres totaux, on fait correspondre par { leur intersection.

Propositions.

Les propriétés suivantes sont vérifiées par les applications ¢ et ¢ :

1. ¢ (E X E) = @, et plus généralement, R € ¢ —— ¢ (R) = &.

2. 4 (@) = o.

3. 9(2) = @.

On y ajoutera, par une convention qui sera commode pour la suite, la définition de { (&).
4. Y () =E X E.

On vérifiera de méme aisément que :

5. ¢ (R, U Ry) = ¢ (R)) n o (Ry).

6. 4 (T, U Ty = ¢ (Ty) n ¢ (T).

En revanche, il est plus délicat de considérer ¢ (R, n R,), pour tenter de I’écrire & partir de

® (R,) et ¢ (R,). Car on peut avoir R, et R, € S d’out : ¢ (R,) = ¢ (R;) = &, tandis que R, n R,est
un ordre.

I1 est pourtant:possible de considérer 'intersection d’ordres, grice a la proposition suivante :

Proposition.

Tout ordre total qui contient P =t, n t,, ol t; et t, sont des ordres totaux, est intermédiaire
entre t; et t,. Autrement dit :

@ (t n t) = [t; —ty].

Démonstration.

Soit t € [t; — t,] : t est sur un chemin minimal entre t; et t,. Pour aller de t, & t, sur un chemin
minimal, on ne touchera pas aux couples communs a t; et t, donc t > (t; n ty).

Réciproquement, soit t > (t; n ty). On peut aller de t; & t sur un chemin minimal, sans toucher
aux couples communs a t, et t,, puisqu’ils le sont aussi a t, et t, mais en se rapprochant toujours de t,.
Aller de t, & t puis de t i t, constitue donc un chemin minimal.

Il est souvent commode d’utiliser la décomposition suivante :
t, =A+UB+UC+ t,=A+UB-UC- t=A+UB+UC-
avec :
A+ =t nt, A+tBt =t nt A+tC-=t,nt

qui concrétise bien le fait que t est intermédiaire entre t, et t,.

Corollaire.

Soit t* I'ordre opposé a t :

te[t,—t]leot*nt,nt,= .
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La généralisation a l’intersection d’un nombre quelconque d’ordres totaux (donc aussi a l’inter-
section d’ordres partiels) sera obtenue a partir de la troisiéme partie du théoréme qui suit. Auparavant,
il nous faut introduire la notion de convexité [4].

Définition.
Soit T une partie de ((. T est convexe s’il posséde la propriété suivante :

t; € Tett,e T, —t] e T.
En particulier, si | T | = 0 ou 1, T est convexe.

Théoréme.

1. Les applications ¢ et { forment une correspondance de Galois (définie ci-dessous).

2. L’opération de fermeture induite dans 7P (E X E) est celle qui fait correspondre, & toute
relation acyclique, sa fermeture transitive, et a toute relation cyclique E X E.

On a donc : y ¢ (P (E x E) = P U (E X E).
3. L’opération de fermeture induite dans P ((() est la fermeture convexe.

Autrement dit, pour tout T < (( : ¢ ¢ (T) = T, ol la barre signifie I’opération de fermeture
convexe.

Démonstration.

1. On vérifie les propriétés qui définissent une correspondance de Galois [5].
la. R, c R, = ¢ (R) D ¢ (Ry), puisque t > R, = t > R;;
16. T, < T, = ¢ (Ty) o ¢ (Ty),
car si :
T,=Y{t)T,=Y{tuiY(t)
alors :
PuyP(yrciu

2e. o(R)DRecarsi Re S, p(R) =2 et y(p(R) =¢(2)=EXEo>RetsiRe J,
e(R)=Y{t;}, ot t;> R, pour tout i, donc Rc R { t;} = ¢ ¢ (R).

2b. ¢ ¢ (T)> T car soit : T = Y { t; }, pour tout i: t;> 7 { t;} = ¢ (T) donc t; € o (T).

Les applications ¢ et ¢ induisent donc, comme toute correspondance de Galois, des opérations de
« fermeture » que caractérise le reste du théoréme.

2.SiRe S, (R)= & et § (¢ (R) = E x E.

Si R ¢ J, soit P la fermeture transitive de R. Il est facile de voir que t > R =t > P et
réciproquement. Il en résulte : § (¢ (R)) = P.

3. Pour la derniére partie du théoréme, il nous faut d’abord montrer la propriété suivante.

Proposition.
Pour tout R ¢ E X E, ¢ (R) est convexe.
En effet :

— ou bien ¢ (R) se réduit & ’ensemble vide ou & un élément et est convexe par convention;
— ou bien ¢ (R) contient au moins deux éléments distincts :
t,eo(Rey,oR

=2>Hnt:DR=e(tint) Co(R)e[t, —t] co(R)
t,ep(R)et,o R,

31



Il en résulte immédiatement que : T < ¢ ¢ (T).
Il reste a4 démontrer 'inverse. Soit : T=Y{t;} dans (¢ et P=0{t;} = ¢ (T) dans

?(E X E).

Supposons qu’il existe t € ¢ (P) et n’appartenant pas a T. Soit t, quelconque appartenant a T.
Puisque ¢ (P) est convexe, il contient I'intervalle [t — t,]. Sur un chemin minimal entre t et t, on trouve
donc deux points t et t, tels que t ¢ T, t; € Tetd (t,, t) = 1, avec bien entendut € ¢ (P)ett, € ¢ (P).

Soit ¢ le seul couple dont différent et ;5 on a: c e t,, ¢* € t (ot c* est le couple inverse) et
t,nt*=c
t $T®Vt19tje T’tintjnt* # .

En particulier :
Ve T,tuntynt* # g ovVheT,htne # g &oVte T,eety=ce P {t}=P.

Or,sice Pet que P Ct,cest que c € t, ce qui est contraire & I’hypothése, et il en résulte bien
que ¢ (P) T, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire.

La correspondance de Galois (¢, §) définit une bijection entre les parties transitives antisymétriques
(ordres) de E X E et les parties convexes non vides de (.

On voit qu’il y a dualité entre la propriété de transitivité définie dans ¢ et ’intermédiarité définie

dans ((.

Le théoréme permet d’autre part de parler d’intervalle généralisé dans ((; défini & partir d’un
nombre quelconque de permutations, notion qui sera équivalente & celle de fermeture convexe.

Remarque.

La définition de P’intermédiarité utilisée ici est compatible avec celle qu'on définirait dans le
treillis distributif 72 (E X E), ot ’on aurait : t;nt, ct Ct, U t,.

Pour des ordres totaux, on a ’équivalence des trois propriétés :
tep,—t]eote2tnt, ot <t Ut,.

Aprés avoir fermé des ensembles (transitivement ou convexement), on peut essayer ’opération
inverse, c’est-a-dire la recherche du plus petit ensemble contenu dans R ou T et dont la fermeture
donne R et T.

Pour R € 5, on obtient les bases du graphe.
Pour R € J, on peut choisir n’importe quel cycle de longueur minimale.

Pour T € 7P (((), on obtient les bases d’ordres totaux, dont le cardinal est la dimension de I’ordre
¢ (T) (au sens de Dushnik et Miller [2]). Un ordre appartenant & une base sera appelé péle.

III. — APPLICATIONS.

1. Construction d’un intervalle défini & partir d’un ensemble de permutations t,, ..., tp.

Il suffit de construire tous les intervalles entre les permutations, et de continuer jusqu’a ce qu’on
ait obtenu la fermeture convexe.

Pour construire 'intervalle entre deux permutations, on obtiendra d’abord un chemin minimal
— par exemple a I’aide du procédé décrit au paragraphe II — puis on appliquera toutes les fois que c’est
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possible, les relations de commutation [B] et [C] (graphiquement, cela consiste 4 compléter les quadri-
latéres et les hexagones dont au moins la moitié des sommets figurent dans le graphe).

Le procédé graphique s’avérera pratique lorsque les distances entre permutations ne sont pas
trop grandes, ou bien lorsque les graphes obtenus sont planaires. On en verra des exemples dans les
paragraphes suivants.

2. Les intervalles de ((;, (permutoédre défini sur quatre lettres) (voir fig. 1).

Les différentes bases de poles sont indiquées, sauf pour (¢, ot tout point est un péle. On remar-
quera que la représentation de ((;, obtenue est « presque » planaire, tout en respectant les distances du
permutoédre planté.

T =¢ (P) effectif distance entre P=4¢(T)
e (P)] les poles
a
b
@ abed 1 0 :I

abed

o b o o
@ |k 2 1 Y 'ztd»uOc 'tdo A
bacd ¢ ;“ =
d acbd M cJ\

bead a.cdb

@ abed » obed bod
4 2
) d 3 d

abed a b
@ - -— 4 5 cNd

N1 <

bade

Tu e a?
S~
w
'y
x
——
| - W

da

abed

1
cadb
Fig. 1
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T =09 (P) effectif distance entre P=¢(T)

| (P)] les poles
d.bcd a.bcd
« 4 z, a b e 2/\3 a
2 4 6 3 W 3 e =>
NN d N5 b ed
cbad adeb
-3 [
6 4
bl 1d
obed a b
@ < A 8 4 \/ od .
N 1. ¢ 'S
X
‘dbac
b
12 5 o o
a 4
[
42 6 L] [ ] L[] [ ]
a becd

Fig. 1 (suite)

Tous les intervalles peuvent se construire a partir de deux poles, donc la dimension des ordres
sur quatre éléments ne dépasse jamais 2.

On obtient onze configurations distinctes, tandis qu’il y en a seize dans la représentation
habituelle.
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3. Quelques intervalles remarquables.

— Intervalle entre deux poles t, et t, qui se déduisent I’'un de I’autre par permutation circulaire :
c’est une chaine constituée de transpositions voisines contigués. Exemples dans (, : [1], [2], [3], [5]).

On voit facilement que ce sont les seuls« arbres » possibles (en tant qu’intervalles) dans n’importe
quel permutoédre. Si la permutation circulaire affecte n éléments,ona: | ¢ (P) | =d (t,t)) =n—1.

— Intervalles entre deux péles se correspondant par une transposition. Soit (n — 1) le nombre
d’éléments situés entre les deux éléments qu’on permute. On a :

abe abed

cha abede

dbca

ebeda

Dans le cas général, on obtient: | ¢ (P) | =2[1+ 2+ ... + n]=n(n + 1).

4. Lorsqu’on étudie des ordres partiels, il est souvent commode de les décomposer suivant leurs
composantes connexes. Si chaque composante est un ordre total, on obtient les fuseaux d’insertion de
Frey [6]. Dans le cas de deux composantes, ces fuseaux sont des sous-treillis distributifs du permu-
toédre planté [3] (ils ne possédent aucun hexagone), mais ce n’est pas vrai en général. Pour deux compo-
santes de longueurs k et [, on a :

k0!
lopy| = &2

A

Soit (X, I) le graphe d’incomparabilité associé a un ordre partiel dont le graphe est (X, P).
Soit (X, 1) le graphe tel que, si deux éléments a et b sont incomparables, les arcs ab et ba appartiennent
a 1. Soient : X;,i = 1 ... m, les m composantes fortement connexes de (H, P + 1)1

Lemme.

Si deux éléments a et b appartiennent & deux composantes fortement connexes de (X, P 4 )
distinctes : a € Xa,b € Xy, Xa # Xp,sia > b dans P, alors pour tout a’ € Xaet b’ € Xy, on a également
a’ < b’ dans P.

En effet, supposons qu’il existe a’ € Xa et b’ € Xy, tel que a’ < b’. Alors, dans (X, P + I) on
aurait le circuit abb’a’a; on pourrait donc aller de a3 b oude b a a: a et b appartiendraient alors a la
méme composante, ce qui serait contraire a I’hypothése.

Supposons que les composantes soient indicées de sorte que : X; > X, ... > Xp, et soit Py la
restriction de P a X;.

1. Pour simplifier, on parlera parfois des composantes fortement connexes de P.
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Tous les ordres totaux contenant P respecteront les inégalités partant d’une composante & ’autre.
Donc les inversions intervenant pour construire l’intervalle agiront soit dans X, soit dans X, ... soit
dans X,. En particulier, les inversions utilisées pour construire ¢ (P;) commuteront avec celles qui
construisent ¢ (P;), pour j 5 i. L’intervalle ¢ (P) sera donc obtenu comme le produit direct des inter-
valles ¢ (P;). On aura :

m
@)= T |o(@)]
=1
et d’autre part, on sait que [7] :
dimension P = max (dimension Py, 2)
i

En particulier, si chaque composante ne comprend que des éléments incomparables entre eux
dans P, (X, P + 1) est un pré-ordre complet. Les produits directs de ses composantes correspondent aux
« faces » du permutoédre [8].

Exemples dans ((, :

— [8] est un fuseau d’insertion.

— Dans le cas de [2], [3], [7], une composante fortement connexe est réduite & un élément, et
ne se représente donc pas : les intervalles appartiennent & des permutoédres de dimension inférieure
(ici (G, et (Cy).

— [4] a deux composantes fortement connexes de deux éléments chacun, et I'intervalle est le
produit direct de deux chaines de longueur 1, c’est-a-dire un quadrilatére.

5. Médiane d’ordres totaux (relation de Condorcet). Si on considére n = 2 p - 1 ordres totaux,
la relation de Condorcet définie & partir de ces ordres est [9] :
C= U (N to» Pc{i2..n}
I P | =p+1iecP
En appliquant ¢, il vient :
@@= N [usieP]
|P|=p+1
ol [t;; i € P] est l'intervalle généralisé construit sur les t;. Ou bien P'intersection de ces intervalles sera
vide, et on sera en présence d’un« effet Condorcet », ou bien elle n’est pas nulle, et se réduit 4 un point.
Prenons pour exemple le cas discuté par Guilbaud et Rosenstiehl [3].

——— - - - t0=ab0de

légende

4/

=
; A 4 [to — t]
E—:-—v P = = = 1y, = dabce [to — t5]
72
4 - [ty —t]
3 - - - - - t1=daceb [tl—t‘)]
2 ] 2 [ta — to]
t; = edabe m m = = N 2 3
3
3 4
2 2
R4
3 1

tyho = edach ¥ ———mme——— t* = edcha
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C(te t1y o) = [to — ;] n [t — ta] n [t; — t,] = &, il y a effet Condorcet.
Cz(to"‘, t, ty) = [te* — ] n | te* — t,] n [t; —t,] = t; A 5, il 0’y a pas effet Condorcet.
Pour choisir un ordre total dans le premier cas, on pourra :

1. Favoriser to, mais le moins possible : prendre, dans I'intersection de [to, — t,] avec [to —t,],
le point le plus loin de t, : on obtient t; v ,;

2. Favoriser t,, mais le moins possible : en fait ’intersection entre [t;, — to] et [t; — t,] seréduitat,.

3. Favoriser t,, mais le moins possible : I'intersection entre [t, — to] et [t, — t,] comprend trois
points, prendre celui qui est marqué de fléches.

On remarque qu’on a ainsi obtenu trois sommets (i distance 2 I'un de I’autre), de I’hexagone
responsable de I'effet Condorcet.

D’une maniére générale, on pourrait considérer que tous les points de cet hexagone donnent une
solution au probléme.

Annexe.

Quelques exemples d’utilisations de ces notions en sciences humaines.

1. On demande a un groupe d’individus de classer, par ordre de préférence, des objets. L’opinion
collective, définie comme I’ensemble des jugements communs, est un ordre partiel. Si un individu sort du
groupe, ’opinion collective du nouveau groupe peut différer de la premiére, ou ne pas étre modifiée. Dans
le premier cas, on dira que ’opinion de I'individu sortant est un péle, sinon qu’elle est un intermédiaire.

Il sera intéressant, parmi les membres du groupe, de connaitre ceux qui sont indispensables a la
définition de I’ordre partiel résultant, et ceux dont on peut se passer.

On pourra aussi tenter de dégager de ’opinion collective un ordre total choisi parmi tous les ordres
compatibles avec I’ordre partiel. On essaiera par exemple, la méthode de Condorcet, qui, comme on le
sait, ne réussit pas toujours.

2. Par I’analyse booléenne des questionnaires telle que la conduit Flament (thése d’Etat inédite),
on obtient des schémas d’implications, qui peuvent étre des ordres partiels. On peut se poser la question
de trouver tous les ordres ioiaux (correspondant a des échelles de Guttman) compatibles avec un ordre
partiel donné. La encore, il sera intéressant de dégager, parmi tous ces ordres totaux, les ensembles
minimaux suffisant & reproduire I'ordre partiel de départ.

3. Dans un probléme d’ordonnancement, on a un ordre partiel sur un ensemble de
tiches. L’ensemble des ordonnancements compatibles avec les contraintes est donc ’ensemble des ordres
totaux contenant cet ordre partiel.
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