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PROBLEMES D’ENSEIGNEMENT
APPLICATIONS PRATIQUES DE LOIS DE PROBABILITE

par

B. LECLERC

LOIS DE PARETO LINGUISTIQUE

ManDELBROT Benoit. — Information theory and Psycholinguistics : A theory of word frequencies,
Readings in Math. Social Science, 1966, Paul F. Lazarsfeld & Neil W. Henry, Editors, Chicago,
Science Research Associates.

Modéles.

A partir d’un long échantillon d’un texte provenant d’un individu donné, on range les mots
apparus dans le texte par ordre de fréquence croissante.
Si i (r, k) est le nombre d’apparitions du r-¢ mot, le texte étant de k mots, on obtient en premiére
approximation :
i(r,k) 1

ce qui donne une droite sur le papier double logarithmique.

Certains auteurs pensent que cette loi est vérifiée quels que soient I’auteur du texte et la langue
dans laquelle il s’exprime. L’auteur remarque qu’elle ne semble pas étre habituellement suivie pour les
mots les plus fréquents et que la pente de la droite dépend de la « richesse de vocabulaire» du sujet.
Il propose un modéle plus général :

(k) =pk(r+ V)>

o p, V, B sont des paramétres dépendant du sujet. Le modéle de Zipf correspond & p = 1/10, V' = 0,
B=1.

Estimation.

B est la pente de la droite du tracé logarithmique. L’auteur ne précise pas ici I’estimation des
autres paramétres.

Discussion.

L’auteur considére que, les statistiques en Sciences Sociales étant ce qu’elles sont, la seconde loi
est parmi les résultats les mieux établis en ce domaine. En fait, c’est I’'une des rares lois qui sont cons-
tamment confirmées par I’expérience.

Quelques données sont jointes a I’article sous forme de courbes: textes en allemand, en norvégien
et en anglais.
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LOI DE YULE PSYCHOLOGIE

HorvaTH William J. — A Stochastic Model for Word Association Tests. Psychological Review, 1963,
Vol. 70, n° 4, 361-64.

Le modéle appliqué originellement par Yule (1924) a la distribution des genres classés par le
nombre de leurs espéces, en biologie, a été repris par Simon (1955) pour la distribution de fréquence des
mots dans les textes. Simon le fonde sur deux hypothéses :

1) Soit un texte T de k mots. La probabilité que le (k + 1) —¢ mot ait apparu i fois exactement
dans T est proportionnelle au nombre de mots ayant apparu i fois exactement dans T et a3 i ;

2) La probabilité « que le (k + 1) —¢ mot soit nouveau est constante par rapport a k.

D’ou la distribution, f (i) étant le nombre de mots utilisés exactement i fois :
£) = £ (1) B (i, p + 1) )
f(¥)

Cette loi est parétienne au sens large e Cte, ot « > 1 est une constante, pour i - 4 oo,

ng
2—a

£* (1) =

est le nombre de mots n’apparaissant qu’une fois dans un texte de k mots, n; étant

e x=n
le nombre de mots différents dans le texte, et —~k—-k

B est la fonction B et p =

1—a
. . N M
Pour « petit et p ~ 1, (1) se simplifie en f (i) = Gx )
et pour i assez grand f (i) = %.
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Estimation.

Approximation de o par la donnée empirique. D’ol1 calcul de £* (1), puis des f (i) pour obtenir la
distribution théorique correspondant a la valeur de « estimée.

Test du %2

Test du x? dans I’application exposée par I’auteur. Il s’agit ici du test de Kent-Rosanoff d’asso-
ciation de mots. L’auteur présente des résultats pour les quatre mots-tests : table, Music, Blossom et High.

Exemple. 1 609 personnes ont répondu au mot table, donnant 47 mots-réponses différents. Le
résultat peut étre résumé dans le tableau suivant :

Nombre i d’occurences Nombre de mots Valeurs théoriques
d’un mot réponse répondus i fois de la loi de Yule
particulier aprés estimation de o
1 28 24
2 7 8
3 3 4
4 ou plus 9 11

%% = 1,41 ayant une probabilité 0,7 d’étre dépassée. Les probabilités analogues pour les trois
autres mots sont 0,4 ; 0,7 et 0,6.
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LOI BINOMIALE NEGATIVE DISTRIBUTION

DES ACCIDENTS

SicHEL Herbert S. — The estimation of the parameters of a negative binomial distribution with special
reference to psychological data. Psychometrika, Vol. 16, n° 1, March 1951, 107-127.

Modéle.

On considére une population d’individus susceptibles d’avoir des accidents. Pour un individu
déterminé, la probabilité d’avoir r accidents en une unité de temps, est supposée suivre la loi de Poisson.

e\
r!

P, (r) =
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Le paramétre réel positif A représente la propension aux accidents de cet individu. Dans la popu-
lation entiére, on suppose que A est distribué suivant une loi y de loi élémentaire :

dF(x):T,i(";)e—cxm—ldx

ol p et ¢ sont des paramétres réels positifs.

La distribution du nombre d’accidents par individu et par unité de temps est donc, V r entier

positif ou nul :
po= frsosrer- Gy () ()

r suit la loi binémiale négative, ou loi de Greenwood-Yule.

Estimation.

Le but de cet article est de confronter deux méthodes d’estimation : la méthode des moments,
habituellement employée, et la méthode du maximum de vraisemblance. L’auteur se propose de montrer
proye S mui ce v Aubeur se propo
que le manque d’efficacité de la premiére peut étre a I’origine de refus non justifiés du modéle.

p

L’auteur cherche a estimer p et m = e

La méthode des moments donne les estimateurs m et p :

— m'?
P sz —_— ml

m=m

ol m’' et s? sont la moyenne et la variance empirique.

La méthode du maximum de vraisemblance donne les estimateurs m = m et p solution d’une
équation assez compliquée ol intervient la fonction digramma. Des tables sont jointes & I’article pour
faciliter ’évaluation de p.

Test.

L’ajustement est mesuré par la distance du %2 Le calcul des quantités-tests est donné de fagon
précise. Les probabilités pour des variables du %2 d’excéder leur valeur sont indiquées.

Applications.

Données numériques dont les origines ne sont pas précisées.

1) Nombre d’absences d’ouvriers d’une aciérie durant une période de six mois. L’ajustement de
la méthode des moments donne une quantité-test ayant la probabilité 0,03 d’étre dépassée. Le modéle
doit étre rejeté, alors qu’il est acceptable pour I’ajustement du maximum de vraisemblance, qui donne
une quantité-test ayant une probabilité 0,18 d’étre dépassée.

2) et 3) Distribution des accidents mineurs de deux groupes d’ouvriers.

4) Distribution du nombre d’erreurs dans un test de coordination des deux mains.

Dans ces exemples, le modéle est toujours acceptable, mais I’ajustement du maximum de vrai-
semblance donne chaque fois une quantité-test nettement plus faible, et peut donc étre considérée
comme meilleur.
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LOI DE POISSON DISTRIBUTION
LOIS BINOMIALES DES ACCIDENTS
LOI HYPERGEOMETRIQUE DISTRIBUTIONS
DISCRETES
GuLpBerG Alf. — Fonctions de fréquences discontinues et séries statistiques. Annales de I'Institut

Henri Poincaré, fasc. 3, Vol. 3, 1933, 229-278.

L’article porte sur les méthodes pour approximer une série statistique a valeurs entiéres par une
fonction de fréquence (loi de probabilité).

L’auteur résume les méthodes de K. Pearson d’une part, et de Gram-Charlier d’autre part, ainsi
que les critiques qui en ont été faites.

Modéles.

11 donne ensuite une méthode d’ajustement pour quelques lois discrétes. En désignant la fréquence
théorique de x entier par f (x).

Loi de Poisson de paramétre A :
eA A7
x!

f(x) =

Loi binémiale de paramétres k et p, k entier, pe 10,1 [:
£(x) = Cf p* (1 —p)E-=
Loi de Pascal de paramétre k entier (ou loi bindmiale négative) :
f(x) = Chiz P* ¢

Loi hypergéométrique :

Ajustement.
f(x+1)
£ (%)

tire un critére pour déterminer si une série statistique peut étre ajustée a la loi considérée.

Pour chacune de ces lois, I’auteur établit une formule liant aux premiers moments, et en
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Loi de Poisson :

e+l iy =r=m.

f (%)

fa+1) @+1) _

o (x) =

f (x) m

Loi bin6émiale et loi de Pascal :

f(x+1) m—o?  m?

T (x4 1)+ g r=
D’ou

f(x+1) m-—¢
fw T+
o (x) = — =1,
o?

avec pour la loi binémiale : m > o2,
pour la loi de Pascal : m < o?,

et pour la loi de Poisson: m = o?-.

Pour la loi hyper géométrique, on aboutit a une formule non simple liant f (x + 1), f (x), x, et les
trois premiers cumulants.

En remplacant dans ces formules fréquences et moments théoriques par leurs homologues empi-
riques, on constate si la série statistique donnée se rapproche de la distribution théorique considérée.
Les paramétres s’estiment alors par identification des premiers moments, pris en nombre suffisant.

Nombreux exemples.
Nombre de soldats tués par coups de pieds de cheval dans ’armée prussienne entre 1875 et 1894,
par an et par corps d’armée (loi de Poisson).

Nombre de glandes de Muller de la patte droite antérieure de 2 000 truies (loi de Poisson non
satisfaisante — loi bindmiale).

Nombre de suicides par an, des personnes assurées auprés d’une société d’assurance sur la vie en

Norveége, de 1900 a 1929 (loi de Poisson).
Nombre de particules o rayonnées par le polonium dans un temps donné (loi de Poisson).
Nombre de zéros dans les colonnes du livre Thesaurus logarithmorum, de Véga (loi binémiale).

Nombre par an de suicides d’enfants en Prusse, pend ant la période 1869-1893 (loi de Pascal — loi
de Poisson (approximation de Pascal meilleure, par I’auteur)).

Nombre de fois out ’avant-main dans le jeu de whist a regu x atouts dans 25 000 donnes
(K. Pearson) (loi hypergéométrique).
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