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C. LERMAN.

ESSAI SUR L'ANALYSE HIERARCHlQUE

Ltarticle de 'Monsieur C. 'erman est un résumé d'un rapport ronéotypé que
I*on peut se procurer au (Centre de Calcul de la Maison des Sciences de

1"Homme, 13, Cité de Pusy, Paris XVIIF. Nous souhaitons accueillir ainsi de
plus en plus Ssouvent dans ce bulletin des résumés, rédigés par leurs au-
teurs, de travaux intéressants et que |'on ne peut se procurer en librai-
rie.

En ce qui concerne le travail de Monsieur Lerman, son intéret réside d'abord
en ce qu'il propose des algorithmes, reposant sur une certaine idée de la
"distance', pour déterminer |'échelle hidrarchique s'ajustant au mieux avec
des patrons de réponse observés; c'est aux praticiens de dire si les dis~
tances qu'il introduit leur semblent bien traduire leur propre idée de
"|técart" entre patrons de réponse; ajoutons qu'en ce qui concerne la dis-
tance appelée dy par M. Lerman, la plus classique parce que la plus confor-

me & la structure algébrique sous-jacente, et pour laquelle cet article ne
propose pas d'algorithme, le bulletin publiera prochainement une solution.

‘La seconde raison de I'intérét que présente cet article est qu'il propose,
dans sa partie consacrée au '"Mod&le Probabiliste'" une voie par _laquelle
peut se faire le raccord entre Apalyse hiérarchique (au sens de Guttimann)
et Analyse de la structure latente (au sens de P.‘'Lazarfeld). N.D.L.R.

- A. GENERALITES

I. - Introduction
Mi

Le point de départ de ce travail a été 1'étude de 1'ouvrage de Monsieur B.
Matalon "L'Analyse Hiérarchique" Gauthier-Villars (1965). Nous nous étions d'abord
proposés de dégager et de préciser les différentes notions et méthodes en leur
donnant une formulation mathématique: ce faisant nous avons retrouvé le cadre ma-
thématique dans lequel se posent les problémes les plus généraux de 1'Analyse Hié-
rarchique et étudié dans ce cadre ces problémes. De ce fait, certaines questions
laissées ouvertes, ont été traitées.
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TT.— Définitions et Modéle Mathématique

1. — Dpéfinitions générales

Nous appellerons "item" la donnée d'un ensemble fini de comportements pro-
posés. Une "modalité" de 1'item est un élément de 1'ensemble, c'est—a~dire, un
comportement proposé. On distingue habituellement les items dichotomiques des
items non-dichotomiques. Un item est dichotomique, si le nombre de ses modali-
tés est deux et ne l'est pas, si le nombre de ses modalités est strictement su-
périeur & deux. L'item est dit présentant n modalifés si le nombre de ses moda-—
lités est n.

Nous supposons avoir défini sur l'item, c'est—-a—-dire, sur 1l'ensemble des
comportements proposés, une relation d'ordre; cette relation d'ordre est en gé-
néral une relation de préférence par rapport & un but donné de caracteére psycho-
logique, social ou autre. Si 1'item est totalement ordonné par la relation d'or-
dre définie, il sera dit total.

Nous nous interesserons seulement aux items totaux, nous ne restreignons pas
ainsi la généralité de notre étude parce qu'on peut toujours se ramener & ce cas
en réalisant une partition de 1'item non total en items totaux. Notons a,, aq,

«eey 8y 1, les modalités de 1l'item total a , ol on a:
a0‘< aq < ...'2 ax_q'< ak'k ...‘% an_13
la modalité a, est dite avoir le "code" k.

Exemples:

1) La question "Lisez-vous le journaléT ?" définit un item dichotomique; les
deux modalités de 1l'item sont :

a, : non lecture du journal J

aq : lecture du journal éT

2) Si vous aviez plus de temps, est—ce que vous pensez que vous vous met—
triez & lire le journal o] de fagon plus régulidre?

Code
Non, slirement pas CJo
Non, probablement pas
Oui, probablement
Oui, certainement

000

Cet item est non-dichotomique et présente quatre modalités.

2. - variable sous jacente § un item total

Soit un item total a présentant n modalités: ag'<aq'<.. o< ak'.< e an 1+

On admet 1'existence d'une échelle dense (*) de valeurs (a) que nous représenterons

(*) Une échelle est dite ici dense dans le sens que Cantor donnait & ce mot pour les types d*ordres:
entre deux é1éments distincts quelconques x et y de 1'échelle, on peut toujours en insérer un
troisidme z (et par suite une infinité).

Exemples d*échelles denses: 1°ensemble ordonné Q des rationnels (fractions), 1%ensemble ordon--
né D des nombres décimaux. N.D.L.R.
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par un demi-axe orienté de gauche & droite. La variable o est liée a 1l'item a
de la facon suivante: "Un sujet donné répond & l'item a par la modalité ay, si

et seulement si la valeur de la variable <, mesurée sur le sujet est comprise
entre deux bornes aj et O i indépendantes du sujet: R N e On se

donne o, =0 et oy =+ ® et on a pour les valeurs o

n
— \' il " |' - +
0 A B IR R T @
L'item a définit sur 1'axe de (o) une subdivision (o, ®q, «eu, Gy 4, %)
——t : 4+
«, o O - o - o, _,

La variable o est dite sous-jacente & 1 item a.

Bien qu'elles nous soient inconnues. les valeurs oj; sont supposées fixées

par la donnée de 1'item. Par la suite nous montrerons comment déterminer les nom-
bres o) dans le cadre d'un modéle probabiliste qui suppose 1'échelle des valeurs
o continue.

Deux items totaux a et b se référent 4 une méme variable si la variable sous—
jacente & 1'un des items est la méme que celle sous-jacente & l'autre; chacun des
items définit sur 1'axe de la variable commune une subdivision.

3. - Systéme représentatif — Graphe associé

En vue de 1'étude d'une population donnée de sujets pour un but fixé, on
suppoqe qu'il y a un ensemble fini d'items totaux alJ (a indice supérieur i),
j=1,2, ..., m. Nous appelons systéme représentatif la donnée de llensemble
produit :

1 2 J m
a X a8 XaseeX 2" XeeoX @

A 1'item al nous associons 1'ensemble des codes de ses modalités que nous
notons () j. A ll'ensemble produit a1 X a2 X ees X am, nous associons 1l'ensemble
produit ﬂ.———.Q«I ><.Q.2 X wee ><.Q.m. Les éléments de 1 sont les points '@ = (001,

Oy eees 05y ...,-wm) ol o est le code d'une modalité de 1'item ad ;

'(x)je ﬂ,j

O'é'%iK rj:
m P _,\

AQ; associons un axe de INI™ ge vecteur unité UF': Dans ces conditions ()

est représenté géométriquement par le parallélotope de INI™ : (0,1,2,...57rq) X

(0,1,...,1‘2) X eee X (041, 000,1).

Définissons sur {1 la relation d‘'ordre (<) :
JERRERLM ) g (w'i.....wJ..“ siy) si et seulement si ng(b Vj:1,2,...,m;

{l muni de la relation d!ordre détermine un graphe ( ﬂ. U); les sommets du graphe
sont les points (wq....i®io...,0p) 00 .€)j; du p01n’r = (a1,...,w yeeayy) soOrt
issus les arcs joignant leé point . reSpectivement aux points de 1l'ehsemble noté
I' w:

T = {(m1,...,-w(j_1)}-mj+1, ~w(j+2),...,vmm);'wj+1 < rj, j=1,2,...,m}

((,01,..-,0.)
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Dans notre représentation géométrique, nous matérialiserons l'arc joignant
R S
(w1,...,;wj,...§mm) a (w1,...,w(j_1),-wj ?‘”(jﬂ)’“"‘”m)’ par le vecteur Ve

. . — ' ) ’
Un chemin du graphe est une suite de vecteurs v; dont 1l'extrémité de 1'un
coincide avec l'origine du suivant. Nous avons . o' si et seulement s'il
existe un chemin du graphe d'origine .w et d'extrémité w'.

La "longueur d'un chemin" étant le nombre d'arcs qu'il contient, tous les

chemins joignant deux points donnés ont la méme longueur.

On appelle "score'" d'un point weﬂ, la longueur commune de tous les che-
mins joignant le point (0,0,0,...,0) au point.w. Les deux sommets de scores O et
ry trpt e+ seront appe-—

1és extrémités du graphe.

Représentation géométrique

ey du graphe associé a alxa2 ou
3 > S > I a1 et a2 sont des items totaux
A A A, A présentant respectivement 6 et
2L = > > C(i 4 modalités.
\ \ A A Introduisons sur {L muni de
1 ¢ > > > la relation d'ordre, les deux
w lois de composition internes V
\
A A A~ A . 0, ot A
0" 1 27 8 4 5 - w Voo = sup{wrw'}

w A w! = inf{lw,»w’}

Par rapport & ces deux lois (1 a une structure de treillis distributif. La
notion de chemin dans le graphe est celle de chaine dans le treillis.

IIT.- Description d'une population de sujets

Nous nous donnons un ensemble de sujetsj . Considérons 1l'application def
dans\, notée p et définie comme suit :

sej ———p(s) = (w1,oo2, ooy Wy, very )

ol w; est le code de la réponse du sujet s & l'item aji J = 1.2,...,m, Nous
appelons p(s) "patron" du sujet s.

Un sommet w du graphe est dit un "patron observé" si p—1 (w) £ @.

Définitions.

Une échelle, relative au systéme représentatif, est un ensemble de sommets
E de f] tel qu'il existe un chemin du graphe passant par chacun des points de E,
et 1'on dit que "le comportement d'une population f de sujets est unidimensionrel
par rapport au’ systéme représentatif" si 1l'ensemble des patrons observés {p(s),
S ef} est une échelle.
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Considérons l'ensemble P de tous les patrons observés: P :{p(s)} s€

On dit que "le comportement de la population est K-dimensionnel par rapport au
systeme représentatif" si le nombre minimum d'échelles recouvrant P est K.

On montre aisément qu'une condition suffisante d'unidimensionnalité du com-
portement de la population par rapport & un systéme représentatif aTVH%X...xam

est que les items ad. j = 1,2,...,m se référent & unc méme variable (cf. § IT

no 2).

B — ANALYSE HIERARCHIQUE UNID IMENS IONNELLE

I. - Position du probléme

Nous avons défini 1'unidimensionnalité du comportement d'une population de
sujets, par rapport & un systéme représentatif, en supposant qu'il n'existe pas
de possibilité d'erreur dans le choix, de 1l'une des modalités d'un item, par le
sujet (cf. § IT n® 2). On se rend compte du caracteére déterministe d'une telle
hypothése qui ne tient pas compte de la présence éventuelle de patrons erronés,
I1 y a lieu de remplacer cette hypothése par une hypothése probabiliste, dans le
cadre de laquelle la probabilité d'un patron erroné est petite sans &tre exacte-
ment nulle.

La question principale que se pose 1'Analyse hiérarchique est la suivante :
Peut—on admettre que les items, du systéme représentatif, se référent & une méme
variable? S'il en est ainsi, l'ensemble des patrons observés non erronés est une
échelle, qu'il faut alors déterminer. Nous l'estimerans par celle des échelles
qui "s'ajuste le mieux'" aux patrons observés. Une telle estimation est indépen—
dante de l'existence d'une échelle,

Dans la suite, nous commencerons par préciser l'estimation de 1'échelle;
puis, nous décrirons un modéle probabiliste, qui tient compte d'une possibilité
d'erreur dans le choix d'une modalité d'un item par un sujet. Un tel modeéle,
dans 1l'hypothese d'unidimensionnalité, permettra d une part de déterminer 1'échell
d'autre part de définir les probabilités des différents patrons possibles.

II.- Construction d'une échelle

1. — Distances adoptées sur Il'ensemblefL

En vue de la définition de 1'écart d'un patron observé & une échelle: nous
proposons trois distances sur 1l'ensemble f]l des sommets de notre graphe. Considé-
rons pour cela les deux graphes suivants liés a G - (N, U).

1) Le graphe G', dit symétrisé de G, obtenu en remplacant tout arc de G par
A . 4
une arete (liaison non orientée).

2) Le graphe G, dit complété de @, obtenu & partir de G en reliant d'une
aréte, tout couple de sommets tels que: w= twy,. .0 ), o = (of,...;01)
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erth,k#h:@j:.wj si j#k et j#h

— ! = ! —

.wk._wk+1 et w, =oy 1
Nous adoptons sur {1 1'une des distances :

a) dq : dy (e, @') =1 si @ Zw et dq (w,0') =0 sio =o',

b) dy = dp (w, 0') est définie comme étant la longueur (soit le nomtre d'arétes)
de la plus courte chaine.de G' joignant w 2 w'.

c) d3 : d3 (0w, ®w') est la longueur du plus court chemin de G joignant ' & w'.

2. — Ecart d®un patron observé & une échelle

Le choix de l'une des distances dy, dy ou dg dépend de considérations con—
crétes. Si dj est la distance adoptée sur{l, 1'"écart" d'un patron observé w i
une échelle E est la distance du point W & E, soit :

e; (0, E) = mind; (e, v)
yE€E
Exemple:
Considérons le cas du systéme représentatif al x a2, o al et a2 présentent

respectivement 6 et 4 modalités, et 1'échelle E dont les points sont :

(0,0), (1,0), (2,0), (2,1), (3,1), (3,2), (4,2), (5,2) et (5,3).

\ ™ I
3y L1 ey [(1,3), B| = 1
2 rq 92 _(1,3)’ E_ = 3

r . ,
4 3 - ey _(1,3), E| =2
S >
1 2

0 3 4 S

Plagons nous dans le cas de deux items, pour fixer les idées. Faisant 1'hy-
potheése que les deux items se référent & une méme variable et que E est 1'échelle
correspondante, nous mesurons le désaccord entre cette hypothése et les observa-
tions, par la somme des écarts des différents patrons observés & 1'échelle.

Si on admet que les différents patrons erronés ont le méme "degré d'erreur",
on adoptera comme distance dq; la mesure du désaccord est dans ce cas ce qu'on

désigne par le "coefficient de reproductibilité'.
Si on admet que le "degré d'erreur" du patron erroné ‘w = Qoﬂ,'wz) est pro-

portionnel & min (|w1 - Y1| +1wnz - Y2|), on adoptera comme distance dj.
f
(Y{sv2)€E
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Enfin, si on admet que le "degré d'erreur" du patron erroné . - (mi,%bz)

est proportionnel a rm 1-—y1| 4}«02 - Yo ol @1372) est le patron de 1iéchells

de méme score que (m15w2), on adoptera comme distance dj.

3. — Construction d®une échelle

Dans 1'hypothese d‘unidimensionnalité, ayant adopté 1'une des distances
d1, dy ou d3, nous estimerons 1'échelle E par celle, pour laquelle la somme des

écarts des patrons observés & E est minimum. Pour cela. la méthode la plus di-
recte consiste & associer & chaque chemin du graphe G, joignant les extrémités,
la somme des écarts et de retenir celui des chemins pour lequel cette somme est
minimum. On peut trouver plus d'un chemin répondant & la question. Nous avons
proposé un algorithme simple pour déterminer le chemin minimisant la somme des
écarts lorsqu’on adopte 1l'une des distances d1 ou d3.

Rappelons 1'état, de la question, que nous venons de traiter, tel que rap-
porté dans l'ouvrage de M. Matalon (page 55 ligne 8) "... on définit, le plus
souvent par t&tonnement, un patron-type pour chaque score total, ces patrons for-
mant une échelle, et on compte le nombre d'erreurs, qu'on introduit dans un coef-
ficient de reproductibilité.

A notre connaissance, aucune des méthodes proposées ne tient compte d'un

"de I'é d'erreur" c’est—é,—dire qu’une I'é onse <0 >>donnée a la lace d'une ré—
g 3 b p
ponse KL 3 >n'est pas considérée comme lus fausse u'une ré onse K 2»-

Nous avons montré comment remplacer le t&tonnement par la recherche systé-—
matique et comment distinguer un degré d'erreur par le choix judicieux de 1'une
des distances d1 ou d3 (*).

ITII.- Modéle probabiliste

On se donne une population de sujets et un item total non—dichotomique a
présentant (r+1) modalités :
ab‘< a4‘< see '< aj_1‘< aj'< see < o8p
o« désigne la variable sous—jacente & 1'item a, dont on suppose 1°échelle des va-
leurs continue. On a: 0 =a,'< o 1'<%n < aee'< aji_1'< aj < ran 'O en rappelant,

1'hypothése déterministe selon laquelle, un sujet répond & 1'item a par la modalité
aj-1s si et seulement si la valeur de la variable «a: E , mesurée sur le sujet est

comprise entre %51 et gt “j—1 < E < ocj.

(*) Les algorithmes que M., Lerman a élaboré en ce qui concerne les distances d1 et d3.
sont donnés dans son rapport du Centre de Calcul de la Maison des Sciences de 1°'Homme,

cité en référence au début de cet article.
En ce qui concerne la distance d,, nous possédons également un .algorithme, qui sera

donné dans une prochaine livraison de ce bulletin. N.D.LuRe



Nous allons remplacer cette hypothése par une hypothése probabiliste qui
tiendra compte d'une possibilité d'erreur dans le choix d'une modalité de 1'item

par le sujet.

Observer sur le sujet une valeur de la variable sous jacente o dans 1'in-
tervalle [aj_1, aj:[ c'est avoir comme réponse du sujet & 1l'item la modalité
aj.1; une telle réponse est exacte si et seulement si la valeur de o mesurée sur
le sujet, £ appartient & 1l'intervalle [zxj_1, o [.

Pour un individu donné, dont la valeur de la variable sous—jacente est ‘£ ,
nous définissons la probabilité d'observer sur 1'individu une valeur inférieure
a oy, j=1,2,... r, c'est-a—dire la probabilité pour 1'individu de répondre &
1'item par 1'une des modalités ay, aq, ..., aj-t. Nous notons cette probabilité

F\E(aj), que nous supposons la méme pour tout sujet-de notre population et que
nous appelons "trace sur 1l'item de la valeur- g".

Donnons nous d'autre part, la distribution de la variable sous—jacente sur
la population; elle est définie par une fonction de répartition G (E).

A partir de ces données, nous pouvons déterminer en fonction des paramétres
o:, la distribution théorique des différentes modalités de 1l'item sur la popula—
tlon. Nous allons, rapidement, voir comment sur un exemple.

Nous avons proposé le modéle suivant :

La distribution de la variable sous—jacente sur la population est eulérienne :

. _ 1 £ _x
G (g) = Err;yv/: e X dx

La "trace sur l'item" de la valeur £ de la variable sous-jacente est dé-

finie par :
F _ - kE
¥ (aj) = exp [ ai ]

A et k sont deux paramétres donnés.

La proportion théorique des sujets dont la valeur observée est inférieure

a o est
kg e
n (a.) = we—“jx 1. Eg7‘_1dg
J o T (N
z[_f‘j_]x

La fréquence théorique de la modalité a5 est 7((aj+1) - 7t(aj). En égalant

les fréquences des différentes modalités & celles obtenues empiriquement, nous

déterminons les valeurs oy dans le cadre du modéle.

Considérons dans ce cadre, le probléme de la détermination de 1'échelle re-
lative & un ensemble d'items se référant & une méme variable. Plagons nous dans
le cas de deux items a et b, pour fixer les idées, a présente (r+1) modalités et
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h. (s+1) modalités. Comme il vient d'&tre dit, la distribution des fréquences

des modalités de 1l'item a (resp b) sur la population permettra de déterminer, &
partir du modele probabiliste, les valeurs de oq, %o, .euj Xy (resp, Bqs B2yene B) .
Constituons la suite ordonnée des valeurs x; et Bj. La donnée de cette suite dé-
termine 1'échelle.

L'erreur dans la réponse d'un sujet & l'un des items est supposée indépen—
dante en probabilité de 1l'erreur dans la réponse du sujet a 1'autre item. Nous
pouvons déterminer la probabilité d'un patron.donné pour un sujet pris au hasard
dans la population et calculer la fréquence théorique de tout patron. Pour tester
l'ajustement du modele, nous comparerons la distribution des fréquences théori-
ques, de l'ensemble des patrons possibles, & celle des fréquences empiriques ob-
tenues & 1'aide du test d'ajustement du X

C. Analyse hiérarchique multidimensionnelle

I. - Pseudo - base du graphe

Reprenons le graphe G = ({}, U) et considérons la famille d'ensemble de () :
%définie telle que: Be 53 si et seulement si les deux conditions suivantes
sont réalisées: .

(1) b, €eB,,€B , by #by = onanib b2 ni byghb
(2) x ¢B il existe b € B tel que b'y x ou b < x.

Une pseudo-base du graphe est un ensemble B e 33 qui réalise

max ,B' ; IBI désigne le cardinal de & .
Be3B

Nous appelons pseudo-dimension du graphe le nombre

Y]

* Propriété fondamentale: Le nombre minimum de chemins recouvrant un sous-
ensemble ), de {l est égal & la pseudo-dimension de -Qo muni de la relation

d'ordre définie sur ().

Ce résultat a été établi dans un autre contexte par Dilworth (*).

(*) R.P. Dilworth, "A decomposition theorem for partially ordered sets", Annals Math. 51
(1950), pp. 161-166.
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Nous plagons au niveau du comportement de la population.

On voit bien que la dimension du comportement de la population est précisé-
ment égale & la pseudo-dimension du sous—graphe des patrons observées (cf.A,III).

Nous avons proposé un critére empirique, pour déterminer la dimension du
comportement; un tel critére, tient compte de la présence éventuelle de patrons
erronés.
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