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1.

SUR UN ASPECT DU CALCUL

Bernard JAULIN

Il est bien connu qu’un programme de calculatrice est un schéma de défini-
tion d’une semi-fonction récursive* et réciproquement qu’une telle machine ne
peut calculer que des semi-fonctions, de cette nature si l’on suppose que sa mé-
moire est infinie (en ce sens que ses éléments de mémoire pourront contenir un
nombre aussi grand que l’on veut). En ne précisant pas plus la notion de calcula-
trice ni celle de langage de programmation cette réciproque correspond, pour cette
idée intuitive d’algorithme de calcul, à un des aspects de la thèse de A. Church.

Compte tenu de ce fait il est alors facile d’expliciter des .modèles "théoriques"
simples de calculatrices dans les termes desquels il sera possible d’expliciter
le calcul de n’importe quelle semi-fonction effectivement calculable. Par exem-
ple supposons que l’on dispose d’une quantité aussi grande que l’on veut de re-
gistres de "mémoire" dans chacun desquels il est possible d’enregistrer un nom-
bre quelconque. Pour modifier le contenu de ces registres on dispose des 4 types
suivants d’instruction. 

° 

A (r) : augmenter de 1 le nombre contenu dans le registre n°r
D (r) : diminuer de 1 le nombre contenu dans le registre nOr
E (r1’ r2,) : porter dans le registre de numéro r1, le nombre contenu dans le

registre de numéro r2.

(*) Les semi-fonctions recursives sont des semi-fonctions de [N ’ dans D désignant
. l’ensemble des entiers) qui sont définis de. la façon suivante- f: HB} ~-§f4 est une

semi fonction recurs ive si l’on peut la défini’r °à partir des fonctions "successeur",

suc, "projections" 
" prp, nulles CP, en utilisant 1 es opérations de superpbsition, re-

currence simple, minimUisation.

- f est défini i par partir de g, Ti~, ... D h~ si i

f (~x , , =$ (h 1 (x, .... 0 0 ., h n (x, xj)

-festdëfin! par récurrence’simple à partir de g et h

si f (x, X, 0) =g ~~, 
’ ~ 

f (XI o;,o,&#x3E; x n y) *’ h .,.., x n y , Xn 1 YJ
- f est défi ni par part i r de g s i 

°

..., xn~ =1ep1uspet!ty tel que g (xi, ::: 0,::.

(Nota: On voit que la dernière oopration, collège rrinimi 1 isation, peut conduire, à pa:rtir d’une fonc-

tion g" à une seni 1 fonction f, c ’ est-à7d.i rg une application non -partout défini) - (Cf (1 ) ’ pou r
plus de détails). 

’
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T (~1 ~ ~2) (r) : Dans un programme, c’est-à-dire une suite finie d’instruction

qui chacune porte un nom, qi, lorsque l’on rencontre cette ins-
truction, on regarde le nombre contenu dans le registre de nu-
méro r, si celui-ci est zéro, y on effectuera après l’instruction
de nom q1, sinon celle de nom q2.

On vérifiera trivialement que pour toute semi-fonction récursive : 
définie de façon arithmétique selon la définition de GUdel-Herbrand donnée ci-
dessus, on peut construire un programme qui ne comportera que des instructions
d’un de ces 4 types et telle que si x1, ..., xp sont les nombres placés initiale-
ment dans les registres n° 1 à p, la machine ne s’arrêtera pas si f (x1 ,...,xp)
n’est pas défini et sinon s’arrêtera avec y = f (x1, ..., xp) dans le registre
n° 1.

- On peut alors, à partir de ce type d’algorithme, y imaginer ceux équivalents du
point de vue du calcul comme les systèmes de Post, les algorithmes de Markov,
les machines de Turing*. Pour ces derniers, nés de cette analyse métamathéma-
tique bien connue des systèmes formels, et de façon plus nette pour les machi-
nes de Turing où l’on peut vraiment parler de programme de fonctionnement au
sens traditionnel du terme, les instructions que l’on utilise pour construire
un programme de calcul d’une semi-fonction récursive se situent au niveau des

chiffres, c’est-à-dire des symboles utilisés pour représenter les nombres qu.e
l’on manipule. De plus dans ces divers types d’algorithme on utilise un seul
registre de mémoire, appelé "bande" dans le cas des machines de Turing. No-
tons que cette unicité de registre de mémoire implique l’existence, dans l’ al--

plabet que l’on utilise pour représenter les nombres, d’un signe supplémentai-
re, par exemple /#,qui servira à séparer, puisque l’on "manipule" exclusivement
des séquences de symboles, les représentations de deux nombres.

- Dans tous les cas, c’est-à-dire quelque soit la forme particulière de l’algo-
rithme que l’on utilise pour exprimer le calcul d’une semi-fonction récursive,
que ce soit une liste d’instructions d’un langage de programmation ou bien les
productions d’un système de .Post, etc..., la présentation du calcul d’une fonc-
tion calculable est donnée par un nombre, puisqu’elle peut toujours être faite
explicitement par une écriture finie sur un alphabet fini.

On dispose alors du premier résultat suivant, équivalent à un résultat dû
à Rice.

Résultat 1.

Etant donné un langage de programmation suffisamment riche (en ce sens qu’il
permet d’exprimer le calcul de n’importe quelle semi-fonction récursive), alors

pour tout ensemble A de semi-fonctions récursives (effectivement calculable),
différent de l’ensemble vide ou de l’ensemble de toutes les semi-fonctions ré-
cursives, l’ensemble B de tous les programmes permettant de calculer une semi-
fonction de A est non récursif.

(On précise cet énoncé dans l’appendice où en outre on pourra trouver une démons-
tration).

Ce résultat signifie, puisque comme nous venons de le voir un programme dans

un langage de programmation peut-être considéré comme un nombre, ce qui correspond

’Î Cn trouvera les defm’!t!ons de ces termes dans (9). car exemola. 
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n.ailleurs à la réalité tangible dans les calculatrices modernes où l’on enre-

gistre un programme dans une mémoire, qu’il n’est pas possible de construire un
programme dans ce langage de programmation, y qui opérant sur un programme quel-
conque comme donnée (sur le nombre représentant ce programme), nous permettrait
de savoir si ce programme exprime le calcul d’une semi-fonction de l’ensemble A

que l’on considère. Par exemple l’ensemble infini dénombrable des programmes qui
permettront de calculer le p.p.c. m. de deux nombres est dans tout langage de pro-
grammation non récursif. De même si A est l’ensemble des semi-fonctions récur-
sives définies partout sur un sous ensemble C C l’ensemble B des programmes
permettant de calculer ces semi-fonctions n’est pas récursif. En l’occurence ceci
signifie dans le oas pratique où C serait la capacité de mémoire d’une 
triae réelle y qu’il ne nous est pas possible dtécrire un progrume qui noug 
mettrait de savoir pour un programe quelconque P écrit un langage de pro-
granmmation si ce proigramme 2 pour n’importe quelle 
peut enregistrer dans la maahino .

Rom4rquons que oe réoultat de tel que Mus 

dépende d’uno part du ot prt â§ la façon q.~
Chgisi de un proaruno pge un En il @gt 

gommo mog-trpr H p4r oxomplo de 1=
gon eu êftpgre 

la notign do PP 

go44Pn%o pas 60 9ao%, do P o4éul%àt én 
d’#x%o@1 du do oou 6#é noué

i â âë 
d@ llexpmplp 

sur les 
gew des 

d(B POP %oo9 i 9~ 4~§ 
tigels pe pàa 
or 40 un- non 

Un mpprtgn-t 4g oeo xn wà*àe%b*o
eat leur per 4n 

belto Our soug"ensomblo q Co  Il 1

1 ai le gour Igg YgIpmeg
g ( si 40 0 Q 

’.r,_t- 

’Q" t"t . 
e (x) = 10 8 0 

.

o 

Il si l’on P~’A~~t@ 4p 
»o pelpulgtrice ¡@~ 

dont lom mont 1

fi ) @ 6 ) 

e 
-1B §t8 t! 91 â t t 93 rO=

9AYF 4’a ~~~ l’Pm ~~ en, 
Il 1 pg4 yyur Isq ro"

weù8 d’un 11~f’ ial
1 le ~OÇPÇI 0 f 1 MI i .~f:’!1 (Ço- Vrgl i 

et j#Br] 46
1  9’ R ) 1 ,



4.

On voit donc apparaître la nécessité, si l’on veut étudier de façon thPori-
que certains problèmes pratiques, d’introduire ou de définir précisément les ca-
ractéristiques de plusieurs notions comme l’importance de la mémoire utilisée par
un programme, sa rapidité, y ... etc.... Nous regrouperons maintenant sous le terme

générique de complexité ces différentes notions, car, et nous le verrons, elles
se laissent caractériser dans le cadre général des fonctions récursives à l’aide
des mêmes axiomes. Il est alors utile de faire une remarque afin d’éviter des
confusions. Un problème de calcul c’est la programmation dans un certain langage
d’une semi-fonction récursive. La notion de complexité d’un problème n’a donc
pas de sens si l’on ne spécifie pas en même temps la forme de l’algorithme (ou
langage de programmation) que l’on utilisera pour calculer la semi-fonction ré-
cursive définie par le problème. Une fois ceci acquis, quelles seront les mesu-
res de complexité que l’on pourra associer au calcul d’une semi-fonction récur-
sive pour un algorithme d’un certain type? On peut en concevoir facilement un
grand nombre selon la forme de l’algorithme que l’on considère. Par exemple si
l’on effectue le calcul avec une machine de Turing ou un algorithme de Markov,
ou un système de Post, on pourra mesurer la quantité de "mémoire" utilisée sur
le "ruban", c’est-à-dire la longueur maximum des mots considérés au cours du cal-
cul. ou bien encore pour les algorithmes de calcul tels que celui présenté au dé-
but de cet exposé, y le nombre de fois où l’on effectuera une opération logique du
type T (q1’ q2 ) (r), ou encore le nombre d’instructions effectuées, etc...etc....
Le premier exemple est on le voit une tentative pour mesurer la mémoire, le der-
nier est relatif à la rapidité, le second la complexité logique , du programme etc...

L’on remarque alors que dans chacune de ces situations, y pour une forme d’al-

gorithme donnée, si i est le numéro de l’algorithme ou du programme permettant
de calculer la semi-fonction fi, on mesure la complexité de ce calcul par une

semi-fonction récursive Fi, tel’ que :

1) ~ n, f i (n) défini ~ Fi (n) défini.

2) (i, n, m) / Fi (n) = m est récursif. Cette dernière condition si-

gnifiant que étant donné un programme de numéro i, et un argument n on peut re-
connaître si m est la valeur de la complexité du programme i appliqué à cet
argument n. L’étude de ce système d’axiomes introduit par M. Blum a été faite par
cet auteur. On peut en déduire un certain nombre de conséquences et en particulier
le résultat suivant : 

Résultat 2. (M. Blum. Thèse du M.I~T.~.1965).. B

Soit r une fonction récursive de 2 vaxiables, alors il existe une fonc-
tion récursive f prenant les valeurs 0 et 1 avec la propriété que pour tout
programme i permettant de la calculer, il existe un autre programme j écrit
dans le même langage de programmation permettant de calculer f et tel que

Fi (n).&#x3E; r (n, Fj (n) ) pour presque tout n, (c’est-à-dire sauf pour un ensemble
fini de valeurs de n).

On voit l’importance dans ce résultat de l’expression "pour presque tout n".
En effet si pour la fonction r on prend r (x,y) = xy, ce résultàt affirme l’exis-
tence d’un problème tel que pour tout programme i associé à ce problème il
existe un autre programme j beaucoup moins complexe pour presque tout n, c’est-

F . (n)
à-dire tel que Fi (n) &#x3E; n J pour presque tout n.

Si l’on remplace le mot complexe par rapidité ou quantité de mémoire 
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au cours d’un calcul, on se rend compte aisément de la signification ~e ce ré-
sultat. 

,

Une démarche complémentaire à celle de Blum consiste à étudier la complexi-
té que l’on pourrait définir sur les présentations des calculs c’est-à-dire sur
la forme même des algorithmes. Par exemple si l’on associe à chaque programme p,
un nombre m (p) qui exprime la quantité d’instructions du programme, etc..., on
pourra associer à une semi-fonction f. le nombre c (f) égal au plus petit des
m (p), lorsque p parcourt l’ensemble des programmes permettant de calculer f.
Cette seconde façon d’aborder l’étude des caractéristiques des fonctions calcu-
lables mécaniquement, moins intéressante que la précédente, conduit cependant à
quelques résultats négatifs qui sont des corollaires du résultat (1 ) de Rice. De
façon plus précise soit n: tin e énumération principale ( cf . annexe )
de l’ensemble des semi-fonctions récursives. 

(f), désignant par exemple l’ensemble des numéros des pro-
grammes permettant de calculer f) et soit m: IN une fonction récursive

exprimant la pseudo-complexité des programmes (m (p) peut-être par exemple le

nombre d’instructions logiques du programme de numéro p). On peut alors poser:

Complexité de f = c (f) = min m (p).

p £ n-1 (f)..

Dans ces conditions on peut se demander si l’application C*: dé-
finie par C* (p) = C n (p)) est, calculable, c’est-à-dire s’il est possible de
calculer, ’, étant, donné un programme de numéro p, la pseudo-complexité minimum des
programmes équivalents à celui donné.

Il apparaît clairement que les résultats que l’on peut obtenir dépendront
d’une part de la numérotation choisie n, des semi-fonctions récursives et d’autre

part des caractéristiques de fonctions de pseudo-complexité m que l’on veut

étudier.

En outre’ on peut essayer, si la fonction C* n’est pas calculable ce qui est
le cas pour les pseudo-complexités m intpressantes(cf. infra), d’approximer
cette fonction par une fonction calculable. Ceci pourrait être fait de la maniè-
re suivante:

a) Une fonction C*: est approximée linéairement par une fonc-
tion C : : si il existe M tel que / C* (n) - C (n) /M - pour tout
n.

b) Une fonction C* : lN --+ rN est approximpe logarithmiquement par une

fonction C : -. si il existe M tel que pour tout n.

On peut alors énoncer le résultat suivant dû à Kloss 4 .
Résultat (3)

Si m est une fonction récursive (de pseudo-complexité) telle ue m-1 (n)
est fini pour tout n; alors la fonction de complexité C~ : ~ "’~ est non

récursive. De plus cette fonct~ion ne peut pas être approximée ni linéairement,
ni logarithmiquement par une fonction récursive.

On trouvera en annexe une démonstration simplifiée de ce résultat.
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Conclusion :

L’énoncé et la présentation des trois- résultats 1 et 3 ne cons-

tituen,t pas, un résumé, exhausif de s travaux .faits dans
ce domaine. Ce sont des résultats généraux qu’il est utile de connaître avant

, 

d’aborder plus en détail les nombreux problèmes qui peuvent se poser. Leur ca-
ractère négatif tient à leur généralité, on peut cependant espérer, mais nous
n’avons pas la place pour le montrer ici qu’une restriction de cette généralité
permet l’étude de problèmes pour lesquels il est possible d’obtenir des résultats
positifs et même de définir explicitement des algorithmes de calcul assez général
et intéressant pour la pratique des calculatrices électroniques.

DEMONSTRATION DES RESULTATS DE RICE-USPENKHI ET DE KLOSS:

(La démonstration du résultat de M. Blum, trop technique et un peu longue
ne sera pas reproduite ici).

Les démonstrations données sont informelles, y il sera facile de les écrire
avec toute la,rigueur propre à une démonstration.

Soit n : énumération principale des semi-fonctions récur-

sives, n- l (f) est par exemple l’ensemble des numéros des programmes permettant
àe calcer f) . 0n écrira n (p) = fp (la semi-fonction calculée par le programmede calculer f). On écrira n (p) = f p (la semi-fonction calculée par le programme
de numéro p). Cette énumération possède la propriété caractéristique suivante: la

semi-fonction 4, (p,y) = fp (y) est récursive. (Cette semi-fonction T est appelée
de façon traditionnelle une semi application récursive universelle pour les semi
applications récursives à 1 variable).

On montre d’abord que l’ensemble D  n /j (n,n) est défini est non ré-
cursif. En effet s’il l’était C D le serai existerait no tel que

CD = { y / T (n, y) soit défini . 1. On aurait alors ( no ~ no ) dé-

no D ce qui est contradictoire. Donc D n’est pas récursif. Pour
le résultat de Rice, on va montrer que si B est récursif (voir l’énoncé) alors D
le serait. Pour ceci on associe à tout nombre x, un nombre k (x) tel que k 

(f) ou f e A si ~ x x) est défini et sinon k (x) 6 zi1 u* est la
semi-fonction récursive définie nulle part. Cette application k 1: 
être construite explicitement et sera donc récursive. Si l’on considère alors

l’application g o k ou g est la fonction caractéristique de B, on constate dans
ces conditions que g o k est la fonction caractéristique de D : s

défini

non défini

Par suite si g était récursive, D serait récursif d’oû la contradic-
tion.

Il reste à construire k. On procède ici pour cette construction de façon
heuristique. A tout nombre x on associe le programme de calcul suivant que l’on

exprime dans le langage de programmation de la Page 1 .
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on place x dans le registre n° 2

on place x dans le registre n° 3

4: on calcule cp ~x,x) le nombre x étant placé dans les re-
gistres 2 et 3.

: on effectue le calcul d’une semi-fonction f, f quelcon-
que, y f E A, sur l’argument y placé dans le registre n°1.

Il apparaît clairement que ce programme de numéro k (x) est celui d’une
semi-fonction répondant la condition énoncée ci-dessus: Si y (x,x) est défini,
ce programme calcule f ~ A, si T (x,x) n’est pas défini, alors pour tout y, le

calcul défini par ce programme ne s’arrête pas. On a donc montré le résultat
de Rice et Uspenkhi.
- Pour vérifier le résultat de Kloss on va constater que l’on se trouve dans les

conditions d’application de celui de Rice et l’on en déduira une contradiction.
En effet si C* est récursive et si C*(n) = yo alors C*-1 (yo) - B est récursif.
Or si A = f e sFR / c (f) = yo B = n-1 (A). On va montrer que A ~ ~, est
différent de sFR’ on en déduira d’après le résultat de Rice que B est non ré-
cursif, d’où la contradiction. En effet si m est à domaine fini 

est fini, et A c n (C) car n (C) est l’ensemble des semi-fonctions ayant une
-complexité inférieure à yo . n (C) étant fini, A est non vide et fini donc dif-

férent de sF . On pourra procéder de la même façon pour montrer que toute fonc-tu

tion ca, y ce approximant de façon linéaire ou algorithmique la fonction c, ne

peut pas être calculable.

’ 
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