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Claude FLAMENT

Cet article fait appel a un certain nombre de notions sur les Algébres de
Boole finies et les -Simplexes. Pour les définitions des termes qui ne sont
pas familiers au lecteur, celui-ci pourra consulter:

- Simplexe, Algébre simpliciale : P. ROSENSTIEHL, M.S.H. N° 9;
- Algébres de Boole, Algébres de Boole libres: M. EYTAN, M.S.H. N° 1o, pp.51-44-

- Morphismes, idéaux, quotients: Marc BARBUT, M.S.H. N° 12 (le présent
numérol), P

N.D.L.R.

L'ANALYSE BOOLEENNE DE QUESTIONNAIRES

Dans le but d'organiser et d'interpréter un protocole de passation de ques-
tionnaire (d'attitudes, d'opinions, ...), on recourt souvent & 1'analyse hiérar-
chique qui tend a faire apparaitre une échelle de Guttman (cf. MATALON, 1965):
on sait du reste que cette méthode ne s'applique pas qu'aux questionnaires, comme
1'a montré, par exemple, V. ELISSEEF (1965) en étudiant les bronzes chinois ar-
chaiques. '

Cependant, il est exceptionnel, qu'on trouve, dans des données d'observa-—
tion, une échelle de Guttman parfaite, ou méme valablement approximative. D'ol,
la recherche d'analyses plus générales que celle de Guttman. Coombs et Kao (cf.
COOMBS, 1964, chap. 12) ont proposé une généralisation multidimentionnelle de
1'analyse hiérarchique, que MATALON (1965, chap. 7) a algébrisée, et que nous
avons encore généralisde par ce qu'on peut appeler les "modeles de fermeture"
(FLAMENT, 1965). Ces travaux utilisent 1'algebre simpliciale sur les parties de .
1'ensemble des questions (si chaque question ne comporte que deux réponses, ex—
clusives et exhaustives); ce qui correspond & 1l'une des présentations possibles
des échelles de Guttman (considérées comme chaines maximales d'inclusion sur le
simplexe). Mais il existe au moins une autre présentation des échelles de Gutt-
man, et donc sans doute, une autre voie de généralisation. Il s'agit d'une pré-
sentation utilisant la notion d'implication, qui nous conduira & 1'analyse boo-—
léenne de questionnaire.

*
Laboratoire de Psychologie Sociale, Aix en Provence.
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Soit un questionnaire dont chague question X admet deux réponses, x et x',
exclusives et exhaustives (un individu interrogé donne une réponse et une seule i
a chaque question). Soit R l'ensemble des patrons P possibles, ou suites de ré-
ponses qu'un individu peut donner; par exemple, si on a 3 questions A, B, C,

(a b c¢') est un patron P de R.

A partir d'un protocole de passation, nous définissons 1l'ensemble Ry des pa~-

trons représentés, c'est-a-dire, donnés chacun par au moins un membre de la popu-—
lation interrogée; R, , complémentaire de B‘—T. par rapport a R, est l'ensemble des

patrons non représentés.

Si, pour notre questionnaire (A, B, C), nous obtenons: Ry ={f_1, 22, _23, _I_’4},
avec :

EH a b ¢

. 1
E: & b ¢
Py:oal b oc
2, i a b ¢,

nous disons que R, constitue une échelle de Guttman. On sait alors (cf. MATALON,
1965, p. 42) que, si on "croise" les questions deux a deux, on obtient toujours
des tableaux & 4 cases, dont l'une est vide, comme dans cet exemple:

A
a a'
B
]
b P55 By

On voit alors que si un individu donne la réponse a, cela implique qu'il
donne aussi la réponse b (s'il donnait b', ayant donné a, la case i_a; b') ne se-
rait pas vide). Ce que nous symboliserons par :

a ——Db;

(on remarque que (a—»b) est équivalent & (b'—s2a')).

Ce genre d'analyse conduit & exprimer 1l'échelle de Guttman que nous avons
observée par le schéma d'implication:

a—>»b—>c,
ou, de facon équivalente :
C'“‘*’Ej—_’fy'

Dans ces schémas, il est inutile de porter (a—sc) ou (c'—sa'), puisque
‘‘implication est une relation transitive.
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Supposons maintenant que nous ayons 4 questions A, B, C, D, et que les pa-
trons représentés constituent l'ensemble @1 suivant :

£ a b ¢ d
Py s a' b < d
B,:  a b ¢ a
g, a' b! e d
Bs: & b ¢ 4
B a' b ¢ &

Un tel protocole ne peut pas se résumer parfaitement par une échelle de
Guttman - mais rien ne nous empéche de considérer les 6 "tableaux croisés" AXB,
AXC, etc..., et d'en déduire un schéma d'implication; on trouve le schéma sui-
vant :

i/h
\E

le tableau (BXC) ne comporte aucune case vide, d'ol 1l'absence de fldche entre
b et c.

~.,
7

On peut considérer ce schéma d'implication comme résumant le protocole d'ob-
servation, mais il faut remarquer que ce résumé n'est pas univoque; en effet, si
nous supprimons le patron 22, ou le patron 25, ou les deux a la fois, on constate

qu'on obtient toujours le méme schéma d'implication. D'ol, deux problémes :

1) Comment trouver la classe des protocoles qui admettent un méme schéma
d'implication;
2) Comment généraliser cette analyse d'implication de telle sorte qu'il y

ait correspondance biunivoque entre l'ensemble des protocoles et l'ensemble des
schémas .,

Quelque soit 1'intérét du premier probléme, nous ne traiterons ici que du
second. L'idée est de considérer, non seulement le croisement des questions deux
a4 deux, mais aussi trois & trois, quatre & quatre, etc.., et de trouver des im-
plications non seulement entre deux réponses, mais aussi entre deux groupes de
réponses. Ainsi, on montre que, si dans l'exemple précédent on supprime 22, le

protocole admet pour résumé univoque le schéma suivant :

(_lz_etg)——*i/r-tl\d.
\C/_

I1 semble commode de présenter cette généralisation dans le cadre de 1l'al-
gebre de Boole libre qu'on peut construire sur le questionnaire étudié.

*
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Soit donc un questionnaire coaportant n questions X. (i -1, 2, «... n):

chaque question X; admet deux réponses, x4i, x'; de telle sorte que tout ir-

dividu interrogé donne soit x , soit x';.

Pour chaque question, choisissons arbitraivement une réponse; pour des com-

modités d'éeriture, choisissous les x5, et considérons L'ensemble Q -1X, Iir: 1,2,

¥ . .
ceey uooocomme § ennemble des generateurs d'une algebre de Boole libre Q, corres-
pondant” au que<i:nnnaire éoudid.

e mes Lol vas M . -4 s AL s cor 4
Intuitivepeat, un terme x; sigmifie: "donner la réponse x;"; le conjugué de

X; est sa négafion: "ne pas donwer x,", v'est-a~dire: "donner la réponse x';;

1topération sup (v) se lira ou (x1 v x; ¢ "donner la réponse ou la réponse

....J_’

Xi»

Xj, ou les deux & la fois"), et l’gpéraHAon inf (A) se lira ET (35._1_/\ x5 "donner
a la fois X5 et zc_i""). Le pdle supérieur V peut &tre considéré comme signifiant Ja

"configuration (de réponses) universelle", puisque V = X, v x! ce qui est tou-

i

jours le cas, les réponses étant exhaustives; et le pdle inférieur A, la "confi-
. . " . _ ' . . . .

guration absurde”, puisque A = X; X'y, ce qui ne peut jamais se présenter con-

crétement, les répunses étant exclusives.

Noton- que le< éléments de Q qui s'éerivent & 1'aide seulement des n géné-
rateurs, de l'opération inf et de la coujugaison (/), correspondent aux patrons
de réponses constituant 1'ensemble R défini précédemment. Nous appellerons donc
ces termes, des patrons, et les désignerons par P. Nous appellerons sous—patrons
p un élément de Q écrit a l'aide d'une partie seulement des générateurs, de
1 opération inf et de la conjugaison., Ainsi, si n = 3, (§1 A i’z A g_(_’)) est un

patron, et (§1 A 5’2) est un sous-patron.

Si, & une population donnde, nous posons Je questionnaire a partir duquel
neus avons construit notre algebre Q, nous observons, comme on 1'a v, vv ensem-
ble R, de patrons Zf_Ef_é wnf‘wé;_, et un ensemble B‘) de patrops .'l‘;"_{l_.ii;”‘é woards, A

partir de cela, i1 nousx faut maintepant définir une fopcrion de veped .cnisfion
r osur Q:

r
g ——{o1}

sioa est un élément de Q, r (v - 1 signifie que % est repré.euté; r (a) = 0,

qu'il est nun 1 préeentd,

Etant donné 1fensemble R - des patrons non représentés, nous définissous r
par les regles suivantes :

1 - r (A) 0
2 - (P) 0 si le patron P est non représenté (appariient & EO);
3~ « et 3 étant des éléments de Q, r (oyf) =0sirp () = r (8) = 0;

4 — si un élément o de Q n'est pas déclaré non repré:ernte par l'applica-
tion des regles précédentes, alors il est représenté: r (o) - 1.
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On peut se demander si r n'est pas un épimorphisme de Q sur 1l'ensemhle
{0, 1} considéré comme une algeébre de Boole; il n'en est rien, comme le mon-

trent les tableaux suivants:

r («) r (B) r (ay B) r (oA B)
0 0 0 0 r () r ()
0 1 1 0 - 0 ]
1 0 1 0 .
1 1 1 ?

Les valeurs de r portées dans les colonnes de droite de ces tableaux se dé-
montrent assez facilement a partir des régles de construction de la fonction r.
Les points d'interrogation ne signifient pas que les valeurs de r (o A B) et
de r (a') sont indéterminées: elles ne peuvent se déduire des valeurs de r (&)
et r (B), mais seulement, se construire par les regles définissant r; et, sui-
vant les cas, on peut obtenir soit 1, soit 0. Ceci suffit a montrer que r n'est
pas un épimorphisme, et suggére, par ailleurs, une certaine dissymétrie (parfois
génante) entre les deux opérations sup et inf, tout comme entre les deux valeurs
de r.

Quoiqu'il en soit, nous pouvons considérer l'ensemble Q, des éléments non
représentés de Q :

@€ 9 € r («) =0.

On voit alors que: Qy est un idéal de Q.

En effet, un idéal I de Q est une partie de Q telle que:
- Ae I

si «€ I, pour tout B € Q, ona: (* A B) € I;
-si a et B € I, alors (a« y B) € 1I.

A partir de la définition de Q,, des régles de construction de la fonction
r et des tableaux donnés ci-dessus, on vérifie aisement que Q, a bien ces trois
propriétés.

Q étant fini, on sait qu'il existe un élément unique € de Qo qui

absorbe, pour l'opération sup, tous les éléments de Qp; & est le sup de tous
les éléments de Qo; et la donnée de € suffit & définir entidrement Q.

On voit alors facilement qu'a chaque protocole d'observation (défini par
Rq et Ry) correspond un élément & unique (qui se calcule comme le sup des pa—
trons non, représentés) et qu'a chaque élément de Q (autre que le pSle supérieur
V) correspond un protocole unique. Nous avons une correspondance bi-univoque
entre Q et l'ensemble des protocoles.

PFn d'autres termes, & résume entiérement, et de facon univoque, tout ce
qui nous intéresse dans les résultats de la passation de notre questionnaire.

*



On définit sur une algébre de Boole, une relation d'implication (ou d'ah-
sorbtion):

(0 —=B) <= (e A B = o).

On démontre qu'il s'agit d'une relation d'ordre, et par ailleurs que:
-si ((¢y B) —>»Y), alors (&2 —>»Y) et (B —Y)

- si ((¢ A B)—>Y), alors (a—>Y v B') et (B—>Y var)
-si (o =A), alors ( a—A),

Nous allons utiliser cette relation dans une nouvelle algebre de Boole,
_&/Qo: définie comme l'algébre quotient de Q par 1'idéal Qo. Cette algebre est
généralement non libre; elle est isomorphe au simplexe des parties de 1l'ensemble
Rt1 des patrons représentés. On peut 1'écrire en conservant les générateurs de Q
et en introduisant entre eux les liaisons nécessaires. Pour ce faire, il suffit
de poser € , le sup de Q, dans Q, égal & A , le pble inférieur de 9/9 .

Or, on sait que tout élément d'une algebre de Boole peut s'écrire canoni--
quement sous la forme d'un sup d'une partie des éléments que nous avons qua-
lifiés de sous patrons (ou de patrons) (n'utilisant que les générateurs, et les
opérations inf et de conjugaison).

Donc, si p fait partie de 1'écriture de E, coome € =A, et donc E—A,
on peut écrire P —A; et si P=Xi A 2(_'1/\ XR, on peut écrire: Xi A E'd"’?_c.gk,

ou: Xj A Xj — Xj, Ou encore: X'j A X —» X'j.

Si on procéde ainsi pour tous les sous-—patrons faisant partie de 1'écriture
de € , on obtient un schéma d'implication qui est trés exactement la solution
de notre probleéme.

Reprenons 1'un des protocoles mentionnés en introduction. Nous avions 4
questions: A, B, C, D, et Ry = {31, P, B, Ps, 36} ; avec :

Pr: a b cd
P3: a'b c'd
B+ &b ocd
Ps: a'b'c'd
Pop: a'b'cd'

on en déduit R, par complémentarité, et on obtient:
€= (aAab)viaac)vkad)vicad)vi@aAbac,

qui se traduit par divers schémas d'implication équivalents, dont 1'un est bien
celui que nous avions donné:
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Prenons un exemple réel: une petite partie d'une enquéte effectude, il y a
plusieurs années, par 1'I.F.0.P., auprés d'un échantillon de plus de 3.000 Fran-
cais. De cette enquéte, nous n'avons retenu que 4 questions; voici les 4 généra—
teurs de 1l'algébre utilisée:

g ¢ &tre favorable & de Gaulle;

P penser que les pouvoirs du Parlement doivent &tre augmentés;
n : penser que le niveau de vie s'est amélioré dans les derniers temps;
s ¢ &tre syndicaliste.

On a trouvé:

€ = @Aap)viEazan)v(E@apas);

il a semblé que le schéma le plus significatif, a 1'époque, était:

Nous laissons le lecteur interpréter psychosociologiquement ce schéma, et
construire les autres schémas équivalents (mathématiquement), dont certains lui
paraltront d'un certain intérét.

L'analyse booléenne de questionnaire résoud bien le probléme que nous nous
posions; mais pour que la méthode devienne utilisable pratiquement, d'autres
problémes doivent &tre résolus. Nous en mentionnerons quelques uns, sans donner
les solutions plus ou moins complétes que nous leur avons trouvées.

1 - I1ya intérét & ce que € soit écrit sous forme canonique minimale: le plus
petit nombre possible de sous patrons, chacun comportant le plus petit nombre
possible de générateurs: sinon, l'écriture est redondante, et aussi le schéma
d'implication qui en résulte. Par exemple, si € = (a ADb') y (b Ac') VvV (aAc),
la forme minimale est € = (a A b') Vv (b Ac'); et effectivement, il n'est pas
nécessaire (ni mathématiquement, ni psycho-sociologiquement) de considérer la
relation (a —c), puisqu'elle n'est qu'une conséquence, par transitivité,

des relations (a —b) et (b —c).

2 — Pour le calcul pratique de £ , suivant les cas, il est économique, soit de
partir directement des patrons, soit de considérer les tableaux croisant les
questions 2 a 2, 3 & 3, etc., successivement. Dans ce dernier cas, un algorithme
peut &tre domné qui permet de faire un nombre minimum d'opérations matérielles,
et conduit directement & la forme canonique minimale de & .

3 — Si certaines questions du questionnaire réel comportent plus de deux répon—
ses, l'analyse booléenne est toujours praticable, a condition de remplacer
chaque question ayant plus de deux réponses par plusieurs questions n'ayant que
deux réponses, comme dans l'exemple, ol A (ayant 3 réponses: ay, ap, a3) est

remplacé par X et Y:
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X La case vide se traduit treés
X x! naturellement dans notre lan-
gage par (x'—>y); dans le
¥ N A 22 schéma d'implication, on
¥ a3 pourra traduire (X A y) par

a1, x par (ag ou a3), ete...

4 - La principale difficulté pour l'usage pratique de 1l'analyse booléenne de
questionnaire (comme pour toute analyse algébrique de questionnaire) vient de la
nécessité, trés généralement reconnue, d'avoir une approximation statistique des
résultats; nous avons (Flament, 1965 a) proposé une voie générale pour ce genre
de probléme, mais son application ici semble délicate.

5 — On 1l'aura remarqué, l'analyse booléenne de questionnaire est applicable &
tous les protocoles d'observation possibles. Une telle méthode universelle est
sans doute un bon cadre pour 1'étude mathématique de la plupart des problemes
d'analyse algébrique de questionnaire, mais on peut aussi souhaiter une spéci-
fication des résultats permettant de retrouver les moddles classiques. Par
exemple, on démontre qu'on a une échelle de Guttman, si et seulement si on peut
réindicier les générateurs selon un certain ordre (la hiérarchie guttmanienne),
de telle sorte que: € = V (x5 A 51i+1)’ i=1,2, ..., (n-1). I1 con-

i =
vient de rechercher ainsi les types de € correspondant aux divers modéles clas—
siques, et aussi de voir si divers types de € particuliers ne donnent pas nais-—
sance a de nouveaux modéles (par exemple, si € est 1'inf de divers € ; guttma-

niens, on obtient une division de la population en classes latentes, chacune
caractérisée par une échelle de Guttman différente).
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