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11.
M.S,H, N° 12

M. BARBUT

TOPOLOGIE GENERALE ET ALGEBRE DE KURATOWSKI

Résumé :

A partir des propriétés topologiques classiqgues d2 la droits, on Jégage
les notions de base de la topologie: ouverts, fermés, 2tc... Puis on examine
1'algébre des opérations "intérieur” et "fermetur:" (algébre de Kuratowski)
et on donne un apercu sur la définition axiomatique d'une topologie, et les
rapports entre topologie et sciences sociales.

I -~ CONCEPTS INTUITIFS DE LA TOPOLOGIE USUELLE DE LA DROITE

Sur une droite D, on appelle intervalle ouvert a b, noté ]a, b[ , l'en-
semble des points x tels que: a< x<b ; c'est le segment a b, bornes non
comprises.

D Graphiquement, on figure souvent 1'intervalle

— ) ouvert ]a, b [ comme ci-contre.
a b

L'intervalle fermé a b, noté [a,, b] , est le segment bornes comprises :
[a,b] = X tag<x<g<byt.
Graphiquement, on adoptera la fituration :

—————-—-D
a b

L'intervalle semi-ouvert & droite est le segment a b, a compris et b excluj o
on le note [a,b[ , et on le figurera ici :

——M——D
a b

En dualité, 1'intervalle gemi-—ouvert & gauche ]a, b] est 1l'ensemble
{x : a< x g b}

—_—-——D
a b

En particulier, si a = b, l'intervalle fermé [a,a] se réduit au point a; les
trois intervalles ]a,a[ , [a,a[, ]a,a] sont vides.

Intérieur

Soit A un cunsemble de points de la droite. Un point a est dit intérieur a A
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a2'j1l existe un intervalle ouvert I tel que a appartienne & I et tout point de T
soit point de A:

a€l et ICA

Par exemple, tous les points de l'ensemble A constitué par un intervalle
ouvert Ju, v[ sont intérieurs & A; il en est de méme de tous les points d'un
ensemble A constitué par l'union d'intervalles ouverts.

Par contre, un intervalle fermé [u,v] posséde des points intérieurs si
u < v (tous les points x tels que u'< x <v), mais u et v ne sont pas inté-
rieurs. En particulier, tout ensemble A constitué par un seul point a :

A:{a}

n'a pas de points intérieurs, puisque 1l'intervalle ] a,a[ est vide; plus géné-
ralement tout ensemble A discret n'a pas de point intérieur.

Ouvert

Un ensemble .A est dit ouvert si tous ses points sont intérieurs: par exem-
ple, l'union d'intervalles ouverts constitue un ensemble ouvert; autre exemple,
une demi-droite ouverte

fas= {x i ac< x}
I1 résulte immédiatement de cette définition que toute union d'ensembles ouverts
est un ouvert: donnons nous en effet une famille quelconque d'ouverts; tout point
x de 1'union\/ des ensembles de la famille appartient (par définition de 1'union)
4 au moins un ensemble A de la famille; A est ouvert, donc x est intérieur a A;
comme AC V, x est a fortiori intérieur & \/.

Si A et B sont deux ouverts, leur intersection A () B est un ouvert: cela
résulte de ce que l'intersection de deux intervalles ouverts est un intervalle
ouvert (si elle n'est pas vide). De méme, 1'intersection d'une famille finie
d'ouverts est un ouvert.

e
<

A

Mais 1'intersection d'une famille infinie d'ouverts n'est pas nécessaire-
ment un ouvert: considérons par exemple, a étant ’up point de la droite, la fa-
) mille constituée par les intervalles ou-
7o verts ]a—-}l‘, a+£1-[,
a oun=1,2,3, .... L'intersection de
cette famille est 1l'ensemble {a} , qui
n'est pas ouvert.

Les ensembles ouverts se comportent donc différemment vis—a-vis de l'union
et de 1'intersection: stabilité pour 1l'union (finie ou infinie), mais stabilité
pour la seule intersection finie. De fagon que ces regles de stabilité ne soient
jamais violées, on est amené a poser :

L'ensemble vide @ est un ouvert (1'intersection de deux ouverts peut en
effet 8tre vide).

L'ensemble plein (la droite toute entidre) est un ouvert: deux demi-droites
ouvertes {4 x : a< x} et {x : x < b} telles que bra ait pour union la droite
entiére.
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Fermé

su dualité avec la notion d'ouvert, nous avons celle de ferme; nous avons vi1
comrient se. comportent les ouverts par rapport aux deux opérations binaires de
1'algebre de Boole? union et intersection. Par mapport & 1l'opération ‘unaire, la
complémentation, il n'y a vas stabilité; ie complémentaire d'un-ouvert n'est pas
nécessairément ouvert:
(par exemple, le complémentaire’ de l'union
D des deux demi-drottes ouvertes figurées

. ~‘ ci-contre est 1'intervalle [a,b] fermé,

a 0 dont on a vu qu'il n'est pas. ouvert).

On appelle fermé tout ensemble complémentaire d'un ouvert: tout intervalle
fermé, tout ensemble réduit & un point, tout ensemble discret sont des fermés.

Bien entendu, les propriétés des fermés par rapport & l'union et 1l'intersec-
tion sont duales de celles des ouverts: toute intersection (finie ou infinie) de
Jermds est un fermé; l'union finie de fermés est un fermé.

En outre, q) est fermé (son complémentaire, le plein, est ouvert); de méme
le plein est fermé.

A partir de la notion d'intervalle ouvert et de point intérieur & un ensem—
ble, nous sommes donc en mesure de qualifier certains ensembles de points:

- les ouverts — tous leurs points sont intérieurs,

— les fermés — complémentaires des ouverts, '

— les ouverts et fermés - 4) et plein en particulier.

I1 reste que la plupart des ensembles ne sont ni ouverts ni fermés, tels les
intervalles semi-ouverts, ou l'ensemble des points & abscisse rationnelle (lors-
qu'on a muni la droite d'une origine, d'un sens et d'une unité); ou l'ensemble des
points & abscisse décimale, etc... Ces deux derniers exemples montrent des ensem—
bles dont aucun point n'est intérieur (tout intervalle contient une infinité de
points d'abscisse irrationnelle, et une infinité de points d'abscisse non décimale),
et dont le complémentaire posséde la méme propriété (tout intervalle contient une
infinité de points d'abscisse rationnelle et une infinité de points d'abscisse dé-
cimale).

Ces exemples nous serviront dans la suite.

Il - INTERIEUR, EXTERIEUR, FRONTIERE, FERMETURE

Intérieur

Appelons intérieur d'un ensemble A, et notons iA, l'ensemble des points x
intérieurs & -A.iA est par définition un sous—ensemble ouvert de A, puisque tous
ses points sont intérieurs. C'est méme le sous—ensemble ouvert maximum (par rap-
port & l'ordre d'inclusion) contenu dans A: la démonstration en est immédiate.

Si en particulier A est ouvert, il est son propre intérieur. On a donc :

A € OQuvert &> iA = A.
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Et, puisque iA est ouvert, quelque soit A:
iiA = i%A = iA.
Ce qui s'énonce: 1'intérieur de l'intérieur, c'est 1l'intérieur.

"Prendre 1'intérieur" de chaque ensemble de points de la droite D définit
une application i de l'ensemble 2D des parties de D dans lui-méme :

i) — AP

Nous venons de voir que cette application a deux propriétés remarquables :

vae2l:irca

vae2l : i = ia

Cette propriété est nommée idempotence de l'application i: i est égale &
ses propres puissances puisque de :

2
i =1
on déduit immédiatement :
.3 . .2 .o .2 .
i"T=1i" =1ii=1" =1
4 . .3 .. .2 .
i =1i =11=1 =1 etcoeee

L'application i a d'autres propriétés; l'une est évidente: c'est la monoto-
nie; si AcB, alors iAciB. L'autre l'est moins: l'intérieur de 1l'intersection de
deux ensembles est l'intersection des intérieurs:

VA, ¥VB: i (ANB) = iA()iB

D'aprés la monotonie, il est évident en effet que :
i (ANB) C iA
i (ANB) C iB

donc :
i (ANB) ¢ ia N iB

L'inclusion duale se voit en considérant que si x est intérieur & A et a B,

il existe un intervalle ouvert contenant x et inclus dans A, soit I; un intervalle
ouvert contenant x et inclus dans B, soit

J, J. L'intervalle I () J est ouvert, contient

‘ ’ x et est inclus dans A () B. Donc x est in-

I x térieur & A (1 B.

L'application i est donc un homomorphisme pour 1l'intersection. Par contre,
elle ne conserve pas l'union, et l'on a simplement :

i (AUB) o iAUiB
en raison de la monotonie; mais 1'inclusion est en général stricte. Par exemple :
A B

—— ) Gem————————

a \2 w
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A= [n,v[ B = [v, w]
A B= [u, v] —— ————————

i (AUB) = Ju, v[
(y compris le point v) e ——— -

iA:]u,v[ __ﬁ
iBz]v,w[ ﬁ__

iA U iB = 1'intervalle ofvert

u,w privé du point v - G————

u v w
Autre exemple, plus frappant :

A= { les rationnels de D} iA = ¢ Pourquoi ?
B ={les irrationnels de D} iB=4¢ Pourquoi ?

AUB =D (le plein)
i (AUB) =D (D est un ouvert)

iAUiB=¢ U ¢ =¢

Résumons en un tableau les quatre propriétés trouvées pour 1l'application i :
prendre 1l'intérieur.

i: 20 ——p 2D

(1) V A, V B, ACB ==>iA C iB monotonie

. (2) YV A iA € A

W (3) V A i%A = iA idempotence
(4) VA, VB i(A0B) = iANiB

Extérieur

Nous venons de voir comment joue l'application i par rapport & l'union et
1'intersection; par rapport & la troisiéme opération booléenne, la complémenta=
tion (nous noterons dans la suite cA le complémentaire d'un ensemble A de points
de D), les choses sont moins simples.

D">abord, parlera—t—on de 1'intérieur du complémentaire (icA) ou du complé-
mentaire de 1'intérieur (ciA)? Ce sont en général deux ensembles distincts comme
le montre 1l'exemple ci-dessous :

A iA
— m—-————— -——ﬁ——-
————— G —
. cA

ciA icA
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icA est d'ailleurs toujours ouvert (c'est un intérieur);

ciA est toujours fermé (c'est le complémentaire de 1l'ouvert iA).

icA est l'ensemble des points intérieurs au complémentaire de A; un tel point sera
dit extérieur a A, et icA, noté de fagon plus bréeve ed, est l'extérieur de A:

icA = ed = { x: X extérieur a A.}
Quant & ciA, nous verrons plus bas son interprétation.

Les propriétés (1), (2), et, (4) de 1'application i ont, compte-tenu des
lois de Morgan sur la complémentation, leurs correspondantes pour l'application e :

(1) AC B =3 cA D eB
(2) AQer=¢
(4) e (A UB)=cA (eB

Mais la propriété (3) d'idempotence n'a pas de correspondante simple.

Frontigre

Intérieur, extérieur d'un ensemble A; bien entendu, il y a ce qui est entre
les deux, ni intérieur, ni extérieur, et qu'on appelle la frontiere de A, et que
nous noterons bA.

La frontiére de A, c'est par définition: le complémentaire de iA U eA
bA = c(iA U eA) = ciA () ceA

Une fagon simple de caractériser les points de la frontidre est de dire que
si x € bA; tout intervalle ayant x & son intérieur posséde des points de A et
des points du complémentaire de A.

On remarquera que la frontieére de A peut ne comprendre aucun point de A4,
comme dans l'exemple ci-dessous:

A bA
————e——y———— — @
v

u v u

A=Tuv | bA = {u,v}

et plus généralement dans le cas des ensembles ouverts; ou bien &tre incluse dans
A, pour les ensembles fermés; Si A est en plus discret, il est sa propre fron-
titre. Si A n'est ni ouvert, ni fermé, sa frontitre comprend des points de A et
des points de son complémentaire

A bA
—_—eeee——)———— & @
v

u \2 u

La frontiedre de A peut méme &tre D (le plein) toute entidre comme dans le
cas ol A est l'ensemble des points & abscisse rationnelle.
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Fermeture

La notion d'intérieur d'un ensemble nous a permis de définir en outre 1l'ex-
térieur et la frontiére. Nous avons vu qu'elle est liée & la notion d'ensemble
ouvert par 1'équivalence :

A € Ouvert €= 1A = A

Autrement dit, les ouverts sont les éléments invariants de 1'application i.

De méme que la notion d'ouvert a sa duale, celle de fermé, celle,d'intérieur
a une duale, celle de fermeture ou adhérence. De facon naturelle, l'application
"fermeture" dans l'ensemble ED des parties de D, notée f, est la transmuée de
1'application "intérieur" par passage aux complémentaires, selon le diagramme g

A WCiCA = fA

> €—————

La fermeture de A, c'est le complémentaire de l'intérieur du complémentaire
de A, ou encore le complémentaire de l'extérieur de A.

Une fagon plus intuitive de la voir, c'est de considérer qu'elle est l'union
de A et de sa frontiere :

fA =AU bA

On peut aussi bien dire que la frontiére de A est l'intersection de la fer—
meture de A et de celle du complémentaire de A.

bA = fA () fcA
ou encore, la fermeture de A moins l'intérieur de A:
bA = fA - iA

et 1l'on remarquera d'ailleurs que 1'égalité fondamentale :

cic = f

Peut aussi bien s'écrire (voir le diagramme)

ci = fc

Ce qui nous donne 1l'interprétation annoncée de l'application ci : complé-
mentaire de 1'intérieur; c'est la fermeture du complémentaire.

D'autres relations algébriques entre les applications i,c,f,e sont faciles
a établir :

e2 = if , f =ce , i = cfc

cf = ic , e = cf

On voit par la que la seule donnée de ¢ et de 1l'un quelconque des trois au-
tres : i,f,e, permet de les définir toutes.
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Pour en revenir & f, ses propriétés sont les duales de celles de i; & sa-—
Voir :

A E Fermé €&=—> fA = A

Les ensembles fermés sont ceux qui sont leur propre fermeture. D'autre part:

(1) V A, V B, ACB =fAC fB monotonie
(2) V 4, fA DA

(£) (3) V A, f2A = fA idempotence
(4) V A, VB f(A U B)=fA U fB

fA peut enfin étre considéré comme le plus petit fermé contenant A.

I11 - ALGEBRE DE KURATOWSKI

Un ensemble A, son intérieur, sa fermeture, avec la double inclusion :
iAC ACfA

On peut ensuite recommencer & partir de iA et de fA, et s'amuser & construire
fiA (fermeture de 1'intérieur), ifA (intérieur de la fermeture), fifA (c'est trop
long & dire), etc... Essayons sur un exemple :

A X y z : u v
A comprend 1'intervalle fermé [x,z] privé du point y, le point isolé t, et tous
les points d'abscisse rationnelle de 1l'intervalle [u,v].

Nous obtenons :
£A —Q—‘—ot:o—o—%’\
A ‘
ifA e ————————
fiA —— Oy
fifA — ) — rumanl)—
ifid ———)

Soit déja six ensembles distincts (7 si 1'on comprend A) avec, entre ces en-

sembles, le diagramme d'inclusion : \—/
'R N
g/ flfA :
/ <INn?
fA fiA

i

SUST R

Dans notre exemple, il n'apparalt d'ailleurs pas d'ensemble nouveau si 1l'on
continue & conjuguer les f et les i, car:

fifiA —O— - clest fiA

ififA —e—ly——— Gummmpp— c'est ifA
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et par suite :
ififiA = ifiA
fififiA = fifiA = fiA
ifififiA = ifi A
etc...

Par passage au complémentaire de A, nous aurions obtenus 7 nouveaux ensem-—
bles; nous voyons donc la possibilité, au moyen des applications topologiques
i,f,c, et de 1'application identique, d'engendrer & partir d'un ensemble 14 en~
sembles au moins.

Mais en fait, ce nombre 14 est un maximum; nous allons voir que le diagramme
d'inclusion donné ci-dessus est général (c'est—a—-dire, est valable quelque soit
l'ensemble A), et que l'on a pour tout A:

fifiA = fiA
ififA = ifA

D'ol résulte immédiatement que pour tout A :
(fif) (fif) A = fifzifA = f (ifif) A = fifA
et de méme pour ifi.
Autrement dit, non seulement i et f sont des appliéations idempotentes :

i2=i f2:f

mais aussi les 4 autres applications qu'elles engendrent par composition :

(if)2 = if (fi)2 = fi
(£if)2 = fif (ifi)2 = ifi

Démontrons d'abord les inclusions; 1l'inclusion :

fA D A

valable quel que soit A (propriété (2) de f) implique :
ifA DiA (i est monotone)

et d'ou

fifA D fiA (f est monotone)

Cette méme inclusion, écrite :
i
fX 2 X

appliquée a X = ifA
fournit :

fifA D ifA

D'autre part, l'inclusion :

X D iX
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implique, appliquée a X = fA

fA D ifA (monotonie de f)
Donc :
fA = fZA.:D:fifA (monotonie et idempotence de f)

Les autres inclusions du diagramme, obtenues en échangeant f et i, se dé-
montrent de méme.

Bien entendu, il pourra arriver que pour certains ensembles, les six ensem-—
bles que l'on peut obtenir ne soient pas distincts; pour celui qui nous a servi
d'exemple, si l'on en supprime la partie constituée par les rationnels de 1l'in-
tervalle ['u,v] , on a alors :

Il

if
fi

ifi
fif

Il

Passons maintenant & 1'idempotence de fi (démonstration analogue pour celle
de if).

On a d'apreés le diagramme d'inclusion :
ifiA D iA
d'ou :
fifiA D fiA (monotonie de f)

D'autre part, d'aprés le méme diagramme :

ifiA < fiA
d'ou :
fifiAcC f2iA = fiA (monotonie et idempotence de f).
Finalement :
fifiA = fiA

Nous sommes maintenant en mesure de dresser la table de composition des six
applications topologiques i, f, if, fi, fif, ifi; on aura par exemple, compte
tenu des propriétés d'idempotence :

(if) (fif) = ifif = if

i f if fi ifi fif

i i if if ifi ifi if

f fi f fif fi fi fif
if ifi if if ifi ifi if
fi fi fif fif fi fi fif
ifi ifi if if ifi ifi if
fif fi fif fif fi fi fif
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I1 s'agit du monoide (1'opération de composition est associative) idempotent
3 deux générateurs (ici f et i); il suffit en effet pour le construire de se don-
ner :

deux lettres: i et f

— on écrit des mots au moyen de ces lettres,

- cette écriture est associative: si x, y et z sont trois mots, -(xy) z=x(yz)
elle est idempotente: pour tout mot x, xx = x2 = x.

Les quatre régles énoncées montrent qu'il n'y a que six mots qui se composent
entre eux selon la table écrite.

Ce monoide est souvent appelé algébre de Kuratowski, du nom du topologiste
polonais qui a mis en évidence les propriétés que nous venons de décrire.

IV - DES FACONS DE DEFINIR UNE TOPOLOGIE

Jes propriétés topologiques, établies ici pour la droite, permettent de dé-
finir une topologie pour un ensemble E quelconque; et elles le permettent de plu—-
sieurs maniéres, équivalentes entre elles.

Premiére maniére, la plus classique, de définir une topologie sur un ensem—
ble E : les ouverts. On se donne une famille () de parties de E :

X=s
telle que* :
(a) ¢ € O
(b) E € @
(c) silesa, €@, U Aie@
les Ai étant en nombre fini ou infini
() si lesAie o , ﬂAi€(9,

les Ai étant en nombre fini.

Nous avons vu que les ouverts de la droite possédaient ces quatre proprié-
tés; on appeilera alors ouvert de E tout élément de (9.

Un é1ément a € E sera dit intérieur a la partie A de E s'il existe un ouvert
0 tel que :

a € 0C A

L'intérieur iA de A est l'ensemble des éléments intérieurs & A: c'est un
ouvert, l'union des ouverts inclus dans A.

*En fait, les seules propriétés (o) et (d) suffisent 3 constituer une axiomatique des ou-
verts; (a) et (b) se déduisent formellement de (c) et (d) et des axiomes de la Théorie des
Ensembles.
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Définissons alors l'application i : A —— iA dans 2E par :

ia= U o
0cA
0oe ©

iA = union des ouverts inclus dans A.

L'application i ainsi définie satisfait aux propriétés voulues :

Si A est ouvert, iA = A (puisque A est 1'un des ouverts inclus dans A) et réci-
proquement, si iA = A, comme iA est toujours un ouvert (une union d'ouverts est
un ouvert d'aprés (C)), c'est que A est ouvert. On a donc bien la caractérisa—

tion ¢ A€(9€=1A:A.

En outre :

(o) 4iE =E (puisque E est ouvert)

(1) AD>DB =—iA D iB (tout ouvert inclus dans B est a fortiori
inclus dans A)

(2) iAc A (par définition)

(3) diiA = iA (puisque iA est ouvert)

(4) i(a ) B) =ia () iB

Cette derniére relation se démontre ainsi :
Drapres (1) : i(A () B) < ia () iB
D'apres (2) ¢+ iA () iB € A () B
Mais iA et iB sont ouverts; d'apres (d), iA () iB est un ouvert; donc il est son
propre intérieur :

i(ia ) iB) = ia ) iB
Mais d'aprés la dernidre inclusion écrite précédemment et (1) de nouveau :
i(ia ) iB) c i(A ) B)

On définit ensuite les fermés comme étant les complémentaires des ouverts;
par les lois de Morgan, on obtient immédiatement les propriétés de ceux—ci: ils
constituent une famille P de parties de E telle que :

@) Eedf
®) ¢eF
(e)! silesAieg, nAiec?J
les A, étant en nombre fini ou infini

@ si ie:AiG?, UAieé’

les Ai étant en nombre fini.
L'application "fermeture", f: A——f A dans les parties de E a la défi-
nition duale de celle d!'"intérieur" i :

f A= ﬂ F = intersection des fermés contenant A
FoA
FeF

et ses propriétés, duales de celles de i, se démontrent de méme.
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Enfin, la relation entre f et i:
f = cic
résulte immédiatement de la définition et des lois de Morgan :

tAa=1() F= () co=c U 0=ci(ch)
FOoA c0DA O0cCccA
Fe¥ o0e® oe®

I1 est clair que la construction faite & partir des ouverts peut aussi bien
se faire & partir des fermés. Les deux maniéres sont équivalentes et conduisent
au méme résultat; en particulier, une fois que les applications f et i sont dé-
finies, tout ce qui a été vu au paragraphe III est valable, et la composition de
ces applications conduit & l'algébre de Kuratowski.

Par contre, il convient de souligner que toutes les propriétés intuitives de
la topologie usuelle de la droite ne sont pas impliquées par 1l'axiomatique de la
"topologie générale" donnée ici; notamment, alors que chaque ensemble de la droi-
te réduit & un point était un fermé, il n'est pas nécessaire que chaque partie
{x]- de E, ou x € E, soit un fermé; si l'on veut qu'il en soit ainsi, il faudra
le poser par un axiome supplémentaire. Ajoutons que c'est ce que l'on fait pres-
que toujours dans les topologies effectivement utilisées pour les ensembles in-
finis (dans les ensembles finis, comme toute partie est union finie d'éléments,
cet axiome revient & dire que toute partie est fermée; et toute partie est aussi
ouverte. Pourquoi?).

Par exemple, si E est l'ensemble -[1, A | P L des entiers naturels,
on pourra y définir une topologie en prenant pour&Fl'ensem le des parties finies
de E (tous les axiomes sont respectés, et les éléments sont fermés) auxquelles on
adjoint E lui-méme; les ouverts sont alors les parties dont le complément est
fini, souvent appelées parties cofinies.

Les seules parties & la fois ouvertes et fermées sont ¢ et E; des parties
telles que 1l'ensemble des entiers pairs ou l'ensemble des multiples de 3, etc....
ne sont ni finies ni infinies, donc ni ouvertes ni fermées. Leur fermeture (plus
petit fermé les contenant) est évidemment le plein (E tout entier) et leur inté-
rieur est donc ¢ .

Mais il est une seconde manidre de définir une topologie, moins simple et
moins classique que celle qui vient d'étre exposée, mais plus "opératoire'"; c'est
de se donner non plus les ouverts (ou les fermés) mais 1'application i (ou 1l'ap-
plication f) avec ses propriétés.

Donnons-nous par exemple, E étant un ensemble quelconque, une application f
de 1'ensemble 2E des parties de E dans lui-méme satisfaisant aux propriétés* :

(o) Fg=9¢

(1) A>DB=—>fAD{B

(2) fA DA

(3) f2Aa=f2A

4 FAUB =fa UFfB

* Une-application de 2F dans lui-méme satisfaisant aux seules propriétés (1), (2) et (3) est appelée
fermeture de Moore. Elle se rencontre constamment en alg&bre; par exemple, si E est un groupe.f
associe & toute partie de E le plus petit sous-groupe la contenant. En ce qui concerne la ferme-
ture topologique dont il est question ici, on remarquera que le systéme (o), (1), (2), (3), (1)
est redondant pour constituer une axiomatique: (1) est une conséquence immédiate de (ll).
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et appelons "fermés'" les parties de E invariantes dans f
f:{x : X CE &fx:x}

La familleégyde parties de E ainsi définit satisfait & tous les axiomes des
fermés, que l'on se donne dans la "premitére maniére" et elle comprend d'aprés
(3) 1tensemble des images f A des parties A de E parf . La relation (2) entraine
d'abord que E€F , et (o) pose que geF . Le fait qu'une intersection de fermés
soit un fermé résulte de ce que, d'aprés la monotonie (1) de f , on a toujours,
les A1 étant des parties quelconques :

Vi FCNa) cf o

D'ou :

f(Nayc 0 F

et d'autre part d'apres (2)

Nac f (Na

D'ou la double inclusion :

N4a cf (Na)cOfa

Si les Ai sont fermés, on a:

et par suite 1'égalité :

Na =04
Donc: () Ai est invariant dans f, c'est un fermé.

Enfin, une union finie de fermés est un fermé; il suffit pour le montrer de
prouver que l'union de deux fermés est un fermé. C'est évidemment la propriété
(4) de f, celle qui porte sur {J , qui nous servira.

En effet, si A et B sont fermés, on a par définition: f A = A, f B =B,
donc (4) devient :

f AUB)=aAUSB
et par suite A U B est fermé.

7’ ’ 7 . N\ 6--l

Ainsi, se donner f (ou i) et ses propriétés équivaut a se donner ¢ (ou ()
et définit une topologie sur E. Ajoutons qu'une fois que l'on a les fermés, le
reste de la construction peut se faire soit comme dans la premiére maniére, soit
en définissant directement d'abord 1l'application i comme transmuée de f par
complémentation :

i=cfec

et les ouverts comme parties invariantes dans i. La relation :

ic=cf
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exprime alors qu'une partie est fermée si et seulement si sa complémentaire est
ouverte.

Nous avons donc deux fagons logiquement équivalentes de définir une topo-
logie; les exemples que nous verrons dans le prochain paragraphe et dans la note
de M. Eytan qui fait suite & cet exposé semblent bien montrer que c'est la se-
conde fagon, la manidre "opératoire" (par f ou i) qui soit la plus intéressante
en vue d'une application éventuelle de la topologie aux Sciences Sociales.

Ajoutons qu'il y a une troisieme facon, qui elle aussi pourrait &tre utile
4 ces Sciences, mais que je ne traiterai pas ici (peut-8tre cela fera-t-il 1'ob-
jet d'un article ultérieur): c'est de partir de la notion de "voisinage" et d'une
axiomatique convenable pour celle-ci.

Pour 1'instant, disons simplement qu'en topologie générale, un voisinage
d'un élément x de E est tout ensemble contenant un ouvert auquel x appartient;
autrement dit, tout ensemble auquel x est intérieur (cette définition suppose
que l'on ait préalablement défini les ouverts). Intuitivement, les voisinages
permettront de généraliser le rdle primitif qu'ont joué les "intervalles ouverts"
de la droite dans la description de la topologie de celle—ci qui a été donnée au
paragraphe I.

V - TOPOLOGIE, LOGIQUES ET PSYCHOLOGIE ?

I1 me reste quelques mots & .dire sur les liens entre la topologie générale
et certaines préoccupations des Sciences de 1'Homme.

En logique, les logiques modales* sont, en partie, une illustration de ce
que nous venons de voir. On sait que ces logiques utilisent trois opérateurs élé-
mentaires:

- la négation n
- le nécessaire N
- le possible P

Ces opérateurs sont appliqués aux propositions, de fagon & les qualifier de
nécessairement vraies (ou fausses), ou de peut—-8tre vraies (ou fausses), non né-
cessairement vraies (ou fausses), etc....

Traduisons: n=-=c (complémentation)
N =1i (intérieur)
P=f (fermeture)
et: "proposition" = partie d'un ensemble.

Des relations fondamentales telles que :

fX2DX, XDiX se traduisent
X=> (CX : si X est vrai, il est possible que X soit vrai
NX ==X : si X est nécessairement vrai, il est vrai, qui ont un sens et
sont admises dans toutes les logiques modales; de méme la monotonie de f,1i:

XD Y =i X2DiY

*
Pour une définition précise de ces logiques, et un complément sur les apergus qui sui-
vent, voir la note de M. EYTAN "Topologie et Logique propositionnelle Modale",
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a pour traduction :
(Y ==>X) == (NY ==> NX)
(si Y implique X, alors si Y est nécessairement vrai, X est nécessairement vrai).

Les relations d'idempotence de N et P:

N =N PP=p

sont elles aussi toujours admises dans les logiques modales, ainsi que la rela-
tion fondamentale liant c, f, i:

fc =ci cf = ic
qui se traduit :
Pn = nN nP = Nn
- S'il se peut que non-X, alors X n'est pas nécessaire, et réciproquement.

- Si X n'est pas possible, alors nécessairement non-X, et réciproquement.

La s'arréte, semble—t—il, ce qu'il y a de commun entre topologie et logiques
modales; toutes celles—ci, en effet, n'admettront pas l'idempotence des opérateurs
NP et PN (i f et £ i) :

NP NP = NP
et d'ailleuns, cela peut-il se dire? NP, c'est ce qui est nécessairement possi-

ble; NP NP = il est nécessairement possible qu'il soit nécessairement possible.
Cette phrase est impossible (nécessairement)!

De méme, sera—-t—on d'accord pour dire que
PXV Y) = PXVPY
ou, de facon équivalente :

N(X&Y) = NX&NY ?

Si (X ou Y) est possible, ou X, ou Y est possible, et réciproquement; si
(X et Y) est nécessaire, X est nécessaire et Y est nécessaire, et réciproquement.

Si oui, la logique modale construite est un '"modeéle'" de la topologie géné-
rale, et en particulier la relation: NP NP = NP y est vérifiée. Sinon, elle
s'en écarte.

En psychologie, on peut également se demander si certains phénoménes ne re—
leévent pas de ce qui vient d'étre dit. On pensera aux expériences dans lesquelles
on donne au sujet des objets & comparer, par exemple d'apres la perception que le
sujet a de leur poids.

On donne au sujet une partie A des objets (ceux—ci constituent un ensemble
E), et on lui demande de mettre & part tous les objets de E qui sont nettement
moins lourds que ceux de A (c'est 1'opération i), tous ceux qui sont nettement
plus lourds (c'est l'opération e, extérieur); ceux qui restent constituent la
frontiere de A. .

I1 est douteux, dans l'exemple choisi, que le comportement du sujet vérifie

1'idempotence : i2 = i, f2 = f ; et pourra~t—on lui faire accomplir des expérien—

ces dans lesquelles on explorerait ce que sont fi, if, fif, etc...?

I1 se peut cependant qu'il y ait, dans l'ensemble des phénomenes étudiés par



7.
M.S.H. N° 12

le psychologue expérimental, des domaines pour lesquels les axiomes des opéra—
tions topologiques soient a priori admissibles, et pour lesquels soit concevable
une expérimentation permettant de vérifier que les conséquences les plus immédia~—
tes de ces axiomes ne sont pas démenties par les faits. C'est au praticien de

parler.
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