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H. ROUANET

LES MODELES STOCHASTIQUES DE L’APPRENTISSAGE

(La première partie de ce texte a été publiée dans le N° 5, Janvier 1964)

1 1 1 - Particularisations du modèle général 1

Nous allons maintenant particulariser le modèle général précédent, de maniè-
re à obtenir des modèles ayant été l’objet d’investigations nombreuses, y à la fois

théoriques et expérimentales. Nous avons déjà fait allusion, y dans la première par-
tie, au modèle simple de Bower (Bower, 1961). De nombreux modèles, plus ou moins
complexes, ont été mis au point par Bush, Mosteller, Luce etc... et il n’est pas
quest.ion d’en faire ici une revue complète. Nous nous contenterons de présenter
sommairement, à titre d’exemples, deux modèles d’Estes et de Suppes, et deux mo-
dèles de Falmagne. (Pour de plus amples détails sur ces modèles, on se reportera
aux publications de ces auteurs signalées dans la bibliographie). Dans la. quatriè-
me partie, nous présenterons des applications de ces modèles à des données.Qxpé-
rimentales.

Nous allons maintenant envisager deux classes de modèles obtenues en parti-
cularisant le modèle général, présenté dans la deuxième partie.

Dans la première classe de modèles, nous supposons le stimulus constant. Il

suffit alors de se donner les espaces

et les probabilités de pa,ssage Pa(z, . ) de Z dans A
’ 

P~(4a~,e, . ) de ZXAXE dans Z

Pe ( a, . ) de A dans E.

Le processus de terme Xà = est markovien ainsi que les processus
de terme (~,~), (~, en) et ( zn) .

Dans la deuxième classe de modèles, nous supposerons le renforcement cors-
tant. Il suffit alors de se donner les espaces

v

et les probabilités de passage 
de Z x S dans A .

P ( z, s , a, . ) de Z X S X A dans Z

P(s,a, .) de S x A dans S
ce processus de terme xn = est markovien ainsi que le processus de terme

(zn, sn) . °
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A - MODÉLES À STIMULUS CONSTANT: DEUX MODÈLES D’ESTES ET SUPPES

Les modèles à stimulus constant sont les plus nombreux à avoir été étudiés
et il en existe de nombreuses variétés. Reprenons le modèle général.

Si l’application z-’Pa(z,.) est injective, on peut identifier Z avec une par-
tie de l’ensemble_(A,£t) des mesures de probabilité sur (A,Cl). Cet ensemble est
un ensemble très "vaste". Dans certaines classes de modèles, on se contente de
prendre pour Z une pa,rtie très restreinte de_(A, CL). Dans dl autres classes de mo-
dèles où on prend Z on fait des hypothèses très simplificatrices sur
les condi,tions (R~ ) ~ en particulier sur (R~) .

Une autre restriction concerne les espaces observables (A,Gt) et (E, Dans
bien des cas il est possible d’identifier ces deux espaces. C’est ce que nous fe-
rons dans ce qui suit où nous supposerons

Ce cas correspond à la situation expérimentale dite "de prédiction" à lar
qu.elle nous nous limiterons dans la suite de cette section. A chaque essai, le su-
jet doit prédire quel évènement, élément d’un ensemble E bien défini d’évènements,
va se produire; puis l’expérimentateur indique au sujet quel évènement de cet en-
semble E se produit.

Pratiquement, on fait des hypothèses encore plus restrictives et les deux
seuls cas qui aient été bien étudiés sont les suivants :

a) A (ou E) est un ensemble fini (on a alors 1’ (A) ) . ’

B b) A (ou. E) est la droite réelle R (&#x26;la algèbre des boréliens de R).

Pour ces deux cas, Estes et Suppes ont développé plusieurs modèles, les deux
principaux étant les suivants :

- Le modèle linéaire (cf. Estes et Suppes, a)).
- Le modèle "à un élément" (cas particulier des modèles d’ "Echantillonnage r

du stimulus" - cf. Estes et Suppes b)).

Nous présenterons ces deux modèles, dans le cas où A (et E) ne comportent que
deux éléments a, a’ (l’extension au cas fini général est innnédiate) en pa,rticula-
risant les conditions 

Le modète tinéa!re d’Estes-Suppes, pou r A - E . {a a’
On prend Z = [0, 1] (Si à chaque probabilité a sur on associe l’élé-

ment _ a ( 1 ) de [0, 1], on définit une application biunivoque de1YB (A, 6L) sur

0, 1 au nom de laquelle on peut identifier ces deux ensembles).
(RO) 0 = po où po est un paramètre tel que 0 ’ po ’ 1 (c’est-à-dire : on se

~ ° ° 
donne un état initial).

. où 0 est un paramètre tel que 0 ’  1.

(R2) exprime que l’état du sujet à l’’ essai n + 1 est déterminé par l’état du
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sujet à l’essai n et le renforcement à l’essai n. Il est facile de voir que ~R2~
revient, dans la formulation générale, y à prendre ~ 

2

Le modèle à un élément d’Estes-Suppes, pour

On prend

(probabilité sur les états initiaux)

où p et j3’ sont deux paramètres, y 0 ’ f 1 (le plus souvent, y on prend # =i j3’= 0)
P ’

avec où c est un paramètre tel que

Renf orcement indépendant

Lorsqu’on se donne une règle de renforcement, y les deux modèles précédents
conduisent, y pour des valeurs données des paramètres y à des prédictions théoriques
obtenues à partir de l’étude des processus (a~, en) et (a ) . Nous illustrerons les
procédés utilisés, pour le modèle linéaire, lorsque le renforcement est mde en--
dant.

Dans le cas où A = E ~ a, le renforcement indépendant est défini pa,r
la donnée d’un paramètre 7t, b ~ 7r ~1 choisi par l’ expérimentat,eur et tel que

Modèle 1 i néa ï re , pou r A = E - a , a’ et renf orcement indépendant

Puisque n est une variable aléatoire~ à valeur dans [0, 1~ , on peut définir
ses moments, y le moment d’ordre U étant défini pa,r:

Les axiomes du modèle permettent d’obtenir des équations de récurrence sur
les moments. Indiquons comment on obtient l’équation de récurrence pour le premier
moment E 

- -
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On en d.éduit

Asymptot,iquemen-t

On obtiendrait de façon analogue une équation de récurrence pour le moment
d’ordre 2 E ( 2n), etc...

Asymptotiquement y

Les équations sur les moments de àn une fois connues, on en dérive les

prédictions théoriques concernant les processus (an, en) et (an) . Tout d’abord,
on a la probabilité moyenne de la réponse a à l’essai n.

On a donc l’équation de récurrence :

et asymptotiquement

On a ensuite toutes les probabilités séqu.entielles, c’est-à-dire toutes les
probabilités de la forme 

.

(noter que ces probabilités sont différentes, y car le processus (an en) n’est pas
markovien).

Pratiquement,, on s’intéressa surtout aux. probabilités du type P (~+1 1 en)
et P (an+11 I e~, an). On vérifie facilement que :

c 1 est-à-diré :
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Asymptotiquement y

Pour les probabilités du type P (a n+1 en), la connaissance du 2ème mo-
ment E ( n) est nécessaire. Indiquons comment on obtient P (8n.+1=a 1 en = a, an = a).n +1
On commence par évaluer la probabilité composée :

on a f in al ement :

Modèle à un élément, pour A - a, a’ et renforcement indépendant
Nous prendrons la formulation du modèle pour laquelle ~ = 1 , ~’ _ 0.

La démarche est analogue et nous nous contenterons d’énoncer les résultats
correspondant à ceux déjà donnés pour le modèle linéaire. On obtient facilement
l’équation de récurrence pour les états.

c’ est-.à-dire :

analogue à (1 ) .

Asymptotiquement

Pour les probabilités séquentielles on peut démontrer les formules suivantes:
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et asymptotiquement

Enfin nous donnerons l’ analogue ,de (3)

La comparaison des résultats fournis par le modèle linéaire et le modèle à
un élément appelle les commentaires suivants : 

’

a) Si on identifie les paramètres e et c des deux modèles, les deux modèles
conduisent à des prédictions identiques en ce qui concerne les probabilités :

Ils conduisent à des prédictions divergentes en ce qui concerne les probabi-
lités :

Ce résultat est aisément généralisable. On peut montrer que les probabilités
séquentielles ne faisant intervenir que les renforcements antérieurs sont les
mêmes dans les deux modèles, y alors que les probabilités séquentielles faisant in-
tervenir des réponses antérieures diffèrent dans les deux modèles.

b) Le résultat asymptotique, commun aux deux modèles,

revgt une importance particulière~ car il s’agit d’une prédiction qui ne met en
jeu aucune estimation de paramètre ~ et d’autre part qui est susceptible d’une in-
terprétation très simple. Ce résultat exprime en effet que la probabilité d’une
réponse tend à s’ajuster à la fréquence du renforcement correspondant. C’ est la
loi de l’ajustement déjà signalée dans la première partie.

Extension au cas d’un ensemble de réponses continu (A = E - R) 
Les deux modèles - linéaire et à un élément - ont été étendus par P. Suppes

(1959) au cas où A = E = R où R désigne la droite réelle. Nous exposons briève-
ment les axiomes de Suppes et renvoyons pour les détails aux articles de Suppes
cités en bibliographie.

Le Modèle 1 i néa i re de Suppes, pour A = E = R .

On prend pour Z l’ensemble des fonctions de répartition sur R (isomorphe à
l’ensemble des mesures de probabilité sur R). On a alors :

(Ro) Zo = Po (où Po est une fonction de répartition, c’est-à-dire on se
donne un état initial).
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où K est une fonction de répartition, telle que

Le Modèle à un élément de Suppes, pour A = E = R

On prend

(où Po est une fonction de répartition).

où K est une fonction de répartition telle que

où H est la fonction échelon-unité

On voit que les modèles continus de Suppes sont la généralisation immédiat
des modèles exposés précédemment. La seule complication concerne la fonction de
répartition K appelée "répartition d’étalement" (smearing distribution) ; intuiti-
vement, y elle exprime que l’effet du renforcement en est non pas concentré au point
en mais s’étale sur les points voisins. K est une distribution hypothétique; donc
en principe le modèle comporte autant de paramètres qu’il faut de "paramètres pour
définir une distribution*. Pratiquement, comme nous le verrons, y un paramètre (var
riance) est suffisant pour les applications.

8 .~- M O D È L E S À RENFORCEMENT CONSTANT,- DEUX MODÉLES DE FALMAGNE

Les modèles à renforcement constant ont été beaucoup moins utilisés que les
précédents. Nous décrirons rapidement deux modèles de FALMAGNE (1962, 1964) conçue

pour la situation suivante, dite de temps de réaction de choix. A chaque essai’ on

présente au sujet un stimulus pris parmi k stimuli; à chaque stimulus correspond
une clef, le sujet doit à la présentation d’un stimulus! appuyer aussi vite que
possible sur la clef correspondante. On note le temps mis pa,r le sujet pour ré-
pondre (temps de réaction).

Nous appellerons S l’ensemble des stimuli, comme dans le modèle général. L’en-
semble A des réponses (temps de réaction) peut gtre identifié avec R+, ensemble des

nombres positifs. Dans les deux modèles de FALMAGNE, on postule deux distributions

* En tenant compte naturellement de ’1 a contrainte fR u d k u = 0.
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sur H et K. L’espérance de H est supérieure à celle de K. Intuitivement, H est
une distribution de temps "longs", K est une distribution de temps "courts".

Le modèle "linéaire" de FALMA6NE

On prend Z = [0, il S où S = tsly s2y ... 5k}

où est la sn ième composante de zn.

Le modèle "à un élément" de FALMAGNE

On prend Z = 10, 1 S
(A l’essai n, % = ( zn~ 1, zn 2 ........ Zn k) avec zn i 

= o ou 1)

(Ro) P (~= ~) = ~o où ~o est une probabilité sur (Z, 5)

On note les analogies entre chacun des deux modèles d’Estes-Suppes et chacun
des deux modèles de Falmagne, c’est pourquoi nous avons utilisé pour ceux-ci des
dénominations identiques.

Lorsqu’on se donne une règle de présentation des stimuli, les deux modèles
précédents conduisent, pour des valeurs données des paramètres, à des prédictions
théoriques. Nous calculerons quelques-unes de ces prédictions dans le cas où les
stimuli sont présentés de façon indépendante, c’ est--’a-dire où l’ expérimentateur se
donne k probabilités TC1’ 7t2’ ... n telles que :
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Pour obtenir les prédictions théoriques correspondant aux modèles précédents, y
on raisonnera comme nous l’avons fait pour les modèles d’Estes-Suppes. Nous indi-
querons simplement quelques résultats, communs aux deux modèles (pour le modèle à
un élément, lire c au lieu 10 19

- Distribution asymptotique moyenne des temps de réaction lorsque le signal i
est présenté :

- Distribution asymptotique conditionnelle Pi.,édes temps de réaction aprèsÉ répétitions du stimulus i c’ est-à-dire lors 9. ue le stimulus i est présenté après
avoir été présenté précédemment lors dele 2 essais consécutiis :

- Distribution asymptotique conditionnelle des temps de réaction lorsque
le stimulus i est présenté après un intervalle de m essais, c’est-à-dire lorsque
le stimulus i est présenté après n’ avoir pas été présenté pendant m essais

IV - Exemples de validation expérimentale

A - UNE VALIDATION’DES MODÈLES DE SUPPES

Les modèles d’Estes et Suppes ont donné lieu à de nombreuses expériences de
validation expérimentale. Dans l’expérience typique de prédiction, le sujet est
placé devant un tableau comportant deux lampes et une clef au-dessous de chaque
lampe. On indique au sujet qu’à chaque essai, une et une seule des lampes va s’al-
lumer. La tâche du sujet consiste à prédire, à chaque essai, en appuyant sur la
clef correspondante, laquelle des deux lampes va s’allumer. En fait, la lampe est
allumée avec une probabilité ’7’C choisie par l’expérimentateur (cas indépendant)
Des expériences faites suivant ce schéma ont confirmé les prédictions fondamenta-
les communes aux deux modèles (linéaire et un élément), tout en donnant la préfé-
rence, pour les prédictions différentielles, au modèle linéaire. On a alors cher-
ché à éprouver les modèles correspondants dans le cas continu. Nous résumerons
maintenant une expérience de Suppes et al. (1963) qui, faisant suite à une expé-
rience préliminaires, a donné lieu à une étude détaillée et comparative des deux
modèles.

Le schéma expérimental, généralisation du schéma de l’expérience de prédic-
tion citée plus haut, est le suivant: le sujet fait face à un écran sur lequel se

* 
~’. et FRANI(MANN, R.Y. "Test of stimulus sampl ing theory for a continuum of responses with

unimodal noncontingent determinate renforcement" Journal of Experimental Psychology, Vol. 60,1960.
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trouve une circonférence. On dit au sujet qu’à chaque essai, un point de la cir-
conférence va s’éclairer, y indiquant la position d’une "cible". La tâche du sujet
consiste à prédire, à chaque essai, en choisissant un point de la circonférence,
(réponse), l’endroit où la cible va apparaître. En fait~ la cible (renforcement)
apparaît selon une loi de probabilité choisie par l’expérimentateur de façon in-
dépendante des’ réponses du sujet ("indépendante"). Dans la présente étude, la
densité de distribution des renforcements f (e) est bimodale, et construite à

partir de deux distributions triangulaires égales sur les intervalles (0, n ) et

( n, 2 n) ; (cf. fig. 1) 30 sujets ont subi l’expérience qui comprenait 600 essais
successifs.

Deux paramètres ont été estimés à partir des données expérimentales: la va-
riance de la distribution hypothétique d’étalement, y et le paramètre 0 (ou c).

La distribution asymptotique des réponses (400 dernières réponses des 30 su-
j ets, soit 12.000 observations) a permis d’estimer la variance de la distribution
d’étalement (0,0517 n2). On a alors pu estimer la densité de distribution théori-
que asymptotique des réponses r (a) et y comparer l’histogramme asymptotique des
réponses observées (fig. 1). L’accord entre les deux distributions est visiblement
satisfaisant.

Le paramètre e (ou c) a été ensuite estimé à partir de "probabilités séquen-
tielles du 1 er ordre".

D’une façon précise, on a estimé la distribution asymptotique des réponses
lorsque le renforcement précédent a eu lieu dans l’un des quatre quadrants

La fig. 2 représente cette densité théorique calculée en utilisant la valeur
estimée de 8 (ou c) : 0, 32, ainsi que l’histogramme expérimental correspondant*. Si
l’accord n’est pas entièrement satisfaisant, il faut cependant noter que les traits
essentiels de la distribution conditionnelle des réponses ont été prédits correc-
tement par la théorie. L’existence de 2 maxima, l’un principal, l’autre secondaire,
est adéquatement prédite par le modèle.

Ce succès a encouragé les auteurs à pousser plus loin l’analyse, en examinant
les probabilités séquentielles du second ordre, c’est-à-dire la distribution asymp-
totique des réponses lorsque non seulement le renforcement précédent, mais la ré-
ponse précédente ont eu lieu dans des zones déterminées. Deux remarques doivent
être faites au sujet de ces nouvelles probabilités séquentielles:

a) Tous les paramètres ayant été estimés, e les prédictions sont des prédictions
absolues.

B

b) Les prédictions du modèle linéaire et du modèle à un élément diffèrent de
façon très marquée. 

,

On constate alors le fait remarquable que les résultats expérimentaux s’écar-
tent considérablement des prédictions du modèle à un élément, alors que le modèle
linéaire constitue une approximation valable. (Fig. 3).

* L’histogramme représenté sur la figure est en fait la combinaison de 4 histogrammes, correspondant
aux 4 quadrants, qui ont pu être combinés en utilisant les symétries du plan expérimental.
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B - UNE VALIDATION DES MODÈLES DE FALMAGNE

Les modèles de FALMAGNE ont été appliqués aux données asymptotiques d’une
expérience de temps de réaction pour laquelle le nombre de stimuli k était égal
à 6 et les probabilités ni étaient les suivantes:

6 sujets ont passé l’expérience. L’analyse a porté sur les derniers 2.000 es-
sais de chaque sujet soit sur 6 x 2.000 = 12.000 essais.

Les résultats expérimentaux relatifs aux distributions moyennes de temps de
réaction sont résumés par la table 1 . On voit que lorsque la probabilité ni aug-
mente, la moyenne des temps de réaction diminue, y la variance diminue et l’asymétrie
augmente. Les effets de répétition’ d’un stimulus vont dans le même sens, les effets
d’intervalle dans le sens opposé.

. La validation du modèle a porté sur les prédictions communes aux deux modèles.
Appelons H et pyç les espérances des distributions H et K.

,

TABLE I - DISTRIBUTIONS MOYENNES ASYMPOTIQUES DES TEMPS DE RÉACTIONS

e
Pour estimer et" on peut utiliser la formule donnant la moyenne o

des temps de réaction asymptotique au stimulus i

wi est une fonction homographique de ni. En ajustant une hyperbole pour les
différentes valeurs de ni on obtient

D’autre part, y les moyennes de temps de réaction après répétitions ont permis
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d’estimer les paramètres 0 et et les moyennes de temps de réaction après in-
tervalles ont permis d’estimer les paramètres e’ et w. On trouve :

On voit que les estimations s’accordent bien avec les précédentes.

. PHe PKY 0 et e’ une fois estimés on peut obtenir les prédictions théoriques
des moyennes des distributions moyennes et des distributions conditionnelles des

temps de réaction après répétitions ou intervalles. Les principaux résultats sont
présentés dans les tables 2 et 3. On voit que l’ajustement est très satisfaisant.

TABLE 2 - MOYENNES OBSERVÉES ET THÉORIQUES DES DISTRIBUTIONS MOYENNES

DE TEMPS DE RÉACTION APRÈS LES DIFFÉRENTS STIMULI

TABLE 3 - MOYENNES OBSERVÉES ET THÉORIQUES DES DISTRIBUTIONS
APRÈS RÉPÉTITIONS OU INTERVALLES
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Une étude plus poussée des modèles a été faite en considérant les variances
et les moments du troisième ordre. En première analyse, on a supposé pour simpli-
fier que les deux distributions H et K ont même variance et sont symétriques.

La variance i de la distribution moyenne des temps de réaction au stimulus i
est alors donnée par la formule

En prenant les différentes valeurs expérimentales devi, on peut estimer Iret
ajuster une courbe aux différentes variances expérimentales. On obtient V"= 6250.
L’ ajustement est moins bon que pour les moyennes mais encore acceptable. Des ré-
sultats analogues ont été obtenus pour les moments du troisième ordre.
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