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1.

M. GIRAULT

LIAISONS, CORRELATION, REGRESSION

INTRODUCT ION

1.1.- La physique classique a utilisé la notion de liaison fonctionnelle entre
deux ensembles de grandeurs:

Exemple: Soit une barre métallique portée a différentes températures: ty t2 et
elle prend les longueurs 1, 1y «.ilp.

Chaque fois que la barre est portée a la température t, par exemple, elle
prend la longueur lp. Ainsi & toute température (d'un certain intervalle de tempé~
ratures) est associéde une longueur et une seule. Telle est la notion de fonction ou
de liaison fonctionnelle 1t -— 1.

Ce type de modele, bien adapté aux phénoménes étudiés en physique classique
ne convient généralement pas dans les sciences biologiques, économiques, humaines.

1.2.- L'idée de liaison en probabilité a été introduite pour la premiéré fois par
Francis Galton dans ses travaux sur 1'hérédité dans les espéces végétales puis ani-
males. Les principaux résultats furent publiés en 1889 sous le titre "Natural inheri-
tance".

L'auteur s'intéresse tout spécialement aux mesures X et Y d'une méme par-
tie du corps chez deux &tres dont 1'un est fils de 1'autre. Appelons "taille" la
mesure retenue:

X : X; celle de 1'individu (i)
est un couple de tailles observées

. . " :
Y e " (i)

ou (j) est fils de (i).

Galton montre que la loi de fréquence des couples de nombres (X, Y) est bien
représentée par une loi de distribution & deux dimensions généralisant celle de
Laplace-Gauss et étudiée précédemment par Bravais(1) (Mémoire de 1846).

Le modéle utilisé par Galton est tres fréquemment employé. Ce modele présente
des particularités qu'il faut bien comprendre et, pour cela, il importe de distin-
guer plusieurs notions fondamentales concernant la liaison en probabilité, notions
qui dans le modéle particulier de Galton se trouvent soit confondues soit liées
entre elles d'une maniére particuliére. En d'autres termes, il faut bien distinguer
les propriétés générales de toute distribution des propriétés particuliéres de la
distribution de Laplace-Gauss & plusieurs dimensions.

(1) Bravais ne semble pas s'8tre Intéressé & la liaison en probabilité.
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Hemarque préliminaire: Les notions que nous allons étudier se rattachent & des
distributions sur un espace & plusieurs dimensions (tout spécialement deux): ce
sont des distributions sur des couples (X, Y) de nombres.

Ces distributions peuvent &tre indifféremment des distributions statistiques
qu des distributions de probabilité; ces dernitres elles-mémes pouvant &tre discre-
tes ou continues.

-

a) Distribution statistique: échantillon de taille (n): ensemble de n couples
(x1 » ¥1)3 X2 ¥2)s e+, (X, yy) chacun affecté de la "ma.sse"gl-

b) Distribution de probabilité

b.1 - Discréte: ensemble de couples (%1, ¥i)
, . ‘}&e {x1, xz, ceeey }&1, .-..}

Yje {Y19 Y25 sy Yoy ""1
1)e couple (x;, yj) étant affecté de la probabilité P

B.2 - Continue: ensemble de couples (x,y) ol x et y appartiennent & des ensem-—
bles continus (intervalles ou méme

(x, x + Ax)

Chaque pavé {(y, v + Ay)

} est affecté d'une probabilité.

(x, x + dx)

est affecté de la proba -
(y, y + dy)} P

En particulier tout pavé élémentaire {
hilité f (x, y) dx dy.

Dans chaque cas, nous choisirons pour fixer les idées un type de distribution
tant8t discret, tantét continu; étant bien entendu que les notlons étudides se dé-
finissent pour les deux types de distributions.

3
ﬁt.- LIAISON EN PROBABILITE (ou liaison stochastique)

+1.— Considérons donc une épreuve a laquelle est associé le couple de nombres
X, y) distribués, par exemple, suivant une loi discrete.

X E{x1, XDy eeesy Xp }:

- (x, y) €AxB
ye{)’1) Y25 ccoves ¥ }= B

Posons
PlJ = P(XZXi,Y = yi) i =1, «veen3; j = 1, «..om
Rappelons les définitions des lois marginales et des droits conditionnelles:
Distribution marginale de X: soit a; =P (X=%) i=1,...n On a, (axiome
q'additivité):
. Im ! _ Pim
1 3 J Yj i ij
[
\ y2 Pi2
que 1'on note encore P;. o
Y1 P
&
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La donnée des x; et celle des p; définit (p;,) la distribution marginale de X.

Distribution marginale de Y : on a de facon analogue

—p.=2 p. .
bj=P.j =i Pij

Les Y5 et les P,j définissent la distribution marginale de Y.

Remarque: Si la distribution est continue, de densité superficielle f(x, y).Les den-
sités marginales sont :

a(x) = Jf(x, y) dy pour X

et b(y) = [ f(x, y) dx pour Y
ou, si 1'on préfére, les lois élémentaires sont respectivement
pour X a(x) dx = f& f(x, y) dx dy
pour Y b(y) dy = J £(x, y) dx dy

2.2.— Distribution conditionnelle de Y si X = Xj

On effectue 1'épreuve donnant le couple (X, Y) et 1'on sait que X = x;. La pro-
babilité d'avoir Y = Yj est alors

N P; 4
bg?j; =§—?} notée Prob. {Y =y;/ X= xi}

On aurait de fagon analogue:

. P..
PrOb.{X:Xi/Y:yj}:aj(-J):'I')'—J"
.J

Et, dans le cas d'une distribution continue:

loi élémentaire de Y si X = x:

(x) _ f(x,y) dx dy  f£(x,y)
Py ¥ =T ax T e W

2.3.- Dépendance en probabilité

On peut considérer non seulement les lois conditionnelles de Y si X prend une
valeur particuliere.

X = X5 dans le cas discret

X <X <x + dx dans le cas continu

mais les lois conditionnelles de Y lorsque X appartient & un sous—ensemble de valeurs
possibles: un intervalle (xo, x1) par exemple.

On dit que Y dépend de X (en probabilité) si les lois conditionnelles de Y dé-
pendent des conditions imposées & X. Il y a liaison en probabilité si

NE

.. dépend de a:
(3) *P i
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2.4.— Indépendance en probabilité

Au contraire on dit de Y qu'il est indépendant de X (en probabilité) si toute
loi conditionnelle de Y est indépendante des conditions imposées a X; c'est-a-dire
si toutes les lois conditionnelles sont identiques.

On aura en particulier:

(distribution discrete): bE;) = bg?% = vee = bE?; et cela quel que soit j.
soit :
DI ST
P Pay Py i k9
Py, Py Py TR T ER ]
k
d'ou .

Vi, Vi: P, =D, D (1)

De la méme maniere, dans le cas continu, on démontre qu'il faut avoir, quels
que soient x et y

£ (x,y) = a(x) . bly) (2)

Des relations (1) et (2) on déduit plusieurs conséquences. On a simplement
supposé, pour obtenir ces relations, que les lois conditiomnelles de Y pour des
conditions élémentuives~ de X [X =x ou x < X <x+4 dx| étaient indépendantes de
X

On déduit de (1) ou de (2)
— Que toute loi conditiomnelle de Y pour des conditions exprimées sur X est iden-
tique & la loi marginale de Y,
— Que toute loi conditionnelle de X pour des conditions exprimées sur Y est identi-
que a la loi marginale de X.

On exprime cette situation en disant que les v.a. X et Y sont mutuellement in-
dépendantes en probabilitéd.

Dans ce cas, la distribution est complétement déterminde par la donnée des
distributions marginal«s.

Une connaissance quelconque sur X, ne modifie en rien 1l'information que 1'on
posséde sur Y.

3.— MOMERTS D4 «:r URwi: - Ligne de régression

Pour varter les notations, nous supposerons ici que la distribution est conti-
nue, de densitd superficielle f£(x,y).
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Illustration:
Indépendance en A Forte liaison
probabilité oL droite de régressic
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Teneur en Manganése

La loi élémentaire de Y

dy

Teneur en Carbone

[~~~

£(x,y)
(x) dy

o

(x)

si X = x est b(x)
(y)
ol a(x) = {rf(x y) dy
La moyenne de (Y si X = x) est (quand elle existe)
n(®) _ vix}= [yb

Y-

(v

)

y (x) est une fonction de x; sa courbe figurative est dite ligne de régression de

Y en x.
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On définit d'une maniére analogue la ligne de régression de X en y; c'est le
lieu des moyennes conditionnelles de X pour Y = y.

S8i les v.a. X et Y sont indépendantes, les lignes de régression sont des droi-
tes paralléles aux axes.

Une ligne de régression (de Y en x par exemple) est un indice de la liaison en
probabilité de Y avec le "facteur" X. L'origine du terme "régression" est la sui-
vante.

Origine du terme "regréssion”
Etude de 1'hérédité des tailles (F. GALTON puis K. PEARSON).

taille
Fils

droite de
"régression"

taille
Pére

Soit Y la taille d'un individu, X celle de son pére. Les couples (X,Y) sont
décrits par une loi de probabilité ou la ligne de régression de Y en x est une
droite de pente r positive inférieure & 1.

Soit m la taille moyenne de la population étudiée. Les "grands" individus (de
taille a = m + h par exemple) ont_des fils dont les tailles sont en moyenne: a + rh.
Ces fils sont des individus (en moyenne) grands mais ce caracteére "grand" est moins
accusé qu'il ne 1l'est chez leurs péres: on dit que ce caractere est en régression
d'une génération & la suivante.
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4.— MOMENTS DU SECOND ORDRE

4.1.- Pour décrire la liaison des grandeurs X et Y, les indices donnés par les mo-
ments du premier ordre sont insqffisants. On s'intéresse donc aux moments du second
ordre (‘e_an supposant 1& encore qu'ils existent).

§oit W o0 = ci la variance de X

a 1 risnce de Y moments du 2éme ordre
o, -8 va ce ae du couple X, Y

8 [x® (1]

It

%02

%11
Soit enfin [ E ;] la variance conditionnelle de Y/ si X = x.

On appelle fonction scédastique (la fonction z(x) = (x). 83 ct® on dit

qu'il y a homoscédasticité de Y par rapport a x.

4.2.~ Indices de corrélation

Plusieurs indices ont été proposés, mais en fait le plus utilisé est le coef-
ficient de corrélation

+ 11
o, O

Xy

e (x, y) =

La signification du coefficient de corrélation s'interpréte commodément sur
1'ellipse des variances que nous définirons plus loin.,

Un autre indice intéressant est le rapport de corrélation que nous allons
. maintenant définir.

4.3.- MAnalyse de variance - Rapport de corrélation
Sur le couple aléatoire (X,Y) on consideére:
la moyenne générale de Y, soit E(Y) =5 = [ [yf(xy) dx dy

les moyennes conditiomnelles de ¥ si X =
soit E [ /x y( ) = = [ yt(x,y) dy.
Soit (x,y) un couple de valeurs obtenues.
L'écart de y peut se décomposer de la mapiére suivante:
y-¥y=0-y)+ G - (1)
La variance de Y est 62 = E [(y - ?)2] = ff(y - 3")2 f(x,y) dx dy

En remplacant (y — y) par sa valeur (1) on obtient:
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o? = ff[(y -¥) + Oy - '5")]2 £(x,y)dxdy

= [y -2 sxy)axdy +2 [y -5 ) G5 £0x,y)axdy + [[F, -5)° fx,y ax ay

variance totale = variance conditione l . lide (2)
> nelle (ou résiduelle) + nulle + variance lice
o 2 g 2
) 1
Y

La variance con-

ditiomnelle (022) me—
sure la dispersion :
autour de la ligne de yx —7‘1 P
régression, Elle est

nulle si la distribu- y— -—-—|H
tion est entiérement
sur la courbe de ré-

gression et dans ce

cas seulement.
0 X X . X

au couple de valeurs (x,y) représenté par M sont associés:

MM = écart total
M = écart conditionnel
HP = écart 1lié.

La variance liée (012) mesure la dispersion des moyennes conditionnelles ?x.

Elle est nulle si la courbe de régression est une droite horizontale, et dans ce
cas seulement.

Rapport de corrélation (PEARSON - 1905).
On appelle rapport de corrélation de Y en X le nombre positif R tel que

02 02
2 1 2
R = —— = ] - —
0'2 0'2

En vertu de 1'équation (2) on voit que 0 <R <1

R=0 -i(x) = cte (1a courbe de régression est une droite horizontale)

R =1 &> distribution sur la courbe de régression donc liaison fonction-
nelle entre X et Y,

4.4.- Droite des moindres carrés

On appelle droite des moindres carrds (de Y/x) la droite D telle que 1'espé-
rance mathématique de TM2 soit minimum s



Son équation est y1(x) tel
2 .
que [ J[y—y1 (x)] £(x,y)dxdy soit

minimum,
La recherche de ce minimum
montre que D passe par G, centre

de la distribution. D a pour
pente

o
o ¥
X

Remarque: Certains auteurs ap-
pellent la droite D: "droite de
régression" de Y en x.

A

4,5.- Ellipse des variances

19.

Y A M
D
y, &) T
Yr—- T2 1 G
|
I
]
l///,/‘// 1
]
' >
0 X X X

Toutes les notions précédentes: 4-1, 4-2, 4-3 et 4-4 se rattachant aux mo-
ments du 2tme ordre. Les moments des formes lindaires en X, Y (expressions de la
forme aX + bY) s'expriment facilement & partir de 1'ellipse des variances.

Soit une distribution sur le plan (ox,o0y) admettant des moments du second or-

dre: E(X2) et E(Y2) (donc aussi E(X.Y)).

I1 existe une ellipse E de centre O qui a

la propriété suivante:

Soit A une droite issuerde l'origine. Le
moment de la distribution par rapport & A (es-

pérance mathématique MA2) est égal & s2

ou s

A

est la distance de O & la tangente a E paral-

lele a A

M

(yE H

En particulier, si 1l'on rapporte la distribution & son centre G 1'ellipse as-
sociée: E; est dite "ellipse des variances"

On as o = GA

Nv
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o<
La droite GC, de pente p'gz est la droite des moindres carrés de Y en x. La
G .x.
droite GD, de pente-l-gl est la droite des moindres carrés de X en y.

P X
o = 1 &> droites GC et GD confondues: Eg est une ellipse aplatie: X et Y sont
liés par une relation fonctionnelle lindaire.

p = 0 & ellipse des variances a pour axes ox et oy.
‘Cette circonstance peut se produire non seulement lorsque X et Y sont
lids en probabilité mais 4galement lorsqu'il existe entre eux une liai-
son fonctionnelle non monotone.

Donc: Lorsqu'on étudie des distributions trés générales: p est un mauvais indice de
corrélation; le rapport de corrélation R est plus significatif.

5.~ CAS DES DISTRIBUTFONS A REGRESSION LINEAIRE

Soitﬁb1 la famille des distributions sur (X,Y) telles que la courbe de ré-

gression de Y en x (voir 3) soit une droite. On dit alors que la régression (de Y
en X) est lindaire.

On démontre alors que:
La droite des meoindres carrés s'identifie & la droite de régression.

- La variance conditionnelle de Y si.x est alors 022::GF2
~ Enfin le rapport de ré-— v
gression R s'identifie au coef-
freient de corrélations

11 G2 N
A P
Oy Gy, O_2
o2 LR
of g ﬁ; eyt la variance tow B D pd
tale de Y.

”2 eat la variance conditionw
nelle de Y,

Conelusion: Au sein de la fa-
mille des distributions 5”1, le

coafficient de corréletion

SLA N
C!'xffy
e=at un indiece gignificatif de la corrélation.

f.- UK MODELE PART ICULIER DE LIAISON: LA DISTRIBUTION DE LAPLACE GAUSS A DEUX DIMENSIONS

Lo distribution dite "de Laplace-Gauss & deux dimensions", étudide pour la
sremiare fois par BRAVAIS (1846), fut utilisde par F. GALTON; K. PEARSON et aprés
wix par de trés nombreux auteurs. Elle prémsente une structure relativement asimple
it wat susceptible de nombreumes applications. Il importe toutefols, avant de 1'a-
dopter comme moddle, de faire preuve d'esprit ocritique.
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Expression de la loi de Laplace-Gauss & deux dimensions: loi élémentaire:

N s v,y

11 1 -7 2 | T2 "° T :
(1) 3 e 2 1-—p ) Ox 0y © dx dy

2n. oy oy =0 X y

Les courbes réunissant les points d'égale densité sont des ellipses homothéti-

ques et concentriques. Le centre commun & toutes ces ellipses est le centre de la
distribution, de coordennées m, = E(X) et my = E(X). On a choisi ce point pour ori-
gine des axes pour écrire la relation (1).

L'une de ces ellipses est 1'ellipse des variances (E) dont 1'équation est :

£ 2 2
(2) S-2p——+ioo g

o O'XCFy [e)

x y

Dans ce modele: les courbes de régression sont des droites; ondit que les régres-
sions sont linéaires et par conséquent toutes les particularités (5) sont réalisées.

Ces propriétés (5) se rattachent aux moments du 1er et du 2e ordre; et ne font
pas état des lois de probabilité des variables étudiées.

La famille des distributions de Laplace-Gauss étudiées maintenant ne contient
que 5 parameétres: xﬂx; My; Ox3 Oy et p par exemple. Or la donnée de 1'ellipse E des
variances définit ces 5 paramétres. Donc dans ce cas, non seulement les moments du
2tme ordre des formes lindaires en (X,Y) sont déterminées, mais les lois de proba-—
bilité de ces formes ainsi que les lois des variables liées.

Distribution de Laplace Gauss a 2 dimensions

0 414

Loi de probabilité du vecteur G M.
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Les trois ellipses sont des courbes joignant les points de méme densité (cour-
bes de niveau de la surface figurative des densités}. E est 1'ellipse des variances.

Le vecteur aldatoire GP obéit & la loi de L.G. (centre G, écart type GA)
Le vecteur aléatoire Efg’ obéit & la loi de L.G. (centre G, écart type GB)
e 4

Si P est donné : PM obéit & la loi de L.G. (centre H, écart type GF).

- La droite GT est & la fois: la ligne de régression de Y en x et la droite des
moindres carrés de Y en x.

La v.a. X obéit & la loi de Laplace-Gauss de moyenne my et d'écart type oyx. De
méme pour Y.

Si X = x1la v.a. Y obéit & la loi de Laplace-Gauss de moyenne:

—(x) %y ‘
Yy =m 4+ o (x-m)
X
son écart type est :
Gy = O'y 1 - 92
/x

Cet écart—type est indépendant de x:

il y a homos cédasticité

I1 y a méme plus: la loi de 1'écart de Y (rapporté & la moyenne conditionneli=)
c'est-a-dire la loi de

Y1 ::Y—-y1(x) ou y1(x)=E[Y siX:x]

est indépendante de x.
On dit alors (définition due & S. BERNSTEIN) que la corrélation entre X et Y
est dure.

— - - - - - . - - = —
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