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31.

UNE DUALITE ELEMENTAIRE SOUVENT UTILE DANS LES PROBLEMES COMBINATOIRES

G. KREWERAS

A.- APPLICATIONS D’UN ENSEM BLE DANS UN AUTRE

1 ) Pour illustrer la notion d’application d’un ensemble K (de k éléments)
dans un ensemble N (de n éléments), nous utiliserons indifféremment

soit: a) la représentation classique à l’aide de flèches artant de K (dé-
part) pour aboutir en N (arrivée)

de chaque élément de K part une flèche et une seule vers quelque élément de N,
mais en un élément de N il se peut qu’aboutisse exactement une flèche, y ou qu’il
n’en aboutisse aucune, ou qu’il en aboutisse plusieurs.

soit: b) l’image d’une équipe de k employés emménageant dans un étage de
n bureaux; chaque employé s’installe dans un bureau et un seul, y mais il peut y
avoir des bureaux occupés par un seul employé, d’autres vides, y d’autres occupés
par plusieurs employés. 

C

2) Une application est injective (ou est une injection) si pour tout élément.
de N le nombre de flèches qui y aboutissent est inférieur ou égal à 1 (jamais plu-
sieurs flèches de même extrémité). 

-

Une application est surjective (ou est une surj ection) si pour tout élément
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de N le nombre de flèches qui y aboutissent est supérieur ou égal à 1 (jamais
d’élément où n’en aboutit aucune). 

-

Il y a emménagement injectif si chaque employé a un bureau pour lui tout
seul; il y a emménagement surjectif si aucun bureau n’est laissé vide.

3) Pour qu’une application de K dans N puisse être injective, il faut que
k  n. Pour qu’elle puisse être surjective il f aut que k &#x3E;, n. Mais bien entendu
ces conditions ne sont pas suffisantes: une application définie sans précautions
particulières a de fortes chances de n’être ni injective ni surjective. Il peut
enfin exister des applications de K dans N à la fois injectives et surjectives
(on les appelle bijectives): il est pour cela nécessaire (mais toujours pas suf-
fisant) que k = n.

4) Il est bien connu que, y K et N étant donnés, il existe nk applications dis-
tinctes de K dans N; en effet, pour en définir une, on fait à artir de chacun des
k oints de K un choix entre n possibilités, d’où au total nfmanières de caracté-
riser l’ensemble de ces choix.

B.- PARTIES ET PARTITIONS

1 °) Dans un ensemble N de n éléments, chacun sait ce que c’est qu’une partie
de N. On dit aussi sous-ensemble au lieu de partie (*).

Il est utile de considérer que N a deux parties un peu spéciales: une "partie
pleine", composée de n éléments, qui n’est autre que N lui-même; et une "partie
vide", y définie conventionnellement comme composée de zéro élément.

2° ) Dans un ensemble K de k éléments, y on appelle artition R un système cohé-
rent de réponses à toutes les questions de la fonne "x et y sont-ils ou non de la
même classe ?", ou en abrégé "a-t-on ou non xRy?" x et y désignent l’un et l’autre
dans ces questions des éléments quelconques de K. Par système cohérent de répon-
ses, nous entendons que l’on a toujours

(*) On employait autrefois le mot "combinaison", dans une locution promise à la désuétude mai-s qui
laisse des traces pers’istantes: quand une partie de N se composait de  p éléments’ (p  n),
on l’ appela i t curieusement "combinaison de n éléments p à p". Ce. langage est à écarter com-
me équivoqué et quasiment absurae. 

’

Nous util iserons cependant plus ,lo,in, pour une raison de commodité, la lettre C bien qu’elle
ne soit pas l’initiale du mot "partie". 

’ 

,
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Une partition R de K étant donnée, on appelle classe l’ensemble de tous les
,éléments x de K pour lesquels on a xR a, a étant un élément donné quelconque.
Deux classes distinctes n’ont pas d’éléments communs et la réunion de toutes les
classes forme K. (C’est pourquoi une partition est aussi appelée relation classi-
ficatoire, ou encore relation d’équivalence). S’il y a p classes distinctes,
(aucune n’est vide) nous dirons que R est une partition en p classes

(p = 1, 2, ..., k). L’ensemble de ces p classes est appelé l’ ens mble quotient
de K par la partition R, et se note souvent K/R. Si à chaque élément de K on

fait correspondre la classe à laquelle il appartient, on définit ce que l’on ap-
pelle l’application canonigue de K dans KIR.

C.- NOTATIONS ET CONVENTIONS DE CALCUL

Dans ce qui suit, nous appellerons

e le nombre de parties de N composées de k éléments
(S1 . k  n) j 

n 

(sélection ou choix de k parmi n)

Ik le nombre d’injections de K dans N
n

e le nombre de partitions de K en n classes
(Si k &#x3E;,, n) 

n 

(classification de k en n)
(Si k n; 

Sk le nombre de surj ections de K dans N
n

Nous supposerons connu le fait que si k = n = p, on a

c’est le nombre des bijections.

Nous admettrons en outre par convention (plus ou moins naturelle)

que si

qui si

que quel que soit n &#x3E;,_ o

que et que quel que soit k~, 1

que et que quel que soit k &#x3E;, 1

que
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Nous choisirons enfin de présenter les tableaux numériques des 4 familles

de nombres (Cy Ik y Pk y o) de manière que le nombre 1f soit inscrit dans la
n n n n n

case où se coupent la li ne n et la colonne k; il résultera alors des con-v-en-tions

(a) et que dans les tableaux C et I tous les nombres au "nord-est" de la

diagonale sont nuls et que dans les tableaux P et S tous les nombres au "sud-
ouest" de la d.iagonale sont nuls (l’habitud,e générale est de ne pas écrire ces
zéros) :

Pour chacun de ces quatre tableaux numériques nous établirons une re-
lation de "double récurrence" qui permettra d’en remplir les cases de proche en
proche; nous verrons que ces quatre relations, toutes très simplets, y ont de gran-
des ressemblances entre elles.

On peut ajouter un cinquième tableau, noté B (bijection), et qui sera défini

par: Bk - o si n 4 k; et Bn = n! = Sn = In .
’ 

n ~ ’ ~ 
n n n

D.- COMPTAGE DES PARTIES ET DES INJECTIONS

Di La relation la plus connue est

On l’établit en considérant que les dk parties de N formées de k éléments
sont de deux sortes. 

n

10) Celles qui comprennent un certain élément a de N, fixé à l’avance : 
cune d’elles peut se définir par ses éléments autres que a, lesquels sont au nom-
bre de k-1 prélevés parmi les n-1 éléments de N autres que a. Le nombre de par-

ties de cette première sorte est donc dk-11 .n-1
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20) Celles qui ne comprennent pas a : chacune d’elles est définie par un

prélèvement de k éléments parmi les n-1 éléments de N autres que a. Le nom-

bre de parties de cette deuxième sorte est donc e - ’ ,n-1

On a donc bien la formule (1), qui permet de former de proche en proche le
célèbre "triangle de Pascal" :

D2 nombre 1 k peut y on le sait y s’obtenir par un calcul direct simple a par-
D2 

Le nombre In peut, on le sait, s obtenir par un calcul direct simple à par-
tir de n et k : c’est le produit de k entiers consécutifs décroissants à partir

de n, 1n = n ( n-1 ) .. , . (n-k+1 ). Nous ne nous servirons pratiquement pas de cette
n 

q p

formule y qui n’intervient pas dans la dualité qui nous intéresse, et établirons

plutôt la relation de double récurrence

Elle résulte, y si l’on veut, du fait que, y parmi les injections de K

dans N, il y en a de deux sortes. 
n

1°) Celles pour lesquelles un bureau particulier a de l’étage N est occupé.
Pour en définir une, on peut d’abord désigner l’employé unique qui occupera le
bureau a (ce qui donne k possibilités), y puis répartir les k-1 employés restants

injectivement dans les n-1 bureaux restants (ce qui donne Ik-1 . possibilités) ;
en tout donc k Ik-1 injections de ce type. 

n-1

n-1

20) Celles pour lesquelles le bureau a est laissé vide et où l’on répartit

les k employés injectivement dans les n-1 autres bureaux, ce qui donne 1 1
injections. 

n-1

La formule (2) est ainsi établie. Le tableau numérique qu’elle permet de
former est le suivant (qui n’a pas de nom traditionnel) :
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D3
Une parenté presque évidente entre C et I consiste en ce que la colonne k

de I peut s’obtenir en multipliant par k! la colonne k de C, ce qui peut s’écrire

C’est-à-dire :

En effet toute inj ection de K dans N définit une gjection de K dans une
partie de N formée de k éléments (ceux auxquels aboutissent des flèches). Pour

chacune des cf-- parties de N formées de k éléments, ’ il existe, ’ on le sait, ’ k!
n

telles bijections; ce qui établit la formule (3).

E.- COMPTAGE DES PARTITIONS ET DES’SURJECTIONS

E1 
-- 

’

D’une manière "duale" de celle qui précède, nous allons commencer par éta-
blir la f ormule 

Parmi les Pk partitions de K en n classes, y nous en distinguerons pour cela
deux sortes. 

n 
’

1 ° ) Celles dans lesquels un certain élément b, fixé à l’avance, de K cons-
titue une classe à lui seul. Les n-1 autres classes définissent alors une parti-
tion de l’ensemble des k-1 éléments autres que b en n-1 classes, ce qui montre

qu’ il y a p-1 partitions de cette sorte.n-1
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2° ) Celles dans lesquelles l’élément b appartient à une classe dans la-
quelle il y a déjà d’autres éléments (au moins un autre). Pour définir une par-
tition de cette seconde sorte, il suffit de partitionner l’ensemble des k-1 élé-

ments de K autres que b en n classes (ce qui donne I- possibilités), y et
n

ensuite rattacher b à l’une quelconque de ces n classes (ce qui donne n pos-
sibilités). Il y a donc n pk-1 partitions de cette seconde sorte.y 

n 
p

On a donc bien la formule (1 ’ ) . Le triangle numérique qu’elle permet de
former de proche en proche, moins bien connu en général que le triangle de Pas-
cal, pourrait porter le nom de triangle de Stirling:

r nrr n rm

E2 
Pour les nombres e (nombres de surjections) nous établirons la formule

n

Nous distinguerons à nouveau deux sortes de surjections de K dans N, parmi

les o existantes.
n

1 ° ) Celles pour lesquelles un employé particulier, mettons le "chef de ser-
vice", y sera seul dans son bureau. Pour définir un tel emménagement surjectif, on
peut d’abord laisser le chef de service choisir celui des n bureaux où il

s’installera seul (n possibilités), y puis répartir surjectivement ses k-1 subor-

donnés dans les n-1 autres bureaux (de l’une des manières possibles); il

y a donc n e-1 surjections de cette sorte. 
n-1

y a donc n S surjections de cette sorte. 
n-1

n-1

2°) Celles pour lesquelles le chef de service ne sera pas seul, y c’est-à-
dire si l’on veut celles où il y aura un des k-1 subordonnés dans chaque bureau.
Pour en définir une, il suffit de répartir les k-1 subordonnés surjectivement

dans les n bureaux (de l’une des Sk 1 manières possibles), y et de laisser le
n

chef de service choisir le bureau où il s’installera (n choix possibles); il y

a donc n Sk-1 surjections de cette deuxième sorte.
n
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La formule (2’ ) est donc établie. Le tableau numérique correspondant est

E3
S et P ont entre eux une parenté analogue à celle de I et C : la ligne n de

S peut s’obtenir en multipliant par n! la ligne n de P : ,

C’ est-à-dire :

(classifications de k en n)

En effet toute surjection de K dans N définit une partition R de K

en n classes, le fait pour deux éléments de K d’être "de même classe" voulant
dire que les flèches qui en partent aboutissent en un même élément’de N. K/R est
un ensemble de n classes, et la surjection de K dans N peut être définie
comme l’application canonique de K dans K/R, suivie d’une application de K/R
dans N cette dernière étant bi ’ective. Pour chacune des Pk partitions R dey - n

K en n classes, il existe n! bijections de K/R dans N, ce qui établit la
formule ( 3’ ) .

F.- PROPRIETES CONJOINTES

Pour exprimer commodément quelques propriétés des tableaux numériques C, I,
P, S, B, il est commode de les traiter comme des matrices. Nous introduirons en

outre la matrice A, dont les éléments sont A k = n k nombre total des ap licar
tions K- N. 

’ 
n 

p
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Cela posé, les égalités (3) et (3’) peuvent s’écrire respectivement

Montrons que

Nous établirons la dernière de ces égalités, les deux premières exprimant
seulement l’associativité du produit C B P.

L’égalité en question s’écrit si l’on veut

bien entendu tous les tennes à sommer deviennent nuls dès que p dépasse le
plus petit des deux nombres k et n.

Or chacune des ri applications de K dans N se caractérise par

1 ° ) une partie H de N, qui est la partie de l’étage effectivement occupée
par au moins un employé;

~°) une partition R de K, définie par les classes de "compagnons de bureau";
(Il y a évidemment autant de bureaux occupés que de classes de compagnons

de bureau, c’est-à-dire autant d’éléments dans H que de classes dans K/R; soit

p ce nombre, qui ne peut dépasser ni k ni n).

3°) une bijection de KIR dans H.
Pour toute valeur donnée de p, le nombre total de possibilités correspon-

dantes est bien

et il suffit ensuite de sommer en donnant à p toutes les valeurs possibles pour
établir l’égalité (4).

Exemples: 1 ° ) n = 3 k=4
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G.- EXERC 1 CES PROPOSES

10) Les sommes des lignes successives du triangle de Pascal C forment une

suite Yo Y1 Y2 .·. Y~ ... dans laquelle chaque terme est double du précédent.
Etablir cette propriété classique par un raisonnement direct en considérant y n
comme le nombre total de parties, y parties vide et pleine comprises, d’un ensem-
ble de n éléments. (On considèrera deux sortes de parties, suivant qu’elles
comprennent ou non un élément particulier).

, 

Les sommes des colonnes successives du triangle de Stirling P forment une

suite w 0’w1w 2 ...oon ... dont le terme général est le nombre total de partitions
d’un ensemble de k éléments. Montrer que l’on a

(On comptera le nombre de partitions d’un ensemble de k+1 éléments en sup-
posant connu le nombre d’éléments de la classe à laquelle appartient un élément
particulier). 

’ 

-

2°) Un jury veut organiser un concours entre p candidats de manière à les
classer par "niveaux de qualité", et il hésite entre les quatre procédures sui-
vantes :

(a) on classera tous les candidats, sans faire d’ex-aequo,

(b) on ne fera pas d’ex-aequo mais on se réserve de ne pas classer certains
candidats (sans exclure l’éventualité de classer tout le monde ni celle de ne
classer personne) ,

(c) on classera tous les candidats mais on se réserve de faire des ex-aequo
(sans exclure le cas où tout le monde serait ex-aequo).

(d) on se donne toute liberté d’exclure éventuellement certains candidats du
classement et de faire des ex-aequo parmi les classés.

Comment calculer dans les hypothèses successives d’adoption de chacune de
ces procédures, le nombre de résultats possibles du concours? On appellera res-

pectivement ap bp cp dp les nombres cherchés.

Indications: ap est évidemment égal à p! , bp est la somme de la ligne p du

triangle I, ep est la somme de la colonne p du triangle S, dp est pour tout
p &#x3E;, n le double de cp (justifier cette dernière affirmation par une correspon-
dance simple entre un résultat de la procédure (c) et un résultat de la procédure
(d)). Noter que cp est le nombre de manières de définir sur un ensemble de p

objets un préordre complet.

Etablir par des raisonnements directs les récurrences

(on peut raisonner en supposant connu pour la première le nom du candidat classé
en tête s’il y en a un, et pour la seconde le nombre de candidats classés en tête).
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Forme-r numériquement les quatre suites a., bp cp dp jusqu’à p = 6. On

trouve

3° ) On appelle CI et P’ les matrices obtenues à partir de C et P par sup-

pression complète des lignes et colonnes numérotées 0.

Donner une interprétation des produits matriciels IP’ et CIS. (Indications:
le premier redonne à un décalage près les termes de M, le second donne la somme

des puissances k-ièmes des n premiers nombres entiers).

4° ) Les matrices C et P se laissent facilement inverser de proche en pro-

che~ et l’on obtient ainsi des matrices C ~ et p-1 de même disposition trian-
gulaire respective.

Montrer que les termes de C-1 reproduisent au signe près, y ceux de C.

Montrer que les termes de p-1 donnent, y au signe près et à un décalage gé-
néral près, les sommes des produits k à k des n premiers nombres entiers.


