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DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE
A BASSE FRÉQUENCE PAR UN RÉSEAU

DE CYLINDRES DIÉLECTRIQUES
ÉTUDE NUMÉRIQUE (*)

par B. DUCOMET (*) et D. Ha. QUANG (2)

Communiqué par Cl BARDOS

Résumé — Nous proposons une formulation numérique correspondant à la modélisation
d'un réseau périodique de fils diélectriques placé au-dessus d'un plan conducteur, fondée sur la
résolution d'un problème de transmission Nous comparons les résultats numériques obtenus à
des mesures effectuées sur ce modèle, et nous étudions V influence des paramètres physiques et
géométriques sur la validité de diverses approximations physiques du même système

Abstract — Low frequency electromagnetic diffusion by a grating of dielectnc cylinders
numencal study The low-frequency electromagnetic scattenng by a grating of dielectnc
cylinders, is numencally investigated by a boundary intégral équation method We compare our
results to experiments, and we analyse the influence ofphysical and geometrical parameters upon
the validity range of s ever al approximate models

1. INTRODUCTION

II est bien connu que la mise en œuvre numérique des problèmes de
multidiffusion (acoustiques, électromagnétiques) est très lourde, c'est une
des raisons pour laquelle on s'intéresse depuis longtemps à des modèles
approchés, permettant de prendre en compte la multidiffusion sans avoir à
traiter explicitement tous les degrés de liberté du système, au moins dans
certains régimes de fonctionnement. Dans cet ordre d'idées, on peut citer
les conditions de transmissions artificielles [1], les conditions aux limites
absorbantes [3], et les théories de milieux effectifs [2],
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710 B DUCOMET, D HA QUANG

Malheureusement, le calcul du phénomène complet est en général hors de
portée (trop grand nombre d'inconnues), et rares sont les situations
physiques où l'on peut analyser complètement, sur un même modèle,
plusieurs niveaux d'approximation, pour comparer les simulations obtenues
à des résultats expérimentaux.

Nous proposons ici un cas très simple d'une telle situation, dans le cadre
électromagnétique bidimensionnel périodique, possédant un nombre re-
streint de degrés de liberté, où on voit apparaître des effets de multidiffu-
sion, à « moindre frais », et où on peut comparer plusieurs approximations
au calcul « exact », et à l'expérience.

Le plan suivi est le suivant : après une description du modèle (section 2),
nous présentons dans la section 3 les résultats du problème de transmission
qui est le problème « exact ». Dans la section 4, nous analysons le problème
de Robin (condition aux limites de type impédance), qui est une approxi-
mation du premier problème dès que le coefficient d'impédance est
convenablement identifié. Nous donnons ensuite (section 5) la méthode
numérique utilisée pour résoudre ces problèmes, ainsi que (section 6) deux
approximations classiquement utilisées (l'approximation « filaire » des cal-
culs d'antenne [4] et un calcul de couche homogène équivalente [2]). Nous
faisons enfin (section 7) une étude paramétrique de ces quatre modèles, et
nous les comparons à des cas mesurés.

2. MODÉLISATION PHYSIQUE

2,1. Description sommaire du système physique

Le système étudié, représenté sur la figure 1, est un réseau périodique de
cylindres diélectriques placé au-dessus d'un plan métallique, supposé
parfaitement conducteur.

-d

D

Figure 1. — Le réseau de cylindres diélectriques.
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DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 711

On considère la diffraction par ce réseau, d'une onde plane, polarisée
parallèlement aux génératrices des cylindres.

On note : d la période du réseau, h l'épaisseur du diélectrique,
a le rayon des fils (e0, Â O)» ^es caractéristiques physiques du vide
(s2, At2, cr2), les caractéristiques physiques des cylindres, À la longueur
d'onde incidente, et k0 le nombre d'onde associé. 0t est l'angle d'incidence
de l'onde plane, et on note a — k0 sin 0l et (3 = &0cos 0r

2*2. Equations du problème

Nous avons donné ailleurs une étude théorique de ce problème [5], [18],
et nous allons en rappeler les résultats nécessaires à la compréhension,
renvoyant à la référence précitée pour les détails et les preuves.

Dans toute le suite, on notera <f> le champ inconnu, et -q sera un
paramètre scalaire associé à ce champ, selon la polarisation choisie
(77 = ju,, dans le cas Trans verse Electrique (TE) ; 17 = s, dans le cas
Trans verse Magnétique (TM)).

L'équation satisfaite par <f> est alors l'équation de Helmholtz :

A<f>+kf<t>=0 (1)

où:

1. ICQ = (o2 s0 fjLQ, <o étant la pulsation du rayonnement incident,

2, ki = co2 el yLtj, dans les obstacles.
La condition sur l'interface inférieur M parfaitement conducteur se

traduit par :

1. dans le cas Transverse Electrique (TE) :

é U = 0 (2)

2. dans le cas Trans verse Magnétique (TM) :

Les conditions de transmission s'écrivent, en terme de <£, à l'interface
0 , 1 :

I * i a = 1° a (3)

I £ $

Les équations (1) (2) (3) définissent alors un problème bien posé, à
condition de leur adjoindre une condition de rayonnement à l'infini.

vol 26, n° 6, 1992



712 B. DUCOMET, D HA QUANG

Auparavant, rappelons l'expression des solutions élémentaires utilisées
dans la résolution.

2.3. Fonctions de Green périodiques adaptées au réseau

On note g, le point générique (x, z), et on considère la fonction de Green
G, solution dans le demi-espace z > — h, de l'équation :

(A€ + kl) G(f, n = - e-lax£ 8(x - x0 - nd)ô(z - z0) (4)
z

où C = C*o> *o)-
On considère Tune des deux conditions sur le plan conducteur inférieur :

1. en mode TE :

| , . _ * = 0 (5)

2. en mode TM :

^ O | , - - * = 0 (5')

où on a posé a = k0 sin 0t.
Le calcul de cette fonction de Green (relation (A3) de l'annexe) donne :

Sn(z,z0). (6)

On introduit, parallèlement à G, une fonction de Green interne
G1, correspondant au matériau de l'obstacle, solution du problème :

(A€ + kl) Gl(£, n = - e-la{x~Xo)^ô{x ~x0- nd) 8 (z - z0)
z

avec les mêmes conditions de rayonnement à l'infini. On notera, par
analogie, G0 la fonction de Green externe solution de (4).

Grâce à ces solutions élémentaires, le problème (1) (2) (2') (3) peut se
ramener à la résolution d'un système d'équations intégrales posé sur le bord
de l'obstacle situé dans la maille élémentaire.

3. LE PROBLÈME DE TRANSMISSION

On définit un certain nombre d'opérateurs intégraux agissant sur des
fonctions définies sur le bord de l'obstacle élémentaire.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 713

On rappelle les notations géométriques suivantes :
Le demi-espace physique :

* p = { ( x , z ) ; x e R , z > - /z } .

Le miroir :

M = {(x, - * ) ; * € R} .

Le réseau S, constitué de l'ensemble des-obstacles :

S = 12 +dZex,

où ex est le vecteur unitaire de x' x.

Le demi-espace physique externe :

Si on considère la cellule élémentaire : T = {(x, z ) ; 0 < x < d, z => - A } ,
on peut alors définir les quantités « locales » associées à cette cellule.

no = ëec\ T,

2h= {(x, -h);O^x^d} ,

La section de f20 à l'altitude f :

Le cornplénieiitdire « tronqué » de 120 à l'altitude

où on suppose que Ç ss max {z : (x, z) E /2j}. D
On peut chercher la solution quasi-périodique sous la forme du dévelop-

pement de Rayleigh-Bloch :

v o 2 H7T

où /?„ = _ + « .
Cette décomposition permet d'énoncer la condition de rayonnement dans

le cas 1-périodique, en terme de vn :

vol 26, n° 6, 1992



714 B DUCOMET, D HA QUANG

Condition ât (Alber) [13] :

1. Pour n e Z e t j S ^ k^ lorsque z -* + oo :

2. Pour « e Z e t j S ^ fc£ lorsque z -• + oo :

v „ = o ( - , . D

Cette condition nous permet de poser correctement le problème de
diffusion.

Il sera commode d'utiliser la notation suivante, pour la solution « libre » :

<f>1 = El -Er (7)

où El = el{ax + f*z) est l'onde plane incidente et Er = e-
2lfihel<ax-fiM) est

l'onde plane réfléchie, en l'absence du réseau.
On notera de même :

le champ diffracté par le réseau.
On considère alors le :

Problème ^ 0 : « Trouver les fonctions <f>d — <f>e — <f>*, <f>1 vérifiant :

(A + kçj) <f>d = 0 dans &e

(A +kl) <f>1 = 0 dans S

ainsi que :

1. les conditions de transmission (4) aux interfaces S,
2. la condition de miroir sur M,
3. la condition M d'Alber, à l'infini z > 0 . »

On introduit, d'après [13] [7] [12], des espaces fonctionnels adaptés au cas
quasi-périodique.

On considère l'ensemble des fonctions test quasi-périodiques :
C™(O) = {us C°°(/2), supp (u) compact en la variable z et
u(x + d, z) = eladu(x, z)} où O est un ouvert régulier de êp.

On notera alors H 1(12), la fermeture de C™(O), dans l'espace de
Sobolev H\n).

On peut alors donner un sens précis au développement de Rayleigh-Bloch
(9), en munissant H\(O0^) d'une norme appropriée (voir [7]).

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 715

On associe à Hl
a{£i), l'espace :

H\{O) = {u G H\(I2) ; Au e L2(f2)} .

Si on définit le prolongement quasi-périodique de u e Lioc(I20) par
u(a\ tel que :

Alors, on dira que u appartient à l'espace de Sobolev « quasi-périodique »
# i « ( / î ) , si «6 Hl

a{n)DH\{a) et si « w € ^ l o c ( ^ ) .
On introduit enfin, en suivant [12], les espaces fonctionnels « extérieur »

et « intérieur » suivants :

4>h -

(i20) : (21 + kl) <j> = 0 ;

= o)cTE)(resp. (TM)) ;

4> satisfaisant la condition M à l'infini}

J^!= {teHl.iaO: (A + kî)4> =0} .

Ces espaces permettent de résoudre le problème dans la cellule élémentaire.
Avec ces définitions, le problème ^ 0 se reformule comme suit :

Problème & : Trouver <f>$e j£?°, <j>2 e & \ vérifiant, à travers l'interface
F, les conditions de transmission TS :

3.1. Unicité de la solution de @>

On fera dans la suite les hypothèses physiques raisonnables suivantes :

1. les parties réelles des nombres e} et JJLJ sont positives
2. 3ms0 et 3m|x0 sont nulles
On rappelle [5] la :

PROPOSITION 1 : Si les constantes AM et su vérifient la condition suivante :

( — ) - —3m ( — ) - — 3m (e^ ^ 0 ,
V M / A

vol 26, n° 6, 1992



716 B. DUCOMET, D HA QUANG

où kN est la première valeur propre non nulle du problème de Neumann
associé au Laplacien dans L2{£2{) alors le problème homogène 0> admet la
seule solution triviale.

3.2. Formule de représentation et potentiels de surface

On introduit les potentiels définis sur le bord F = 8/2l9 pour tout
i par: Vf e f2ai a = 0, 1 :

9 f r°rt- - 2 J r G ( f ,

-.= -2

On a alors [5] le résultat de représentation suivant :

LEMME 2 : 1. V0O e &° et V£ e /2°, on a :

(8)

2. y^tG ^ l et ^fi e Ü^ on a :

où v — <j> j i p et ij/ =

Les équations (15) et (16) expriment les champs <j>3 en tout point de
f20 U f219 en fonction de leur valeur et de celle de leur dérivée normale, à
F interface F.

Pour trouver ces fonctions inconnues, on se ramène à un système
d'équations intégrales, valable que le bord F soit régulier ou polygonal.
Pour cela, on introduit d'abord les potentiels de simple et double couche,
ainsi que leurs dérivées, relatifs à F :

Pour tout <f> e C^iF), tout g e F9 et a = 0, 1 :

f
: —2 I Ga(g, I") <f> (f ) dF(£) (10)

Jr
» - 2 ^ ~ (£, O4>(OdF(() (11)

J r dns

K'a $(£)••= - 2 ^ - ( £ , £)<f>U)drU) (12)

Da </>(£)- -—Kûa<f>(i) . (13)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 717

On définit les opérateurs matriciels relatifs à l'interface F :

( — K V \a a \ , pour a = 0, 1 . (14) •
Da Ka I

On montre alors [5] le :

THÉORÈME 3 : Soit (v, ^) e Hm(F) x H'V2(F). Les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

1. 3u e £é? a tel que v et $ sont les valeurs au bord de u sur F.

2. (1 - ( - l ) a j / J (V ) - 0 .

3. 3(g, h) e Hm(F) x H-y2(F) tel que :

<2W les <êa = 1/2(1 + ( - l ) a j t f a) , Û = 0, 1, sonf /e5 opérateurs de Calderon
correspondant à l'interface F. •

Ce résultat permet d'écrire le système d'équations intégrales cherché,
sous la forme: «Trouver (t?0, ̂ 0) et (^x, ^j), valeurs au bord sur
F respectives dans J£? ° et JS?1, satisfaisant le système :

où M est la matrice de transmission ;

1 °
0 ^

et où fj et ^; sont les valeurs du champ libre <j>l et de sa dérivée normale sur
F».

Pour simplifier l'écriture du système, on utilise le résultat suivant
concernant les valeurs « au bord » vl et if/1 du champ libre <f>l.

LEMME 4 : On a la relation :

vol. 26, n° 6, 1992



718 B. DUCOMET, D. HA QUANG

L'élimination de deux des quatre inconnues dans les relations (15) (16)
(17) (18) conduit alors au système d'équations intégrales de Fredholm de
première espèce :

Trouver (v, tf/) solution de :

( ; ) ( • • )
où:

Explicitement :

+ Vo

- 1/2
2i

On vérifie alors l'équivalence des deux systèmes (15) (16) (17), d'une
part, et (19) d'autre part.

Rappelons pour terminer le résultat d'existence et d'unicité :

THÉORÈME 5 : Sous la condition d'unicité de la proposition 2, l'équation
ffîu = v a une unique solution, et siv e Hs x Hs ~ l, il en est de même pour u.

Avant de passer à la résolution numérique du système (19), nous allons
rappeler la définition du coefficient de réflexion du réseau.

3.3. Comportement asymptotique et coefficient de réflexion

Le comportement asymptotique, en champ lointain, du système est donné
par la :

PROPOSITION 6 : // existe, pour £ d < 2 TT, un nombre complexe
unique appelé coefficient de réflexion du système périodique (/20, O{)> tel
que le champ total <f>Q vérifie la condition asymptotique suivante :

lim
Z Q - . + 0O

où g = (x0, z0), E' et Er sont les champs libres définis dans la section 3.
On a de plus, la formule de représentation :

f
Jr

(20)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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où (u°, if/°) est la solution du problème &', et :

où Ro(k) = e~ 2 l^h est le coefficient de réflexion du plan conducteur supposé
seul D

Les propriétés de scattenng du système périodique sont ainsi complète-
ment caractérisées par un seul coefficient, qui joue le rôle d'amplitude de
diffusion.

C'est ce coefficient qui est l'« observable » physique, et c'est lui que nous
comparerons aux mesures.

Auparavant, nous allons donner la formulation du problème de Robin
extérieur pour ce même système, qui jouera le rôle d'approximation du
problème de transmission, lorsque les cylindres auront une section assez
« petite ».

4. PROBLÈME DE ROBIN EXTÉRIEUR

On remplace la condition de transmission, par la condition d'impédance
dite « de Robin », sur le bord F :

où A G C , et où <f> est le champ total : </> = <f> 0 + <f>l.

On considère le :

Problème S.
«Trouver <f>0 e S£u, vérifiant la condition d'impédance (36) sur Ĵ  ».

4.1. Résolution du problème

On a la condition d'unicité :

PROPOSITION 7 : Si les paramètres complexes A et Jc0 vérifient l'inégalité :

Im (A ) _ 1

où ÀN est la constante de la proposition \, le problème homogène
& admet la seule solution triviale.

vol. 26, n° 6, 1992



720 B DUCOMET, D HA QUANG

D'après les lemmes 2 et 3, et en notant <f> = <£0 + #'> *A = *A°+ *l*\
u = u0 4- v\ les quantités relatives au champ total, on obtient l'équation
intégrale en v :

On notera X - H' 1/2(F) et <5» = - 7sT - A V
D'après les propriétés des potentiels K et Vy on obtient alors le résultat

suivant :

THÉORÈME 8 :

1. Sous l'hypothèse d'unicité de la proposition 2, l'opérateur ($ - I )" l

est un opérateur de S£ (X, X) V équation (37) a donc une solution unique
2. £/Î notant &(\) la dépendance de $ en A, on voit que &(A) est

compact dans X, pour tout A e A, A étant une bande complexe
| Im(À) |s£K, d'épaisseur K assez petite @(\) est donc borné et
holomorphe, comme fonction de A dans ££ (X, X) et le problème de Robin a
bien, pour A e A, une solution unique

4.2. Comportement asymptotique et coefficient de réflexion

Le comportement asymptotique, en champ lointain, du système est donné
par [5] •

PROPOSITION 9 * II existe, pour kd<2 TT, un nombre complexe â$'(k)
unique, appelé coefficient de réflexion du système périodique (/20, A), tel que
le champ total </> vérifie la condition asymptotique suivant

hm (<f>(O-El(ï)+<%'(k) . £ ' ( £ ) ) = 0

où £ = (x0, z0), El et Er sont les champs libres définis dans la section 3.
On a de plus la formule de représentation

(21)

où v° est la solution du problème 2£\ et

oùR0(k) = e~2 l^h est le coefficient de réflexion du plan conducteur supposé
seul
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Reste à identifier le coefficient À, ce qui permettra d'obtenir une
approximation du problème de transmission.

4.3. Identification du coëfficiënt d'impédance

Nous allons rappeler brièvement les résultats du problème classique de la
diffraction [16] d'une onde plane <f>l(r, 0) — e °rcos , par un cylindre
circulaire diélectrique avec condition de transmission ou d'impédance au
bord, après quoi: nous identifierons le coefficient dJimpédance équivalent.

Condidérons la diffraction de l'onde plane <f>1 par un cylindre homogène
Mi

de rayon b et de caractéristiques ex et /ULV On note £ — — le coefficient de
Mo

transmission, et kx — <o (e1 yu^)1'2 le nombre d'onde interne.
Alors le champ diffracté au point (r, 6) extérieur au cylindre [17] est :

* ' ( r . 6)= £
meZ

où :

On a des expressions équivalentes pour le problème de Robin de paramètre
d'impédance A. Le champ diffracté au point (r, 0) extérieur au cylindre
(voir [17]) est dans ce cas :

meZ

où:

\Jm(kob) + k0J^(kob)

Le problème est alors le suivant : peut-on trouver À tel qu'on ait égalité des
amplitudes de diffusion dans les deux problèmes précédents ?

Il est clair que la situation physiquement raisonnable est celle où
k0 et kx sont petits devant 1. Dans ce cas, on peut se limiter, dans (9) et (9'),

aux termes m = - 1, 0, 1. En rétrodiffusion vers l'arrière ( 0 = ̂ - \, seul

le terme m — 0 contribue, et la relation cherchée est :

b0 - Bo .

vol. 26, n° 6, 1992



722 B DUCOMET, D HA QUANG

D'où la valeur du coefficient d'impédance « phénoménologique » A :

( 2 2 )

On retrouve ainsi une formule utilisée par Wait [6],
Nous sommes maintenant en mesure de donner les formulations numéri-

ques des problèmes précédents.

5. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE

5.1. Résolution du problème de transmission

Pour résoudre (19), nous allons d'abord discrétiser le bord F de l'obstacle
élémentaire.

5.1.1. Discrétisation géométrique

Dans l'équation (19), le second membre est une donnée du problème. On

a vt = <f> l\ et *[tl = — <f> l\ où <f>l est donné par (7).
1 dft 1

Nous nous limitons, pour simplifier, au cas de cylindres de section
circulaire. Le bord F du cylindre élémentaire est alors défini par :

F = {€ = {x{0\ z(8));x(0) = x + a cos 0, z(6) = z + a sin (9),

où (x, z) est le centre du cercle.
La dérivée normale au point £ e F est :

— cos 6 v sin 0 — .
driç dx dz

On considère une discrétisation régulière de F :

où Fk = ((x, z) G F ; 0k ^ 0 < 0k+1) pour k = 0, 1 ... N - 1, et où

$k = ko, avec 3 = — - , avec la convention 0N = 9Q.

On appellera Çk le point de discrétisation générique de F, et on considère
le réseau des gk :

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelhng and Numencal Analysis



DIFFUSION ÉLECTROMAGNÉTIQUE 723

5.1.2. Approximation du système

On choisit pour v, la valeur au bord du champ, une approximation
d'ordre zéro sur chaque Fk :

v(€) = vk p o u r 0k^ 0 < 0
k+i

On choisit également pour if/, la dérivée normale du champ, une
approximation constante par morceau sur chaque Fk :

$ i(rh= *l*k P o u r 0k^ 8

On écrit, en tout point £ de S(N):

On obtient ainsi, compte tenu des relations (23), un système linéaire de
2N équations à 2 TV inconnues. Il faut maintenant examiner plus précisé-
ment le calcul des opérateurs intégraux singuliers (relations (10)-(13)) [8],
[9].

5.1.3. Calcul des opérateurs singuliers

On utilise une version différente des fonctions de Green, obtenue à partir
de celle de l'annexe par transformée de Poisson, faisant intervenir naturelle-
ment (voir l'annexe) les fonctions de Hankel H2, pour p = 0, 1 ,2:

m e Z

où Am = z±e-
ma>\ m>m = H&k, rm\ #>J

m = Hfckj sm) et où les distances

rm et sm sont données par :

rm= «x-x0~md)2+(z-z0)
2)m

sm = ((X-xQ-mdf+ {2h + z + zQf)m.

a a a2

Si P symbolise l'un des opérateurs 3, , , , on a alors
bnç dnç ànç dn€

formellement :

II s'agit de calculer les quantités P$}
m et P^J

m, ainsi que les intégrales
singulières correspondantes [10].
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On vérifie les expressions suivantes, pour les dérivées :

o ù :
drm (JC — x0 — md ) cos 6 + (z - z0) sin 6

ou :
drm (x - x0 - md ) cos 00 + (z - z0) sin 6>0

o ù :

32rm cos (0 —

bns Bn€ rm rm dn^ dn€

On a le même type d'expressions pour les dérivées de ff\n

g 3 ^

o ù :

dsm (x — x0 - md ) cos 0 + (2 h + z + z0) sin

f m

o ù :

B^m (x — x0 — md ) cos 0O - (2 /z + z + z0) sin 0O

a2

3 J 1 ^^m ^^m
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o ù :

B2sm cos (g + fl0) 1 dsm dsm

Passons au calcul des intégrales singulières.
Il s'agit des intégrales correspondant aux opérateurs V p Kp K'r

Dp définis plus haut.
Avec l'approximation d'ordre zéro, et la discrétisation du bord fi

choisies, on obtient les versions discrétisées des opérateurs, qu'on désignera
par la même lettre, pour simplifier les notations.

Pour 0 *= p ^ N - 1 :

* = o Jrk

;<f>up)-.= - 2 N £ * k f | ^ « p .

Pour l'opérateur Z);, un traitement en valeur principale [11] est nécessaire,

à cause de la singularité non intégrable du noyau .
8# dit

On va décomposer PQ en parties singulière et régulière :

PG| i n g .

Où on note :

et :

On va évaluer les intégrales correspondantes, dans les quatre cas
d2

a) Calcul de VJ. On décompose :

y = vreg + Vsmg
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où:

et :

B. DUCOMET, D HA QUANG

f

f*** Ut) - - 2 Y *k f Cs
* = o Jrk

Le calcul de V;
reg ^(ip) se fait par intégration numérique, l'intégrand étant

régulier.
Pour Vjmg if/(gp), un traitement analytique est nécessaire, à cause de la

divergence logarithmique.
On a explicitement :

Hl(k}Pp{d))de

où :

= 2asin

pour öj. = . En notant :
AT

PJ6))de

Seules seront singulières les contributions correspondant à £ = p et
£ = /? — 1. Sur ces deux intervalles, on sépare Hl(k} pp(0)) en saipartie
logarithmiquement divergente et un reste régulier.

P) Calcul de K3. On décompose de la même façon :

o ù :

N-i r

*= - 2 ^ vk\

e t : - 2 j ; vk\ —O?*tf
k = v Jrk

 mç
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Le calcul de Kjtgv(gp) se fait toujours par intégration numérique, l'inté-
grand étant régulier.

Pour KJmgv((p\ on écrit explicitement :

En notant :

on écrit :

On remarque que les contributions correspondant à £ = p et £ = p — 1 ne
sont pas singulières. Numériquement, sur ces deux intervalles, on traite

kjPp(O) ?

globalement le produit ~ Hf(kj PP(Ô)) par un développement appro-

prié.
y) Calcul de KrJ. On décompose :

K; =

ou :

:= - 2
Jrk *n€

et :

9GLjv- i r 9Q/
~ -2 y $k\ — ^

k = 0 Jrk
 ànt

On vérifie qu'à cause de la symétrie n^ n^ les calculs concernant
K et K' sont identiques. On a donc directement :

on écrit donc :
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<5) Calcul de DJ. On a besoin ici d'une décomposition plus fine

où

et :

•>ƒ,

_ J l _ (Gsing

L
où G, = - ^— log | C - £ | est la singularité logarithmique de G'.

6 2 7T

La version discrétisée est, pour la partie régulière :

Pour la partie singulière, on sépare en deux termes

où:
i

et :

Les calculs de DJ&ëv(gp) et de D^fv(ip) se font tous deux par
intégration numérique.

Pour le terme Dfjfv(gp\ correspondant à la valeur principale, un calcul
explicite donne :

r - ' 4 va2 i_ c o s {e _6p)
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Ce qui donne pour l'intégrale :

Djmlv(£p) = —— Y (vk~v
P) k + l —dB

soit :

5.2. Résolution numérique du problème de Robin

On note toujours £k le point de discrétisation générique de J\ et on
considère le réseau des gk :

3<N)= (€k;k = 0...N - 1 ) .

On prend encore pour v, la valeur au bord du champ, une approximation
d'ordre zéro sur chaque Fk :

= vk pour 0k ^ e < 6k+l

On écrit, en tout point i de S{N):

On obtient ainsi un système linéaire de N équations à JV inconnues. Le
calcul des opérateurs intégraux singuliers s'effectue alors de la même façon
que pour le problème de transmission.

Lorsque le coefficient d'impédance A est calculé par la formule (22), on
doit vérifier que la solution du problème de Robin est une approximation du
problème de transmission.

6. DEUX APPROXIMATIONS CLASSIQUES

6.1. Approximation filaire

L'approximation filaire consiste à postuler la forme suivante de la densité
de courant :

j(x9 z) = -eiaxl £ ô(x~xo-nd)Ô(z~zo)
neZ
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où / est l'amplitude (supposée constante) du courant électrique qui circule
dans les fils.

Pour déterminer le paramètre inconnu I, on est ramené à un problème de
rayonnement par une antenne « filaire » [4].

En polarisation TE, si on suppose les fils très fins, le champ à l'intérieur
d'un fil est relié à l'impédance interne z du fil par

Le courant / se calcule alors en écrivant que la moyenne du champ sur le
périmètre F du fil Q vaut z/ :

K, z ) dF — il .

Le seul paramètre libre du problème est l'impédance z, qui est reliée
simplement [18] au coefficient d'impédance A, par la formule :

1/2 x J0(k,a)
z =

où /„ est la fonction de Bes sel d'ordre w.
Cette approximation filaire revient donc à faire l'hypothèse que le champ

est constant sur le bord des cylindres. Il s'agit donc d'une approximation du
problème de Robin.

6.2. Approximation de la couche équivalente

C'est une approximation de type milieu effectif [2], qui consiste à
supposer que le système de fils est équivalent à une couche continue
d'épaisseur 2 a, située à la même distance de la plaque conductrice, et dont
les caractéristiques s et /l sont les moyennes de celles des fils, et du substrat
(ici le vide), pondérées par les aires.

On obtient les valeurs homogènes équivalentes :

.ira0'!
s = £°-l2dl7 e t / x = M o '

7. COMPARAISON THÉORIE-EXPÉRIENCE

7.1. Description des cas mesurés et des cas simulés

Pour tester le modèle, nous avons utilisé les résultats de mesures réalisées
au C.E.A.-C.E.S.T.A. (Centre d'Études Scientifiques et Techniques
d'Aquitaine).
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II s'agit de deux réseaux de fils, notés A et B, placés au-dessus d'une
plaque métallique, dont les caractéristiques sont les suivantes :

1. Réseau A
— Conductivité mesurée : 33,5 d~l ni"1

— Espacement entre fils : 5.10~3 m
— Hauteur (fils-plaque) : 5.10"3 m, 7,7.10~3 m, 10~2 m
— Diamètre des fils : 0,437.10~3 m.

2. Réseau B
— Conductivité mesurée : 5,02.102 H"1 m"1

— Espacement entre fils : 5.10~3 m
— Hauteur (fils-plaque) : 5.10~3 m, 7,7.10"3 m, 10~2 m
— Diamètre des fils : 0,437.10~3 m.
On conviendra aussi d'appeler C et D les deux réseaux simulés suivant :

3. Réseau C
— Conductivité : 100 ft"1 m"1

— Espacement entre fils : 5.10~3 m
— Hauteur (fils-plaque) : 10~3 m
— Diamètre des fils : O,8.1O"3 m, l,6.10"3 m, 2,0.10~3 m.

4. Réseau D
— Conductivité : 100 Qrl m^1

— Espacement entre fils : 3.10~3 m, 2.10"3 m, l,8.10"3 m
— Hauteur (fils-plaque) : 10~3 m
— Diamètre des fils : 0,437.10~3 m.

7.2, Analyse des résultats

Les résultais se présentent sous forme de courbes donnant le module du
coefficient de réflexion (en décibels), en fonction de la fréquence incidente
(en gigahertz).

7.2.1. Comparaisons avec les mesures

II s'agit des deux séries de courbes 2a à 2c et 3a à 3c, correspondant aux
réseaux A et B définis ci-dessus. On constate un bon accord théorie-
expérience pour les deux cas de conductivité des deux réseaux A et B,
compte tenu des incertitudes expérimentales sur l'évaluation des paramètres
géométriques et physiques (rayon des fils, distance fils-plaque, période du
réseau, conductivité des fils) et sur le traitement des données (problèmes de
« planéité » des fronts d'onde, effets de taille finie du réseau...). On observe
ainsi un petit glissement de la fréquence de résonance, dû à ces incertitudes.
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Gnz

0 0

ia
3 00 9 00

Ghz l'T

Fig. 2. Fig. 3.

Figure 2. — Réseau Â, pour ies trois ecartements fils-plaque (h - 5,0 10 ~3 m, 7,5 10 ~3 m,
10"3 m). (O Couche équivalente, A Modèle filaire, * Impédance, — Transmission).

Figure 3. — Réseau B, pour les trois ecartements fils-plaque (A = 5,0 10" 3 m, 7,5 10"3 m,
10"3 m). (O Couche équivalente, A Modèle filaire, * Impédance, — Transmission).

7.2.2. Étude paramétrique et discrimination des modèles

Pour examiner les domaines de validité des modèles présentés ci-dessus,
on a choisi de faire varier, deux paramètres géométriques significatifs : la
période d du réseau, et le rayon a des fils (réseaux C et D).

On constate que pour les petits rayons a, et les petites valeurs de la
période d (courbes Aa et 5a), le comportement global du coefficient de
réflexion est respecté par le modèle de couche équivalente, mais que pour
des valeurs encore relativement faibles de ces paramètres (courbes 4b et
5b), les détails de structure ne sont pas reproduits.

Lorsque a augmente, les trois autres modèles donnent des résultats
comparables, jusqu'à un rayon limite (courbe 4b), où le modèle filaire
« décroche », jusqu'à donner des résultats non physiques ( \R | > 1, pour la
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0 00 -,

- 5 0 0 -

XJ

-10 00 -

-15 00
1 00 5 00 9 00

Ghz
13 00 17 00

(a)

- 2 00 -

m

- 4 00 -

1 00 5 00 9 00
Ghz

13 00 17 00
00

1 00 -

3-100

- 3 00

i 00 5 00 9 00
Ghz

13 00 17 00
(c)

Figure 4. — Réseau C, pour les trois valeurs du diamètre (a - 0,8 10 3 m, 1,6 10 3 m,
2.0 10"3 m). (O Couche équivalente, A Modèle fiiaire, * Impédance, —Transmission).
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0 00 -.

m
"O

-1 o oo -

- 1 5 00
1 00 5 00 9 00 13 00

Ghz
17 00

(fl)

0 00 -,

- 5 00 -

T3

-10 00 -

-15 00
1 00 5 00 '960'

Ghz
13 00 17 00

0 00-1

m

-1000 -

-1500
1 00 5 00 9 00

Ghz
13 00 17 00

FigureS. — Réseau D, pour les trois valeurs de la période ( t f=3 ,010~ 3 m, 2,0 10 "3 m,
1,8 10"3 m). (O Couche équivalente, A Modèle filaire, * Impédance, —Transmission).
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courbe 4c). Les deux modèles les plus précis, quant à eux, donnent des
résultats très comparables sur tout le domaine de variation des paramètres.

8. COMMENTAIRES ET CONCLUSION

Après avoir comparé trois approximations « emboîtées » pour le système
périodique de cylindres diélectriques décrit plus haut, on a constaté que le
paramètre « rayon » des fils, directement relié à la dilution, était le
paramètre essentiel du problèrne. Il apparaît aussi que des conditions aux
limites de type impédance (problème de Robin) constituent une bonne
approximation du problème de transmission.

Numériquement, l'avantage est double : tout d'abord, on divise par deux
le nombre de degrés de liberté (les matrices à inverser sont pleines,
complexes, et non symétriques), ensuite le traitement du problème de
Robin nécessite seulement le calcul d'opérateurs de simple et double couche
(faiblement singuliers à deux dimensions), sans avoir à évaluer, en valeur
principale, la dérivée normale de l'opérateur double couche, calcul rendu
encore plus délicat à cause des séries de Fourier lentement convergentes,
qui définissent les fonctions de Green.
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ANNEXE

Calcul et propriétés de la fonction de Green périodique

Les sources ponctuelles sont situées aux points £ + (d, 0) Z, où
£ = (x0, z0).

La fonction de Green considérée est la solution « sortante » de l'équa-
tion :

(A€ + k2) G(f, n = -e~ la{x~Xo) Y4S(x-x0-nd)Ô(z- z0) (Al)

où f = (x, z), a — £osin 0n et où on suppose remplie la condition de
conducteur parfait à l'interface « miroir » z = - h.
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La périodicité permet, avec les arguments standard, de développer
, C) en série de Fourier :

n-e-'a(x-x")Yte^wn(x). (A2)
z

On pose :

Alors, pour - h =s z :

H = 6
 2id £ e m7r d 5«(z 'zo) (A3)

o ù :

Sn(z, z0) = — (e'l7n | z " Z o 1 - e - ' ^ ^ ' + 'o)) ( T E ) ( A 4 )

y n

Sn{z, z0) = i - ( e " r " |z"Zo1 + e->v»V + * + '°->) (TM) . (A4')

Numériquement, il sera utile de faire une décomposition de G, en parties
régulière et singulière :

LEMME 1 : On a la décomposition :

G = G reg + Gsing

où:

- ia(x-xQ)

G™Ht,n= O J 50(z, zo) +

, Ir.

2 I 7T
(A5)

Aiir

~~ Z~Z" (A6)
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De plus, lorsque \ £ — Ç | ~ 0 :

Gsiag(£, D ~ - ~ Log K - <T I • (A7)

L'autre régime asymptotique est décrit par le :

LEMME 2: Si W < 2 T T , il existe quatre constantes positives R, C,
Ch et C2, telles que :

1. pour |f - f | >/J :

e
-ta(x~x0) c zo (A8)S0(z, z0) « d

2 /ia nllJC Ff /* £Z 1~* *. We piHbj j( £, t J .

= C 2 e rf . (A9)

LEMME 3 : On a lf expression équivalente suivante pour la fonction de
Green :

5"m) (A10)
meZ

• e'""">", ai = Hl{k3 rm), 9"m = H^k, sm) et où les distances
—T

rm et sm sont données par :

rm= ((x-xo-rnd)2+ (z - zo)
2)m

sm = ((X-XQ-mdf+ (2 h + z + zo)
2)1/2 .

On reconnaît évidemment la somme des fonctions de Green correspon-
dant à chacun des points du réseau accompagné de son symétrique par
rapport au plan conducteur, et on vérifie [14] que les deux expressions se
déduisent l'une de l'autre par une transformation de Poisson.
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