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MATHëMATICALMOOEUJNGAHOHUMERfCAL ANALYSES
MODÉUSATION MATHÉMATIQUE ET ANALYSS NUMÉRIQUE

(Vol 25, n° 3, 1991, p 307 à 335)

FAMILLES DE BRANCHES DE BIFURCATIONS
DANS LES ÉQUATIONS DE GINZBURG-LANDAU (*)

Catherine BOLLEY (l)

Communique par R TEMAM

Résumé — Les équations de Ginzburg-Landau déterminent les différents états d'un matériau
supraconducteur soumis à un champ magnétique extérieur L'état normal du matériau, c'est-à-
dire l'état non supraconducteur, est associé a une infinité de solutions triviales de ces équations,
tandis que l'état supraconducteur est caractérisé par une solution non triviale de ce problème
L'étude qui suit montre qu'il existe une infinité de courbes de solutions non triviales des équations
de Ginzburg-Landau , ces courbes sont issues d'une famille de solutions caractérisée par un
problème de bifurcation sur 0$

Abstract — Ginzburg-Landau équations estabhsh the different states of a superconducting
matenal, the normal state and the super conducting state, when the sample is submitted to an
external magnetic field The normal state is associated with an infinité number of trivial solutions
of these équations, while the super conducting state is given by a non trivial solution of the
problem

This paper shows us that there exist an infinité number of non trivial solutions curves of
Ginzburg-Landau équations These curves are branching upon a set of particular solutions The
bifurcating points are charactenzed by a second bifurcation problem

I. MODÉLISATION DU PROBLÈME

1.1. La théorie de Ginzburg-Landau

Ginzburg et Landau ont développé une théorie de la supraconductivité en
se référant à celle de la transition de phase du second ordre. Leur théorie
s'applique à des supraconducteurs de type 1 lorsque la température est
inférieure, mais voisine, à la température critique de supraconductivité.

Ils ont introduit une pseudo-fonction d'onde ^ comme paramètre d'ordre
de l'état supraconducteur. La théorie repose sur les hypothèses suivantes :

(*) Reçu en décembre 1989, révisé en mai 1990
(*) École Nationale Supérieure de Mécanique, 1, rue de la Noe, 44072 Nantes Cedex
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308 C. BOLLEY

— ^ , supposée complexe, caractérise l'état supraconducteur du maté-
riau ; ^ est nulle à l'état normal,

— la fonction d'onde est petite et varie lentement dans l'espace ; et la
différence d'énergie libre de Gibbs entre un état normal et un état
supraconducteur d'uni;matériau placé dans un champ magnétique extérieur
statique He3 s'écrit :

(1.1) AG=

où :
— e est la charge d'un électron,
— m la masse d'un électron,
— |x0 H

2/2 : l'énergie magnétique dans le supraconducteur,
— ty est normalisée : | ̂  | 2 est égale à la densité locale de superélectrons,
— A est le vecteur potentiel du champ magnétique H intérieur au

matériau ; nous avons :

(1.2) rot ,4 = |x0 ƒ/

— P est une constante pour un matériau donné tandis que a dépend de la
température.

La différence d'énergie libre AG est nulle à l'état normal.
Cf. : V. L. Ginzburg [8], B. Dugnoille [7], J. Blot [1], Y. Pellan [13].

Lorsque l'échantillon est un film supraconducteur d'épaisseur d, placé

dans un champ magnétique He parallèle à la surface, on choisit un système

d'axes tel que Oz soit parallèle au champ magnétique extérieur He :

He = (0, 0, He) .

Le champ magnétique intérieur H, inconnue du problème, a pour
direction celle de He car la surface du matériau est plane et le milieu
homogène. Par conséquent :

H = (0, 0,H(x)) -d/2^x^ d/2

et le vecteur Â, vecteur potentiel du champ H, peut être choisi tel que :

(1.3) \A = (0,A,0)
[avec A = A (x) fonction de x seulement

-djl^x^ d/2 .
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BIFURCATIONS DANS LES ÉQUATIONS DE GINZBURG-LANDAU 309

Un autre choix possible aurait été :

A = (A, 0, 0 ) avec A = A (y)

ou toute combinaison linéaire de ces deux solutions.
Nous cherchons les différents états du film en fonction de son épaisseur et

du champ magnétique extérieur He9 et en particulier les états stables, c'est-
à-dire ceux qui minimisent la différence d'énergie AG. Le problème
mathématique semble ouvert ; comme dans B. Dugnoille [7], J. Blot [1], Y.
Pellan [13], nous nous limiterons à chercher la fonction d'onde W sous la
forme particulière suivante :

(1.4) ^(x, y, z) = "fyof(x) el iyel 2Z où A: 1 e t^ 2
G ^

et où \\fQ est une constante de normalisation égale à ty lorsque H est nul.
Si X est la profondeur de pénétration de Ginzburg-Landau et £ la longueur

caractéristique du supraconducteur, posons :

d , . -> mB
a = - ouX 4 e 2 | a | | x 0

h2 X chkx

£ = + ^ :—r ; K = - ; x 0 = —— ; h = (x
2 m | ex | ç 2 e

(X, £ et K sont des grandeurs caractéristiques du matériau, fonctions
seulement de la température, X est choisie comme unité de longueur ; a est
répaisseur du film dans les nouvelles unités).

2 cEn effectuant un changement de fonction de A en . A, AG
^/2m\oi\

s'écrit :

(1.5) AG = c

H—- k\ ƒ 2 4- (A — x0)2 ƒ 2 4- (Af — h )2] dx

où c0 est une constante positive.
La jauge A peut n'être déterminée qu'à une constante additive près. Nous

pouvons donc translater A en A — x0 ; cette translation correspond à un
choix de A qui fait de la fonction d'onde ty une fonction indépendante de y,
elle permet d'éliminer XQ dans le problème qui suit.

DÉFINITION 1.1: Une solution du problème donné sera un triplet
(f, A,k2)e H2(- a/2, a/2) x H2(- a/2, a/2) x IR qui réalise un extremum
de AG. Nous noterons (&Q) ce problème. Ce sera une solution stable si
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310 C BOLLEY

(ƒ, A, k 2) minimise AG, une solution metastable si c'est un minimum local et
non global de AG, et une solution instable sinon.

Pour obtenir les extrema de AG, nous sommes amenés à écrire les
équations d'Euler appelées ici équations de Ginzburg-Landau. Ces équa-
tions s'obtiennent par dérivation de AG par rapport à ƒ, A et k2, soit :

(16) f - / " + K 2 ( - / + / 3 + ^ V ) = 0 dans ]-a/2,a/2[
l / ' (±f l /2)=0, f e H\-a/2, a/2)

-A"+f2A=0 dans ]-a/2,a/2[l-A"
{Af(±7)
{Af(a/2) = h, A e H \-a/2, a/2)et

(1.8) k2 = 0.

La condition aux limites de (1.6) signifie qu'il n'y a pas de courant à
traverser la surface séparant le supraconducteur du milieu extérieur, et celle
de (1.7) signifie que, dans les nouvelles unités, le champ magnétique
intérieur est égal, au bord du film, au champ magnétique extérieur
appliqué.

Les paramètres a et h peuvent être introduits dans les équations en ƒ et A
et non plus dans les conditions limites, en faisant le changement de variable
x en x/a puis le changement de fonction A en A/ah.

Nous avons alors immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2 : Étant donnés K, a et h, une condition nécessaire pour
que ( / , A, k2) soit une solution de (&G) est que les équations (1.8), (1.9) et
(1.10) suivantes soient vérifiées :

(1.8) k2 = 0

(19) \-f" + a2*2(-f+f3+a2h2A2f)=0 dans ] - 1/2, l/2[
l

( 1 1 0 ) \-A + a2f2A=0 dans ] - 1/2, l/2[
U ' ( ± 1/2) - 1 A e H\- 1/2, 1/2) .

Nous appellerons (0>fA) le problème (1.9), (1.10).
Avec les changements de variables et de fonctions précédents et, en

posant I = ]— 1/2, 1/2[5 la différence d'énergie libre de Gibbs s'écrit :

(1.11) f

+ a1 h2 A1 f2 + h\A' - l)2) dx .
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1.2. Les paramètres du problème

Nous ferons par la suite la distinction entre trois types de paramètres :
— Le paramètre K, appelé paramètre de Ginzburg-Landau sera fixé dans

toute l'étude. Il caractérise le supraconducteur.
— le paramètre a (épaisseur du film) est un paramètre « gouvernant » :

nous étudierons l'existence de solutions non triviales de (&/A) en fonction
de a, a variant dans l'intervalle ]0, + oo [.

— Le champ magnétique extérieur h est tantôt un paramètre, tantôt une
inconnue. Pour une valeur de a donnée, a supérieur à une valeur critique
aci il existe une valeur Hsc de h telle que pour h inférieur à Hsc le matériau
soit toujours à l'état supra et il existe une valeur Hsh de h telle que pour h
supérieur à Hsh le matériau soit toujours à l'état normal. Pour h compris
entre Hsc et Hshi le matériau peut être à l'état normal ou à l'état supra, l'un
de ces états étant stable et l'autre métastable.

Hsc est le champ critique de supercooling ou champ de retard à la
condensation ; Hsh est le champ de super-heating ou champ de surchauffe.

h apparaît donc comme un paramètre indépendant de a dans la recherche
des couples (f,A) solutions de (1.9), (1.10) mais c'est une inconnue,
fonction du paramètre a dans la recherche des valeurs critiques Hsc et
Hsh.

L'étude du champ critique Hsc est faite dans C. Bolley [3].

IL SOLUTIONS TRIVIALES SINGULIÈRES DU PROBLÈME (&tA)

2.1. Définitions

Rappelons le problème (0*fA) : étant donnés K, Û > 0 et ü > 0 , on
cherche ƒ et A tels que

(2.1)
-f" + a2K2(-l+f2+azh2A2)
ƒ = O dans ] - 1/2, l/2[
/ ' (±l/2) = 0 / Ê 7 / 2 ( - 1 / 2 , 1 / 2 )

- ^ " + a 2 / 2 ^ =0 dans ]-1/2, l/2[
A'(±l/2) = 1 AeH2(-l/2,l/2).

Nous noterons (ƒ, A ; a, h ) une solution de f
Pour tout couple (a, h) e ]0, + oo [ x ]0, + oo [ le problème (&/A) admet

les solutions (0, x -+• c ; a, h) où c G IR. Ce sont les seules solutions telles
que : ƒ = 0.

DÉFINITION 2.1 : Les solutions (0, x + c ; a, h ) sont appelées solutions
triviales du problème

vol. 25, n° 3, 1991



312 C. BOLLEY

DÉFINITION 2.2 : Nous dirons qu'une solution triviale (0, x + c ; a, h ) est
un point de bifurcation pour le problème (&/A) si pour tout voisinage V de
(0, x + c; a, h) dans H%-\/2, 1/2), il existe une solution (f,A;
a, h + Ô/z) de (^/A) dans V avec f non identiquement nulle.

La valeur de a est fixée ; h est le paramètre de bifurcation.

2.2. Conditions nécessaires de bifurcation du problème ( ^ ^ )

La proposition suivante nous donne deux conditions nécessaires pour
qu'une solution triviale (0, x + c ; a, h) soit un point de bifurcation pour le
problème (^/A) et donc une solution singulière de (&/A). La première
condition est une condition du type M. Krasnoselskii [11] : elle exprime que
Féquation (2.1) linéarisée au point (0, x + c ; a, h) doit admettre une
solution non identiquement nulle. L'équation (2.2) linéarisée en (0, x + c ;
a, h) étant dégénérée, il nous faut écrire une autre condition plus
particulière : la condition notée (Hc) détermine la constante c lorsqu'il y a
rupture de la symétrie.

PROPOSITION 2.3 : Soit {a, h) e ]0, + oo [ x ]0, oo [
i) une condition nécessaire pour que (0, x + c ; a, h ) soit un point de

bifurcation pour le problème (^/A) esi au>^ existe une solution cp non
identiquement nulle du problème suivant :

( 2 3 ) j-cp'' + tf4/*2K2(x + c)2<p-aVcp = 0 dans / = ] - 1/2, l/2[
l<p'(±l/2)=0 (pei/2(-l/2,l/2)

ii) une deuxième condition nécessaire pour que (0, x ! c ; a, k) soit un
point de bifurcation est que :

(Hc) J, x + c *
où <p est une solution non identiquement nulle de (2.3).

Démonstration : Supposons l'existence de suites (ƒ„), (An) et {hn) telles
que, pour tout neN:

\f'n(± 1/2) = 0 ƒ„ e H\- 1/2, 1/2)

^(± 1/2) = 1 An<EH\-\l2,\l2)

M2AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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et telles que, lorsque n -• + oo :

fn tend vers 0 dans L 2 ( - 1/2, 1/2)

An tend vers x + c dans Z, 2 ( - 1/2, 1/2)

et *„->*.

La suite (^„) est bornée dans //"*(- 1/2, 1/2), puisque, en intégrant par
parties l'équation (2.4) multipliée auparavant par An, nous avons :

- [An ( \ ) - An ( - \ ) ] + jf {A'nf dx + a2 £ fl Al dx = 0

avec :

et

Par conséquent :

j {Atfdx*j

et donc, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons :

||i4; || ^ 1 où ||. || désigne la norme habituelle de L 2 ( - 1/2, 1/2) .

On en déduit, en utilisant l'équation (2.1) vérifiée par ƒ = ƒ„, A = An et
h = Ara, que la suite (gw) définie, pour n G N, par :

fn
Qn =

est bornée dans H2(- 1/2, 1/2).
Il existe donc une sous-suite extraite qui converge faiblement dans

H2(- 1/2, 1/2), et donc fortement dans L2(- 1/2, 1/2), vers une fonction <p.
On montre par passage à la limite que 9 est de norme 1 dans L%— 1/2,
1/2), et est donc non identiquement nulle, et que c'est une solution de
l'équation (2.3).

Pour montrer la condition (Hc) de ii), on considère comme ci-dessus une
sous-suite (gnk) extraite de la suite (gn) qui converge faiblement vers un
g0 dans H\ - 1/2, 1/2). En intégrant (2.4) entre - 1/2 et 1/2, nous avons :

gl An dx =

vol. 25, n 3, 1991



314 C. BOLLEY

et donc pour la suite extraite :

J (tâk-9o)AHkdx+ J gl(Ank-x-c)dx+ J gl(x + c) <fe = 0 .

A la limite lorsque k tend vers + oo, nous obtenons (Hc).
Les détails de la démonstration sont donnés dans C. Bolley [2].
Le paragraphe suivant montre que lorsque a > 0 et c G R sont donnés, il

existe h > 0 tel que l'équation (2.3) admette une solution.

2.3. Le problème « de valeurs propres ( ^ 9 ) »

Le premier problème posé est :
Étant donnés a > 0 et c e R , existe-t-il h =*• 0 tel que l'équation (2.3) ait

une solution <p non identiquement nulle.
Nous appellerons ce problème : « problème de valeurs propres (^ 9 ) »,

par analogie avec les problèmes de valeurs propres habituels.

LEMME 2.4 : Étant donnés c e M et JX === 0, il existe une infinité dénombra-
ble de valeurs de TJ telles que l'équation (2.5) suivante ait une solution cp non
identiquement nulle

( 2 5 ) ( - 9" + f* (x + cf (p = T)cp dans ] - 1/2, l/2[
lcp'(±l/2) = 0 <p e H2(- 1/2, 1/2) .

Soit (jf\p)p^ \,peU ces valeurs classées dans l'ordre croissant, alors pour tout
p s* 1 l'application : |x -> t\p(\x) est holomorphe dans un voisinage de
]0, oo [ dans C, sa dérivée étant strictement positive sur ]0, oo [.

oo lorsque (x - • + oo

^fi«rf vers 0 lorsque fx -> 0 .

Démonstration : Le problème (2.5) est un problème de Sturm-Liouville
sur le segment ] - 1/2, l/2[ avec des conditions limites de Neumann. Il est
bien connu (cf. B, M. Levitan et I. S. Sargsjan [12] par exemple), que pour
c et |x 2s 0 donnés, ce problème admet une suite croissante dénombrable de
valeurs propres (r\p)pef4* réelles, strictement positives et telles que:

lim r\p = + oo .
p - • + oo

L'espace propre associé à chaque valeur propre est de dimension un ; et
pour p =2= 1 l'application JJL -> T\P(^ est continue sur IR.

Notons que pour tout p a= 1 et tout jx sa 0 :
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car sinon la valeur propre ^ ^ serait associée à deux vecteurs propres
orthogonaux ce qui est impossible : les courbes \x -> T ^ ^ , pour p G N*,
n'ont donc pas de point commun.

Soit T(\L) la famille d'opérateurs à un paramètre, |x, définis par:

1<P'(±1/2)=O

où |x appartient à un voisinage connexe de [0, oo [ dans C.
Chacun de ces opérateurs a pour domaine :

D(T(iL)) = {<p e H\- 1/2, 1/2), <p' (± 1/2) = 0}

et est fermé dans L 2 ( - 1/2, 1/2).
La famille (r(|x))^ dépendant holomorphiquement de jut, et chacune de

ses valeurs propres étant séparées, il résulte de T. Kato [9], que ces valeurs
propres, notées T^(|X), et les projecteurs Pp(&) sur les espaces propres
associés, dépendent holomorphiquement de juu

En particulier, pour tout p e N * , l'application :

p est dérivable sur ]0, oo [ .

On montre alors que :

où 9^ est une fonction propre normée de T(\x) associée à la valeur propre

II en résulte que la dérivée T^(|A) est strictement positive sur ]0, oo [.

* Montrons que T|p((x) -• H- oo quand |x -• + oo.
Soit (|x„)„ une suite de réels telle que :

\xn -+ + oo quand n -• + oo .

Supposons (rr\p(\xn))n bornée.
Soit «p^ G H2(- 1/2, 1/2) tel que :

d a n s 1- 1/2,

alors :

(2.6) IKI|2+ H» l (x + cfvljx = t,,((lJ

vol. 25, n' 3, 1991
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II en résulte que si la suite (y\p^n))n est bornée, il en est de même de la
suite (||<p^||)„. Comme de plus, pour tout nsN, H ^ J = 1, la suite
(cp̂ Xï e s t bornée dans H\ - 1/2, 1/2). Il existe donc une sous-suite extraite
de la suite («p̂  )„, et encore notée (^n)n , qui converge vers un
<p, faiblement dans H\ - 1/2, 1/2) et donc fortement dans L2( - 1/2,
1/2).

Les cp^ étant normes, à la limite (n -* oo ) : || cp || = 1.
D'autre part, il résulte de (2.6) qu'il existe une sous-suite extraite de

((p̂  )„ qui converge presque partout vers 0. Ceci est en contradiction avec le
résultat montré ci-dessus : ||<p|| = 1.

Par conséquent : T^(|JL) tend vers + oo lorsque |x -• oo.
* Lorsque \x — 0, le problème (2.5) s'écrit :

f- cp" = Ti9
V ( ± l / 2 ) = 0 .

Ce problème de Neumann bien connu a pour valeurs propres :

•Hp= O - l ) 2 - * 2 P = 1,2,...

En particulier : -r̂  = 0 .

L'application |x -» j]l(\x)J étant continue sur [0, oo [, nous avons donc :

-ri! (M-) —v 0 lorsque |x -» 0 .

Il en résulte immédiatement la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5 : Pour tous r\ > 0 et c G IR donnés, il existe p e f̂ l* tel
que V/?' =£/? : il existe un |x = jx (p'') et un seul tel que le problème (2.5) ait
pour pf~ième valeur propre r\.

Soit maintenant c e R et a >0, alors d'après la proposition 2.5, il existe
|x > 0 tel que le problème (13) ait pour lre valeur propre : r\{ — a2*2.

Si h = \fïx/(a2 K), alors : fx = a4h2K2, et la solution <p de (2.5) associée à
y]i est une fonction propre du problème (2.3).

Or une fonction propre 9 du problème (2.5) associée à la première valeur
propre, ne change pas de signe dans l'intervalle ] - 1/2, l/2[ ; (cp peut donc
être choisie strictement positive dans ] - 1/2, l/2[) et cette propriété est
caractéristique de la première valeur propre (cf. B. M. Levitan et I. S.
Sargjan [12]).

Il en résulte la proposition suivante :

PROPOSITION 2.6 : Étant donnés a > 0 et c e M :
i) il existe une infinité dénombrable de h tel que (2.3) ait une solution,
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ii) il existe un h positif et un seul, tel que le problème (2.3) ait une solution
9 strictement positive et une seule (à une constante multiplicative près) dans
]- I A l/2[.

La solution de ii) est associée à la première valeur propre de (2.3).
Nous avons, de plus, les résultats de régularité suivants :

PROPOSITION 2,7 : Les applications qui àa^OetceM. associent h et 9
donnés par ii) de la proposition 2.6, sont analytiques sur ]0, 00 [ x R.

Démonstration : Considérons la famille d'opérateurs T(a, h,c) à trois
paramètres a, h et c supposés tout d 'abord indépendants :

T(a, h,c)y = -<pn + a4h2K2(X + c)2 9 - a2K2 9 .

Pour tout (a, h,c) appartenant à un voisinage connexe T^o dans
C3 d'un point (a0, Ao, c0) de ]0, 00 [2 x IR, l'opérateur T(a, h, c) a pour
domaine :

D = {9 G H2{- 1/2, 1/2), <p'(± 1/2) = 0}

et est fermé dans L2(- 1/2, 1/2).
7"(a, ZÎ, c ) est de plus holomorphe en (a, h, c) dans y*0 ; nous pouvons

reprendre des démonstrations de T. Kato écrites dans le cas d'opérateurs à
un seul paramètre pour montrer que les valeurs propres et les fonctions
propres de T(a, h, c) sont aussi hoiomorphes :

La résolvante R(a, h, c, £ ), donnée par :

est holomorphe en (a, h, c, | ), et bornée dans un voisinage de
(ao,ho,co,i).

Le projecteur P (a3 h,c) sur l'espace propre associé à la première valeur
propre \{(a, h,c) de T(a, h, c ) , est donné par :

2 in J r

où T est un petit cercle entourant \x(a9h9c)9 mais ne contenant pas la
2e valeur propre. Il en résulte que P(a, h, c) est aussi holomorphe en
(a, h, c) dans un voisinage de (a0, h0, c0). L'espace propre associé à la
valeur propre Xj étant de dimension un, la fonction propre associée
<p(a, h,c) est aussi holomorphe dans un voisinage de (a0, h0, c0).

X.j (a, h9c) vérifie :

h9c)P(a,h,c)u,P (a, h,c)u)
à l ( a ' H"C) (P(a,h,c)u,P(a,h,c)u)
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p o u r tou t u e H2(- 1/2, 1/2) tel que (u, <p (a, h,c))=£ 0.
Si u est fixé tel que :

(P(a0, h0, c0) U, P (aQ, ho,cQ)u) = \

par continuité de l 'application : (a, h, c ) -• P (a, h, c ), (P (a, h,c) w,
P (a , h, c ) u) ne s 'annule pas pour (a, &, c ) assez voisin de (a0, h0, c0) :

\i(a,h,c) est donc holomorphe en (a,h,c) dans un voisinage de

(<20, ^0> c o ) *

<20 G ]0, oo [, et c0 G [R étant maintenant seuls fixés :

II résulte de la proposition 2.3 qu'il existe h0 >- 0 unique tel que :

\x(a0, ho,co) = 0 .

En reprenant la démonstration du lemme 2.2, on vérifie que :

2-0 .

Il résulte donc du théorème des fonctions implicites qu'il existe un unique
h (a, c) défini dans un voisinage de (aOi c0) tel que :

\x(a9 h (a, c), c) = 0

h(a0, c0) = h0

et h est analytique en (a, c) dans un voisinage de (a0, c 0 ) . Nous en
déduisons immédiatement que les applications h (a, c) et <p(a, h(a,c),c)
sont analytiques sur ]0, oo [ x M.

Remarque :
Sous l'hypothèse c = 0, la condition (i/c) de la proposition 2.3 est vérifiée

par toute solution de (2.3), puisque x<p2 est alors une fonction impaire. Il en
résulte donc que, pour tout a => 0, la solution (0, x ; a, h ) du problème
(0/A) °Ù /Î est donné par il) de la proposition 2.6, vérifie les deux
conditions nécessaires de bifurcation du problème (&fA) données dans la
proposition 2.3.

On met en évidence numériquement dans C. Bolley [3] que pour a
supérieur à une valeur critique a0 > 0, il existe des valeurs de c autres que 0
pour lesquelles ces deux conditions nécessaires de bifurcation sont satisfai-
tes ; l'ensemble des solutions c non nulles constituant, lorsque a varie, deux
courbes de solutions symétriques par rapport à 0. De plus, en utilisant une
hypothèse vérifiée numériquement, on montre dans [3] que ces courbes
bifurquent du point (c, a) = (0, a0). La figure 1 ci-dessous donne les
solutions c calculées dans [3] lorsque K = 0,062 (valeur caractéristique de
rindium), en fonction de a.
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Figure 1. — Solutions e calculées en fonction de a.

Dans le paragraphe suivant, nous nous plaçons sur l'une quelconque de
ces courbes de solutions, et vérifions que les conditions nécessaires de
bifurcation i) et ii) données dans la proposition 2.3 sont aussi des conditions
suffisantes de bifurcation pour le problème

JH. EXISTENCE DE SOLUTIONS BIFURQUÉES DU PROBLÈME (&fA)

Nous cherchons dans ce paragraphe des solutions non triviales du
problème (^/A) SOUS la forme d'une branche bifurquée issue d'une solution
triviale (0, x + c ; a, h ).

THÉORÈME 3.1: Étant donnés K > 0 , a > 0 et c tels que (Hc) soit
satisfaite, on note (h, <p ) la solution du problème (3.1) (3.2) :

- <p" -h a4h2K2(x + c)2 cp - a2K2 cp = 0 dans I
'(±1/2) = O cpe//2(-l/2, 1/2)

cp de norme 1 dans L2(- 1/2, 1/2)
et telle que :

(3.2) cp > 0 .

Alors il existe e0 > 0 tel que pour tout s vérifiant 0 <: \e\ =s E 0 , le problème
(&/A) admette une solution (fe, Ae; a, h £) (où a est seul indépendant de e),
de la forme suivante :

(3.3)
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(3.4)

(3.5)

avec :

(3.6)

(3.7)

C. BOLLEY

C/r..«p) = o

At = x + c + e2 bt + s2 Be dans ] - 1/2, l/2[

£,(±l/2)=0 £E e #2(-1/2, 1/2)

dx = 0

^ 2 ( - 1/2, 1/2), R, H\- 1/2, 1/2) er
R respectivement {lorsque e -• 0).

Remarque :
Au cours de la démonstration de ce théorème, on donnera des précisions

sur les quantités fe, be, BE, ti€, qui interviennent dans la représentation
paramétrique de la branche bifurquée mise en évidence dans le théo-
rème 3.1. Ces résultats sont les suivants :

1) lorsque c = 0 :

/ e , 5e, Bz et Tje admettent des limites fQ, b0, BQ et T|0, dans H2(- 1/2, 1/2),
M, H2{— 1/2, 1/2) et IR respectivement (lorsque e -•()), qui sont solutions
des équations suivantes :

(3.8)

(3.9)

(3.10)

- BS = - a\x + c) (p2 dans ] - 1/2, l/2[
ô(± 1/2) = 0

B0dx = 0 B0 e H\- 1/2, 1/2)

- 2 a 3 A 2

a2 j

-fS + a4 h2
 K2(X + c)2 f0 - a2 K2/o

= _ a2 K2 (p3 - 2 a 4 / z 2 K 2 ( X + c) <p£0 - a 4 K2 TÎO(X + c)2 cp

=0 /oeif2(-l/2,l/2)
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avec :

(/o><P) = 0

2) lorsque c ^ 0, et que le problème suivant :

- i|>" + a4 h2
 K2(X + cf ty - a1

 K2 <|*
(t + c)vtydt) = 0

i I
(3.11)

n'admet pas de solution ty orthogonale à 9, alors :

fe, be, Be, T]e admettent des limites f0, b0, Bo et i\0, dans H2(— 1/2, 1/2),
R3 J7 2 ( - 1/2, 1/2) et [R respectivement (quand e -• 0), qui sont solutions des
équations suivantes :

2?0 est donné par (3.8)
r\Q est donné par (3.9)

(3.12) 6o = " f ^Bodx-lt x<pfodx

-fS + a4/*2 K2(X + c ) 2 / 0 - a2 K2f0 - 4 a4h2K2(x + c) 9 / f

- a4
 K2

/i(±l/2) = 0 ƒ o e # 2(- 1/2, 1/2)

avec: (ƒ<,, 9) = 0 .

L'équation (3.11) est étudiée partiellement dans C. Bolley [3] lorsque
c = 0. On montre que l'existence d'une solution \\t orthogonale à 9, de cette
équation, correspond à une singularité du problème de recherche des
couples (c, a) vérifiant (Hc), et en particulier, que c'est une condition
nécessaire de bifurcation pour les couples (c, a) solutions. On montre aussi
qu'il existe au moins une valeur a0 de a, pour laquelle le problème (3.11)
avec c = 0, admet une solution *|i orthogonale à 9 ; cette valeur a0 est celle
mise en évidence dans la figure 1 et la remarque qui précède cette figure.

Démonstration du théorème 3.1 :

Elle est du type de celle utilisée par F. Kikuchi [10] pour une équation.
Nous noterons || . || la norme habituelle de L2{- 1/2, 1/2).
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lre étape :

Pour e fixé, nous allons construire une application dont les points fixes
seront des quadruplets (gt9 Bti Hz, bB) tels que hei fe et Ae donnés par :

hl = Hz

(3-13) f£ = ecp + ge

At = x + c + bt + BB

soient solutions du problème (ïPfA).
Considérons les espaces suivants :

Mx = {g e L\— 1/2, 1/2) ; (g, <p) = 0}

{ f 1

BeL2(~ 1/2, 1/2); £^x = 0
J/ J

Vx = {geMxn H2(~ 1/2, 1/2) ; g' (± 1/2) = 0}

V2 = {BeM2H H\~ 1/2, 1/2) , B' (± 1/2) = 0}

et soit :
• L, Fisomorphisme de Vx sur Mx défini par

• À r̂, l'isomorphisme de V2 sur M2 défini par :

Ç e K 2 - 4 A ^ B - î f f

m^Mt ( 2 = 1 , 2 ) , la projection orthogonale de L2(—1/2, 1/2) sur

Mt pour le produit scalaire de L2(- 1/2, 1/2),
• et enfin, s étant fixé, soit <E>, l'opérateur défini sur

F 1 x F 2 x ] 0 , o o [ x i par :

* : (g,B;H9b)e Vx x V2x ]0 , oo f x R - , (fbt(g9 B; H, b ) ) f = K_ 4

avec :

(3.14)

^x{g,B;H,b) = a2 K2L~{ PMI[~ (e<p + 0 )3 - a2 if (x + c + 5 + B)2 x

x (sep + g) + a2/z2(x + c)2 (ecp + #)]

(3.15) *2(flf, B;H,b) = a2à-N
l FM2[(ecp + g)2 (x + c + 6 + B )]

r
(3.16) <f>3(g,B;H, b ) = f f - 8 a 2 f f (x + c + 6 + £ ) 2 (ecp + g) cp Jx -

Ji
- e <p(e<p + gf dx + ea2/*2 (x + c)2 (e<p + g) <p dx
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(3.17) <S>4(g,B;H,b)=b-b \ (e<p + ö r ) 2 ^ -

(2e<p + g)g(x + c± B)dx - e2 [ 9:

Jl

2 Bdx.

LEMME 3.2 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) (g£, Bz ; He, bz) e Vx x V2 x ]0, oo [ x IR e^ w« point fixe de <ï>>
ii) (f£,Az ia>ne) tel que :

(3.18) / s = £<P + e

Ae = x + c •

tel que h\ = Hz

avec (cp, g e)

Be avec bseU et \ BE dx = O
Ji

est solution du problème

Démonstration :

Supposons ii) vrai, alors :
* en substituant les expressions de fe et AE dans l'équation (1.9) et

sachant que <p est solution de (^ 9 ) , nous avons :

(3.19)
= - a4h2 K2(X + c + bE + 5 e ) 2 (ecp + ge)

ôf8)
3 + « 4 / Z 2 K 2 ( X + c)2 (ecp

^ ( ± 1/2) = 0

gE étant la solution de (3.19), le second membre de (3.19) x est nécessaire-
ment orthogonal à <p et appartient donc à l'espace vectoriel Mx.

(3.19) s'écrit donc:

(3.20) = <3>i(g£,B£;HB,be) avec

* Explicitons le fait que le second membre de (3.19) x est orthogonal à (p.
Nous avons :

~a2h2hl (e<p + gz) <p dx

f C ) 2 Jvdx- J - 0.
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Ceci équivaut à dire que :

l'introduction du e dans la définition de <£>3 permettant par la suite de
prendre indifféremment e positif ou négatif.

* En écrivant que (1.10) est vérifiée par f£ et Ae donnés par ii), nous
obtenons l'équation suivante :

- Bl = - «2(6cp + gtf (x + c + bt + BE)

où Be appartient à Af2.
Le second membre de l'équation (3.21) appartient aussi à M2, donc :

* Écrivons enfin que le second membre de (3.21) est d'intégrale nulle :

l
d'où ®4(g&,B£;hlbe) = b£

car la condition (Hc) est vérifiée.
(g£, B£; h\, b£) est donc bien un point fixe de 3>.
La réciproque est immédiate car, si (g£, Be ; H£i bE) est un point fixe de

<ï>:
O3(öf8, Be ; He, be) = H£ implique que le second membre de (3.18)! est

orthogonal à <p.
<Ê4(0e, B£; Hz,b£) = bz, implique que le second membre de (3.21) est

d'intégrale nulle.

2e étape de la démonstration du théorème :
Montrons que l'application <I>, définie pour s fixé par (3.14) à (3.17), est

une contraction stricte, pour e assez petit, sur un sous-ensemble â§ de
F , x F 2 x ] 0 , o o [ x R.

Soit pl5 p2, p3 et p4 quatre réels strictement positifs.
Soit V\x (i = 1, 2) et $ les ensembles suivants :

(3.22) V?={veVi; \\V\\H2(_ 1/2> 1/2) ̂  s 2 p j

(3.23) m = V[lx F2
P2x [ / i 2 - E 2

P 3 , / z 2 + e 2 p 3 ] x [- E2 p4, e
2 p4] .

h1 étant strictement positif, il existe s{ > 0 tel que pour tout e vérifiant
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0 < | E | === £Î5 M soit une boule fermée de Vx x V2 x ]0, oo [ x R muni de la
norme suivante :

(3.24) III (g,B;H,b) II = | | g \ \ ^ x j % 1/2) + \\B\\ffH_ 1 A 1/2) + |H | + | * |

où (g,B,H9b)eVxxV2x]Oioo[xM.

Nous avons le lemme suivant :

LEMME 3.3 : Étant donnés px, p2, p3 et p4 quatre réels strictement positifs, il
existe e0 > 0 tel que pour s vérifiant 0 < | e | ^ e0? l'application <3? définie par
(3.14) à (3.17) soit une contraction stricte sur la boule 0$ définie par (3.24).

Démonstration :

Soit donc pl5 p2, p3 et p4 strictement positifs et et tels que :

Soit E tel que 0 <: | E | *s sx.

Soit (gu Bx ; Hl9 bx) et (g2, B2 ; H2, b2) e # , alors :

• ®x(gu Bx;Hx,bx) -<&i(g2,B2 ;H2, b2) =

= a2K2L-lpMï[- {g\ + gig1
Jrgi)(gi - 0 2 ) - 3 S CP(0I + ^2X^1 - ^ 2 )

- 3 e2 <p2(^! - g2) - a\Hx - H2)(bx + 5 ^ ( 2 x + 2 c + &! + ^ X e * 4

- a 2 ^ ( Ô ! ~b2 + Bx- B2)(2 x + 2c + bx + Bx)(s<p + gx)

- a2 H2(bx — b2 + Bi — B2)(b2 + U 2 ) ( Ê 9 + gx)

- a2H2(b2 + B2)(2 x + 2c + b2 + B2)(gx - g2)

+ a2(h2 - Hx)(x + c)2 (g t - g2) + a2(H2 — Hx)(x + c)2 (e<p + ^2)]

donc :

: a
2 K 2 \ \ L ~ l \ \ . IÎ MH

-^11+3

+ a2H2\\2x + 2c + bx + Bx
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x Heip + g ^ . (\bx-b2\+ \\BX-B2\\)

+ a2H2\\2x + 2c + b2 + B2\\oo. | |Ô2 + B2\\œ . \\gx-g2\\

+ a2\h2-Hx\. | | ( x + C ) | | 2
œ . \\gx-92\\

où les g, et B, (z = 1, 2) sont bornés dans Lm(- 1/2, 1/2) car bornés dans
H\- 1/2, 1/2).

Comme de plus (gt, B, ; Ht, bz) e & (pour « = 1 , 2 ) , il existe une
constante c4 > 0 telle que :

et une constante c5 > 0 telle que :

(3.25) At « c5 e III (g,, 5 ! ; # „ £,) - (g2, B2 ; iï2 , b2) 1

• <D2(g„ 5 , ; Hubx) - * 2 (g 2 , 5 2 ; H2, b2) =

= a2 A-N
l PM2[(e<p + g,)2 {bx -b2 + Bx- B2)

+ ( 2 e<p + gx + g2)(x + c + b2 + B2){gv - g2)]

donc :

A2 - 11*2(01, B1 ; Huby) - * 2 (0 2 , .S2 ; H2, *2)|| l ï2 (_ I /2>1/?) «

« a II A^ II I I ^ J

(3.26) A2 « c6 e III (0lf 5 ! ; Hu bx) - (g2, B2 ; H2, b2) III

• <ï>3(gu Bi; Hybt) - ®3(g2, B2; H2,b2) =

= [ l - E 2 a 2 f (x + c)2 <p2dx - e2 a2 f (x + c)2^.<pdx

- e2a2 f (bx + 5 , ) (2 x + 2 c + bx + Bx) U + ~ ) <p dx 1 (Hx - H2)

-e2'H2a
2\ (2x + 2c + bx + b2 + Bx+B2)x

( g2 \
<p -\ j <p(è, - b2 + Bx - B2) dx
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-eH2a
2 I (2x + 2c + b2 + B2)(b2 + B2)<p(gl-g2)dx

-s [3 e2 cp2 + 3 B<p2(gx + g2) + <p(flfî + g2 flfi + g\){9i - Gi)

+ ea\h
2 - H2) \ (x + c)2 (gx - g2) <p dx

or gl G KÏPI donc :

^ C4 S

loo

et Z?! et ^ ! sont bornés.
Il en résulte que pour e assez petit ( | e | ^ e3) le crochet, facteur de

(Hx - H2), est strictement positif et strictement inférieur à 1 ; par consé-
quent, si :

A3 . | * 3 ( 0„ * , ; # ! , * , ) - 4>3(g2, B2 ; H2, B2) \

alors :

(3.27) A3 s [ 1 - a2'e2 f (x + cf <p2 rfx + c7

+ C g 6 2 ( | 4 1 - i 2 | + | | i » l - i » 2 | | + 8

,, By;Hx,bx)- <t>4(g2, B2 ; if2, 6 2 ) =

(92 -

- (2 e<p + ^! + g2)(x + c + £,)(0i - g2) dx

- | (2 ecp + 0 2) 02(5! - 52) rfx - e2 | <P
2(Bl - B2) dx

car IMI = 1 et (ç ,^) = 0
donc si | e | s 1, et si :

A4 s | * 4 ( 0 1 , i», ; ff„ *,) - *4(ö2> #2 ; #2. *2) I

alors :

(3.28) A 4 « ( l - 6 2 ) | è 1 - 6 2 | + c 9 e ( | | g , - 0 2 | | + 6 1 1 5 , - 5
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II résulte des majorations (3.25) à (3.28) qu'il existe e0 => 0 tel que pour s
vérifiant | e | =s= e0 et pour tous (gu Bx ; Hu bx) et (g2, B2 ', Hl9 b2) apparte-
nant à M :

III <P(guBl;Hi,bl)~<ï>(g2,B2;H2,b2) III *=

^ cl0 III (<h, BXjHhbx)~ (02, B2 ; H2, b2) III

où clQ est une constante strictement inférieure à 1.
Ceci montre le lemme 3.3.

3e étape de la démonstration du théorème 1

Nous allons appliquer le théorème classique de point fixe suivant qui nous
donnera l'existence d'une solution non triviale du problème (^/^) .

THÉORÈME 3.4 : Soit X un espace métrique complet, p > 0, XQ e X et
0= {xeX; d(xo,x)^p}.

Soit *P une application définie de 3è dans X telle que :

i) il existe ke ]0, 1 [ tel que : Vx et x' G & d(V(x)9 ¥ (JC')) « kd(x9 x')
ii) rf(*(xo),xo)^(l-X)p

s1, il existe un yQ et un seul dans 3§ tel que :

(cf. : J. Dixmier [6] par exemple).
Prenons :

X = V{xV2xn2

V = * définie en (3.14) à (3.17)
0$ = {x G X, III x0 - x III === pe2} avec p s p x + p2 + p3 + p4

alors la deuxième étape montre que la condition i) du théorème 3.4 est
vérifiée.

Vérifions la condition ii) du théorème 3.4.

1/2) +• 11*2^)11^-1/2, 1/2)

avec, d'après la définition de <ï> :

= a2 K2 L- l ( - e2 K2 L- l( e3 ç3) = - e3 a1
 K2 L~ l(

donc :
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donc :

- f t 2 = - " e 4 f <p
Ji

donc :

= 0.

Par conséquent :

II suffit donc, pour que ii) soit vérifié, que :

et donc que:
4

(3.29) IP .=P*«WIL,„ ,K 2 ) -

avec | e | assez petit.
Il en résulte que, sous ces hypothèses il existe un E0 tel que pour

0 < | e | === e0 le problème de point fixe :

<ï>(ge,BB;Hz,bJ = (g„ BE; HB, bz)

admette une solution et une seule dans $.
Et donc, d'après le lemme 3.2, pour 0 < | e | ^ e0, le problème

(&fA) admet une solution de la forme (3.18) avec :

(3 30) f l l^H« 2(- l /2 , l /2)^Pl 8 2 ' WB*WH\-M2,1I2)^P2Z2

\\h2
s-h

2\^p,s2 et | è e | * = p 4 e 2 .

Il en résulte donc l'existence d'une branche de bifurcation du problème
, issue du point (0, x + c ; a, h) et paramétrée par e.

4e étape : estimations sur la branche bifurquée.
La branche bifurquée construite à l'étape précédente vérifie :
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pour 0 < I e I «s 80, et p; (i = 1, 4 ) tels que (3.29) :

z = e<p + gB

OU

[A, ^x + c + bz + Bz

geeVl7 BesV2 et bee\

avec les majorations de (3.30).
Montrons qu'elle est de la forme (3.3) à (3,7).
Pour tout c tel que la condition (Hc) soit satisfaite posons :

et substituons les expressions de f£ et Az dans l'équation (1.10), il vient :

donc :

^ ( ± l / 2 ) = 0 BteV2

+ c) cp2) = - a2 Ajfl[sge(2 <p + egE) x

par conséquent :

«P2]

avec ge5 Z?eî Z?e? ^ e et 5 £ bornés dans J L G 0 ( - 1/2, 1/2) pour 0 <c | e | « e0.

Le second m e m b r e tend donc vers 0 lorsque E -+ 0 et :

- a
2 A^ + c) <p2) dans H2{~ 1/2, 1/2) lorsque e -> 0 .

AJV étant un isomorphisme de V2 sur M2, la limite de J9E? notée

0, est l'unique solution du problème :

(3.8)

-BS = - a\x + c) cp2 dans ] - 1/2, l/2[

ó(± 1/2) = 0

.Bn dx = 0 .J,
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* La fonction ge vérifiant (3.19), ge vérifie les équations suivantes :

- g; + a4h2K2(x + c)2 ge - a2 K2 g£

(3.32) B.)(2 x + 2 c + bt

ffi(±l/2) =
(Se,v) = o .

Si ge est solution de (3.32), le second membre de cette équation est
orthogonal à <p donc :

ƒ
dx

x + 2 c cp dx]

= ~ ƒ

et donc en utilisant de nouveau l'hypothèse (Hc) :

( 2 2

2 ) = -no =
e /

JiV

(x + c)2 <p2 rfx

ce qui montre (3.9), pour tout c vérifiant la condition (Hc).
Il résulte de cette limite et parce que bE, gz et Be sont bornés lorsque

E -• 0, que le second membre de (3.32) tend vers 0 dans L\ — 1/2,
1/2) ; gz tend donc vers 0 dans H\ - 1/2, 1/2) et donc dans L\ - 1/2,
1/2) lorsque s -• 0.

* Écrivons d'autre part que le second membre de (3.31) est d'intégrale
nulle :

I, («p + ege)
2 dx
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donc, puisque (g£, 9) = 0 et que (Hc) est vérifiée :

s25e[l + 8
2 | |£8 | |2] + e2 9 2 ^ e ^ + e f (x + c) (2(p+Ej l )g ( 4f +

J ƒ J /

donc :

,0 1 ^ r" f 2 ~ J * 2 f
(3.34) oe + 9 l?e ax + - X9^e ax =

J/ e J/
— e ^ e ( 2 9 + egE) gE dx —

J/ J/
(x + c)

Z?£, 6fe et .Se étant bornés quand E -• 0 et öfe tendant vers 0 dans
Z,2( - 1/2, 1/2), il en résulte que :

(3.35)

Posons :

lim
e - > 0

X9 — dx J = - 92 BQdx .

f e = " ^E

alors, en substituant cette relation dans (3.32), on vérifie que / E est solution
de:

(3.36)

K2 5£(2 x + 2

+ c)2 (9 + eg

x + 2 BJ(v . ^ ^3

/i(± 1/2) = 0

(Â, 9) - 0 .

Le second membre de cette équation étant borné dans L2(— 1/2, 1/2),
fe est borné dans H2{— 1/2, 1/2), lorsque s tend vers 0 ; il en résulte qu'il
existe une sous-suite, encore notée (/8) et extraite de la famille
(/e), qui converge faiblement dans H% - 1/2, 1/2), vers un élément
f0 e H\ - 1/2, 1/2), lorsque e tend vers 0.

Grâce à l'existence des limites (3.35), (3.8) et (3.9), nous pouvons passer
à la limite au sens des distributions, s tendant vers 0, dans l'équation (3.36),
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pour la sous-suite convergente (f£) et les sous-suites (6e), (Be) et
(he) associées ; on vérifie alors que f0 est solution du problème suivant :

- f S + a4 h2K2(x + cf / 0 - a2 K2 / 0 -

-4a4h2K2(x

(3.37)

Hl (t + c) <p/0 dt

= -a
2K2<p3-2a4h2K2(x + c)<plBQ- f <p2Bödt\ -

- a4 K2 TIO(X + cf q>

ƒ 6(± 1/2) = 0 ƒ o G / / 2 ( - 1/2, 1/2)

avec :

La fonction 9 est solution de l'équation homogène associée (équa-
tion (3.11)), car le terme intégral de cette équation est alors nul. Lorsque
(3.11) n'admet pas de solution orthogonale à 9, la limite f0 est unique, et
toute la famille (fe) converge alors vers f0.

On vérifie alors, grâce à (3.35) que la famille (bj admet aussi une limite,
et que cette limite est donnée par (3.12).

Notons que lorsqu'il existe une solution de (3.11) orthogonale à 9, il n'y a
plus unicité de la solution de (3.37) ; nous avons alors seulement conver-
gence d'une sous-suite (/E) vers une solution de (3.37).

* Lorsque c = 0, la parité des solutions permet de nous affranchir de
l'hypothèse d'unicité de la solution de l'équation (3.11) ; nous avons, pour
tout e, 0 < | e | < e0 :

gz est paire et 2?g impaire

car, sinon (ge(— x), — i?E(— x), /Ï2, 0) serait un autre point fixe de <ï>, ce qui
est contraire au résultat d'unicité montré. Il en résulte que :

d'une part :

d'autre part :

yo = '

V E 5 dx = 0

et donc que ft admet une limite donnée par (3.10) par passage à la limite
direct dans l'équation (3.36).
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CONCLUSION

II résulte donc du théorème 3.1, l'existence de branches de solutions non
triviales des équations de Ginzburg-Landau ; plus précisément, à toute
solution triviale (0, x + c ; a, h) telle que la condition (Hc) soit satisfaite, est
associée une courbe de solutions bifurquées. Les solutions obtenues ne sont
physiquement acceptables que si ce sont des solutions stables ou métasta-
bles. Dans C. Bolley [3], on précise pour quelles valeurs de h, une solution
triviale du problème (^fA) est stable ou instable ; une étude analogue reste
à faire pour les solutions bifurquées.
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