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MATHEMATICA! MOOELUNG AND NUMERICAL AHALYSIS
MODELISATION MATHEMATIQUE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 24, n" 5, 1990, p. ö27 a ô50)

ÉTUDE DE TRANSMISSION

A TRAVERS DES INCLUSIONS MINCES

FAIBLEMENT CONDUCTRICES DE « CODIMENSION UN » :

HOMOGÉNÉISATION ET OPTIMISATION DES STRUCTURES (*)

by Mohammed HNID (*)

Communique par E SANCHEZ-PALENCIA

Résume — Considérons les structures périodiques comportant des inclusions minces
faiblement conductrices de « codimension un » De telles structures (alvéolaires, stratifiées )
sont caractérisées par 3 paramètres e la periode de la structure, r l'épaisseur des inclusions et
X la conductivite de ces inclusions Le comportement macroscopique de telles structures
s'obtient en faisant tendre (e, r,\) vers (0, 0, 0 ) avec — • 0 dans les équations qui décrivent le

phénomène a étudier Nous procédons à l'analyse asymptotique, qui dépend de la limite du

rapport critique — , par la methode de la T-convergence et nous donnons un critère d'optimahté
£ A

de telles structures

Abstract — Pet wdic structures including thin « one-codimensional » inclusions with small
conductivity are considered Such alveolar, stratified structures are charactenzed by 3
parameters e the period of the structure, r the thickness of inclusions and X the physical
coefficient of these inclusions The macroscopic behaviour of such structures is obtained by
letting (e, r, X ) tend to (0, 0, 0 ) with y0 in the constitutive équations descnbing the studied

phenomena The asymptotic analysis, which dépends on the limit of the ctitical ratio

— , is performed by means of Y-convergence method In the last section we give an optimahty
EX

enter ion for the design of such structures

1. INTRODUCTION

L'étude des matériaux composites s'est considérablement développée ces
dernières années suivant différentes méthodes : développement asymptoti-
que par la méthode des échelles multiples cf. A. Bensoussan, J. L. Lions et
G. Papamcolaou [5], E. Sanchez-Palencia [24]... ; méthodes énergétiques et

(+) Reçu en janvier 1989
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628 M. HNID

compacité par compensation cf. F. Murât et L. Tartar [21] [22] [25]... et les
méthodes variationnelles (F-convergence, épi-convergence, Mosco-conver-
gence) cf. E. De Giorgi [15], H. Attouch et R. Wets [3], U. Mosco [20]...

Nous considérons ici les matériaux comportant une répartition périodique
d'inclusions minces et faiblement conductrices de classe C1 par morceaux et
de « codimension un ». De telles structures sont caractérisées par 3
paramètres (cf. fig. 1) :
e : période de la structure
r : épaisseur des inclusions
X : conductivité électrique ou thermique (coefficient d'élasticité) des

inclusions.
e, r, X, - sont faibles devant un.

" Figure 1.

Le comportement macroscopique de tels matériaux s'obtient au moyen de
l'analyse asymptotique (homogénéisation) lorsque h = (E, r, X) tend vers
O (0, 0, 0 ) et - vers 0 dans les équations qui décrivent le phénomène à

étudier. Nous nous proposons ici d'étudier ce processus limite pour la
conductivité en utilisant la méthode de Pépi-convergence (ou avec une
terminologie équivalente F-convergence). Nous mettons en évidence l'exis-

¥

tence d'un rapport critique dépendant de la limite de — lorsque
EX

h tend vers 0 et nous déterminons l'équation limite indépendamment de la
forme de la zone faiblement conductrice. Le dernier chapitre sera consacré
à l'étude d'optimalité de telles structures. L'extension de l'étude au cas du
problème d'évolution (que nous n'abordons pas ici) s'obtient (cf. E.
Sanchez-Palencia [24] par exemple) moyennant la théorie des semi-groupes
en s'appuyant sur un théorème de Trotter-Kato [26] (cf. également H.
Brezis [7]).

Le cas de la forte conductivité a été étudié par H. Attouch et G. Buttazzo
[2]. Voir également d'autres travaux récents : N. S. Bahvalov et G. P.
Panasenko [4], G. Bouchitte [6], D. Caillerie [11], D. Cioranescu et S. J.
Paulin [13], G. Dal Maso et L. Modica [14]...
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 62

2. PRÉSENTATION DU PROBLÈME ET RAPPELS

Soit Y = [0, 1 ]" le cube unité de R" et S <= Y une variété de dimension
n - 1, de classe C l par morceaux et de mesure superficielle finie (cf. fig. 2).

On pose :

(2.1)

a(x i

SetyeZ"}

= {xeR";dis ( x . S ^ ^
\ six e S/{ i \

1 ailleurs;
x e

On désigne par uh (h = (s, r, \ )) la solution du problème de minimisation
suivant (cf. (2, 1))

(2.2) : min FA(u) - 2 I fu dx\ ;u e H^

Fh(u)= f a , | i ) M | 2 J x ; / 6 L

û/i (x) = fl ( i, -, \ ") ( - ) : conductivité en x G fi

d'équation d'Euler :

- div (ah Du ) = ƒ dans n
u = o sur an

vol. 24, n' 5, 1990



630 M. HNID

et l'on se propose d'étudier le comportement asymptotique de la suite
{(^h) 5 ^ 0 } (comportement de {üh ; h -• 0 } et des minima correspon-
dants).

Pour la commodité du lecteur nous allons donner la définition (dans le
cadre métrique) et des propriétés variationnelles de l'épi-convergence (cf.
H. Attouch [1], G. Buttazzo [9], G. Buttazzo et G. Dal Maso [10], L.
Carbone et C. Sbordone [12], E. De Giorgi[15].

DÉFINITION 2.1 : Soit (X, T ) un espace topologique métrisable et

Fh, F : X -> Û une suite de fonctions. On dit que la suite {Fh ; h -> 0 } 7-épi-

converge vers F si pour tout u e X, on a :

O V{U A ; I> A ->K} ; lim inf Fk(vk) ^ F(u).
1 J h

ii) 3 \uh ; uh -> u\ ; lim Fh(uh) = F(u).
1 J h

On note alors :

F = T - lim, Fh (ou F = T - ((X, T )) lim Fh) .
h h

THÉORÈME 2.2: Soit (X,T) un espace topologique et Gk;Fh:X^>Û

deux suites de fonctions.

1) Si {Gh ; h —• 0 } r-épi-converge vers une fonction G et [xh ; h —• 0 } une

suite relativement compacte telle que lim ( Gh(xh) — inf Gh \ = 0 , alors
h \ X I

G(x) = min G et G (x) = lim Gk(xk)
x k

x étant la limite d'une sous-suite (xk)k de (xh)h.

2) Si Gh = Fh + H, avec H:X-^R une fonction continue et
{Fh ; h —• 0 } une suite T-épi-convergente ; la suite {Gh; h -> 0} est alors T-
épi-convergente et l'on a :

T - lime (Gh) = T - lime (Fh) + H.
h h

Remarque 2.1 : Si le problème {min G (x) ; x e X} admet une solution
unique x alors : lim xh = x dans (X, T ).

h
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 631

Compte tenu du théorème 2.2, nous allons étudier Fépi-convergence de la
suite {Fh - 2(f, . )L2(n); h -• 0} (cf. (2.2)) pour une topologie pour
laquelle la suite des solutions [ûh ; h -+ 0 } est relativement compacte.

Remarque 2.2 : Compte tenu du fait que la suite {Fh ; h -• 0 } n'est pas
uniformément coercive, la topologie n'est pas a priori donnée : prendre par

exemple H = ]0, 1[ ; S = | i | et ƒ - 1. La suite {\Dûh\ ; /Ï — 0 } n'est pas

compacte dans a(Z, l(n), L °°(n)) lorsque lim sup — ̂ > 0, puisqu'elle n'est

pas équi-intégrable (intégrer (2.2) dans ce cas).

Fh(u) =

3. ÉNONCÉ DES RÉSULTATS

THÉORÈME 3.1 : Supposons que la suite \ — ; h —• 0 1 converge vers
[ eX J

k G M+ , alors :
1) La suite des fonctions {Fh ; h -• 0 } définies sur L2(ft) par :

r
ah\Du\2 dx si ueHl(O,)

Jn
+ oo si ueL2(Ù)\H\n)

T-épi-converge, T = s — L2(Ct), vers Fhom définie par :

jhom(Du)dx si ueHl(Q,)

+ oo ailleurs ,

où j h o m est la forme quadratique définie par (z e R") :

7 'hom(z) = [min | \Dw + z\2 Jx + i j [w]2 du ; w e H \Y\S)
[ JY\ S k JS

f
wY-périodique et w dx = 0

Y

([w] = saut de w sur S)

jhom(z) = \z\2 si k = 0.

Ce résultat reste valable en considérant les restrictions des fonctions
Fh, Fhom à Hl

a(fl).

2) La suite des solutions [üh ; h -• 0 } des problèmes (2.2) est relativement
compacte dans L2(fl) fort.

vol. 24, n° 5, 1990



632 M HNID

3) Par conséquent, la suite des solutions {ûh ; h -• 0 } des problèmes

- div (ah Du ) = ƒ dans ft

u = 0 swr ail

converge dans L2(Q) fort vers ü solution du problème

- div (A hom(Du ) ) = ƒ
w = 0 sur Ôfl

OM A h o m = 8/ h o m est la matrice homogénéisée associée à j hom

Remarque 3.1.1 : Pour tout r\ > 0 et tout ƒ G Z,2(rî), la suite des solutions
des problèmes

M) + Ti f u2dx-2 \ fudx,ueHl
0(O,)\ ; A - 0

converge dans L2(fl) vers la solution du problème (cf. théorème 3.1.1,
théorème 2.2 et lemme 3.1.3)

-n j u2dx-2 | /M£fcc, Mmm

La démonstration du théorème 3 1 est en deux parties 1 Estimations. 2 :
Calcul de Fépi-limite.

3.1. Estimations

Nous allons à présent énoncer un certain nombre de lemmes qui vont
nous permettre de prouver la relative compacité de la suite [ûh , h -> 0 }
sous l'hypothèse qui apparaît naturellement dans les estimations

Ja
(3.1.1) sup I ah dx < + oo .

h

Soit. sup — < + oo
h e ^

Pour simplifier les démonstrations des lemmes 3.1.1 et 3.1.3, on va faire
quelques hypothèses géométriques, en fait peu restrictives sur S (cf. la
généralisation dans M. Hmd [17]) .

(3 1 2) Dans le cadre du lernme 3.1.1, on suppose qu'il existe un repère
( ö ; x b . . . , x „ ) , a >0 et MeN (pour S donnée) tel que
(O ; xn) vérifie la condition (T) suivante : toute droite parallèle à
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 633

(O ; xn) (qui rencontre S) coupe S un nombre de fois inférieur à
M sous des angles supérieurs à a.

Dans le cadre du lemme 3.1.3, on suppose que (O ; x}),
(6>;x2), ..., (O;xn) vérifient (T).

LEMME 3.1.1 (Inégalité de Poincaré avec poids) : Sous l'hypothèse
(3.1.1), il existe une constante C e R + qui ne dépend que de fi telle que :

r r
u2dx^C ah\Du\2dx; Vw e H ^(Q,), VA ̂  0 .

Jn Jn

Preuve ; Posons H = sup | x - y \. Pour tout x e 11 et tou t ( p e â (fi)

: „ . . . , t)\dtJ
,,..., t ) fljPC*,, ..., î )\Dv(xlt ..., t)\dt

u...,t )dt\ x

x (\ ah(xl,...,t)\D<p(xl,...,t)\
2dt\

d'autre part, il existe deux constantes c0 3= 1 et c telles que (cf. (3.1.1),
(3.1.2))

(3.1.3) [^( .„ . . . .O^^^I-^ , ! ) - , VA.

soit (C = Hc)

, . . . , t)\2dî

(3.1.4) 9
2(x)*cf ah(xu ..., / )\D<p(xu ..., t ) \ 2 dt

Jx» Jt

Jn J n

formule que l'on étend à ̂ o(n) par densité.

LEMME 3.1.2 : Sous l'hypothèse (3.1.1), la suite [ïïh ; h -> 0 } est bornée
dans L2{CL). De plus :

h

vol. 24, n° 5, 1990
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634 M. HNID

Preuve : Pour tout h, ûh minimise Gh = Fh — 2 ( ƒ, . )L2,a^ donc
Gh(ûh)**Gh(0), soit

r c
a;j | £>% | dx ̂ 2 füh dx

Jn Jn
et en utilisant le lemme 3.1.1, on a

f üldx^C f ^ |£>^|2^2

de même

f
n v y

4 C | | / | | | ï ( n ) .

LEMME 3.1.3 : Sous Vhypothèse (3.1.1), la suite \ûh ; h -» 0 } est relative-
ment compacte dans L2{Ci) fort.

Preuve : On utilise le critère de compacité suivant {cf. H. Brezis [8]) :

— La suite étant bornée dans L2(£l), il s'agit de montrer que :

Vp > 0, V Û ) C C U ( Û ) ouvert), 38 < dis (o>,

tel que

H est rapporté au repère (O ; xl3 ..., x n) {cf. (3.1.2)). Il existe une constante
c telle que pour tout s = (j l9 ..., s n) (ou 5 = £ ^ ) ^ |5Z |2 ̂  c|^|2 (équiva-

lence des normes sur F5").
Pour tout x e O et tout <p e

J = \ I \ J - i

(3.1.5) | (<p(x + s) - cp(x))z dx ^

, 2
n i \ (f(x+lsJ dx

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 635

or

t = 0

+ J] Sj + w, J m<p l^x + X s7 + ttt j rfr

et comme dans (3.1.4) (cf. (3.1.2) et (3.1.3)), il existe n constantes
ct telles que pour tout i

dt

en reprenant (3.1.5), on obtient

f (f(x + î ) - 9 W ) 2 & « « ic, |*, |2 f ah\D<p\2dx

et par densité

f (^(x + ^ - û ^ x ) ) 2 ^ ^

soit (c/. lemme 3.1.2)

(3.1.6) S U P | | T , ^ -

K= Inc £ cz sup ah\Düh\
2 dx\

\ , . i h Jn )

1/2

00 .

Il suffit donc de prendre 6 = -^. •

A partir de (3.1.6), nous allons montrer que Fhom « vit » sur HX(CL). Cf.
également les travaux de G. Bouchitte [6] basés sur les fonctionnelles
intégrales sur un espace de mesures.

vol 24, n° 5, 1990
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LEMME 3.1.4 : Soit u e L2(Cl), supposons qu'il existe une suite

telle que
hm Fh{uh)

h

alors
ue

Ceci prouve que dom I T — lime Fh \ a Hx(Ci).
\ h I

Preuve : On utilise la proposition IX 3 (cf. H. Brezis [8]). D'après le
lemme 3.1.3 (cf. (3.1.6)), pour tout ouvert w c c d et tout 5 6RM,
| j | ^ dis (Ü>, C^X il existe L e R + tel que :

hsUh-uh\\L2{)^L\s\ y h

1/2

J3 I ah\Duh\2dx\

Soit, en passant à la limite

L = [wc Y, ci SUP ah\Duh\
2 dx J < + 00 .

donc ueHl(a). •
On peut à présent passer au calcul de l'épi-limite.

3.2. Calcul de l'épi-limite

Si usL2(Sï)\Hl(Cl)9T~]imeFk(u) = + 00 (cf. lemme 3.1.4). Pour
u e f/1 (H), on procède en 3 étapes :

1) Épi-limite en une fonction affme.
2) Épi-limite en une fonction affine par morceaux.
3) Extension de l'épi-limite à Hx(£l).

1) Soit u une fonction affine et posons Du = z, nous allons construire une

suite \uh ; uh -• wl telle que lim Fh(uh) = Fhom(w).

Considérons la suite {wjj ; /Î -• 0 } des solutions des problèmes :

(3.2.1) j m i n | a(x L^x\ \Dw + z \2 dx ;

[ J Y V e '
w e HX(Y), wY-périodique et w dx = 0 1

J y J

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numénque
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1

et considérons la suite (on étend wz
h à W par périodicité)

(3.2.2) uh{x) = u(x) + z w l ^ ; x e l ) .

637

La suite {uh ; h -• 0} converge vers u dans L2(O) fort car (prendre
w = 0 dans (3.2.1)) :

J fl(ui(

(3.2.3)

et
JY

soit (on utilise l'inégalité de Poincare : wz
h F-périodique et xvz

h dx = 0)
J

- u f d x - | O | s2 f (wffdx* \n\ z 2 c f « / , _ : , ,
n JY J Y \ e

2 „2

On a :

(3.2.4) ÛA

; 4 C | a | | 2 r | 2 e 2 - 0 .

dbc

d'autre part, la fonctionnelle limite de la suite {F{
h ; h -• 0 } donnée par :

\ ahLtk\\Du + z\2dx; si « e i f ^ T )

\Y)\H\.+oo si usL\Y)\H\Y)

est (c/ H. Attouch [1]) :

1) si k * 0

I, ; si

+ oo ailleurs

vol. 24, n' 5, 1990
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2) si k = 0

M HNID

; si UBH\Y)

4- oo ailleurs .

Ces résultats restent valables lorsqu'on considère les restrictions des
fonctions F\, FX à

B(Y\S) = \we Hl(Y\S), w F-périodique et I w dx = 0 ]

dans 1) et les restrictions de F\, Fo
l à

f i r ]
,B(F) = 1 w G if H y), wF-périodique et w dx = 0 [

dans 2) et (c/. théorème 2.2)

min F1; si k =£ 0

lim min I a / j L ^ \ | i)w + z |2 dx =
m m JFÔ = | z | 2 ; si A: = 0

donc (c/ (3.2.4), (3.2.1)):

{
\\Çl\\Du\2', si

Il reste à montrer que lim inf Fh(vh) === Fnom(u), pour toute suite

\vh;vk ->u\ : pour tout <p G ®(O) avec 0 ^ cp

avec, compte tenu de div {ahDuh) = 0 (c/ (3.2.2), (3.2.1))

I f
<pah(Duh9D(vh-uk)) dx

I Ja
ah(D<p9Duk)(vh-uk)dx

c( ] aH\Duh\
zdx

1/2
~uhf

1/2

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 639

donc

lim inf Fh(vh) ^ lim Fh(uh) = Fhom(u) .
h h

2) Soit II un hyperplan qui divise H en deux ouverts n1 et Cl2 et
WG C°(fi) une fonction affine sur chaque H r On pose Du\ü = zt et

Cl£ = {x G fi ; dis ( x , Ï I ) < e } . Comme dans le cas affine, on considère

les suites ul
h(x) - u(x) + ewW - j définies sur fll et on prend

ul
h(x) si x G n,\IlE

dis (x ,n) ,x . . . ( m , . _

= dis (x, n) u^ / ^ W w(x) si x e ^ n d , .

On montre simplement que (on utilise 1), 0<ah^l, lim|fie | = 0 et

(3.2.3))

lim uh = u et lim Fh(uh) = Fhom(u) .
h h

r T i
Et comme dans 1), pour toute suite \vh;vh-m\

r 2 r h
lim inf ah\Dvh\ dx ^ j m(zt) dx

h Jat J n,
donc

lim inf Fh(vh) ^ V I jhom(Du) -l \ jhon

Résultats que l'on étend aisément à toute fonction continue et affine par
morceaux.

3) L'extension de Tépi-limite à Hl(O,) se fait par argument de densité
(Fhom étant continue sur H\to)).

Soit u G Hx(fl) et {<pB ; « -• + oo } une suite de fonctions continues et
affines par morceaux convergente vers u dans H{(fl) (cf. I. Ekeland et
R. Teman [16]). D'après 2), pour tout «, il existe une suite

«,* ;«*,* -• ^ 1 t e l l e ^ u e l i m ^ ( " B , A ) = ^h°m(<Pj- E n utilisant une
J A

vol 24, n° 5, 1990



640 M. HNID

formule de diagonalisation (cf. (1.16), (13.2) H. Attouch [1]), on obtient

une suite {«„(A)iA ; KB(A),A - u\ telle que

(3.2.5) Km sup Fh(un(h),k) ^ Fhom(u) .

Pour toute suite < vh ; v h —• u \ (on peut supposer, sans aucune restriction,

jp

tp„ dans L2(fi) et donc, d'après 2)

que lim sup Fh(vh) < + oo), la suite {vh -\- y>n — u ; h ^ 0 } converge vers
h

lim inf F^(vh + <pn — u) s= F m(<p„) ; Vn
h

d'autre part
r

Ja

soit

l i m i n f Fh(vh) ^ Fhom(<pn) + / ( « ) ; V«
h

/(n) = lim inf 2 ah (D(vh + <pB - M), D (U - <vn)) dx
h Ja

^ - î i m s u p 2 { ( f flA|Z)i?A|2d!x)1/2 f f \D(u-vn)\
2dx)

h { \ J n / \ J n /

1/2

+ J
donc {lim inf / (n ) === 0 )

lim inf Fk(vh)3*Fhom(u)
h

et par suite (cf. (3.2.5))

]imFh(un{h)th)=Fhom(u). M
h

II reste à montrer que la fonctionnelle limite reste inchangée lorsqu'on
restreint les fonctionnelles Fh à HQ(£1). Ceci consiste à montrer que pour

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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HOMOGÉNÉISATION EN CODIMENSION 1 641

tout UGHQ(CÏ)9 il existe une suite \uh ; uh -> u\ a i/o (fi) telle que

lim Fh(uh) = Fhom(u). On peut supposer que ue S (fi) ; l'extension à

i/o (fi) se fait comme dans 3).
Soit donc ue ^ ( f i ) et considérons la suite

(MA G £f(j(fi) : supp (wA) C supp (M)).

On pose wf"w(j) = w(x, j ) et donc

soit

f ah\Du

Duh(x) = Du (x) + Dyw{x9j} + zDx w (x, ~

h\
2dx~ \ ah{x)

\ jhom(Du) dx = Fhom(u) . M

4. APPLICATION AU CAS DES COUCHES PLANES

Le calcul explicite de la forme quadratique y'hom permet d'avoir les
caractéristiques du « matériau limite ». Nous nous proposons dans cette
partie de calculer explicitement Fhom dans le cas des couches planes (voir
également d'autres exemples dans le § 5).

Y = [0, 1 ] 2 x |~- - , - 1 , S = {x e Y ; x3 = 0} ,Soient

(cf-fig- 3) et considérons le problème de minimisation (z(zu z2, z3) e R3) :

0?z) {min gz(w) ; w e B (Y\S)}

gz(w)= \ \Dw + z\2dx+l- \ [w]2dcr
JY\S K JS

B(Y\S) = \WE H\Y\S)9 wF-périodique et w dx = 0 l .
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Figure 3.

PROPOSITION :

1) La solution wz du problème
xx et x2.

2) wz vérifie

ne dépend pas des variables

Vx G u x2, - x3) = - wz(xh x2, x3) .

3) wz est affine sur Y+ et Y~.
4) Le minimum de (£PZ) est

et donc

Preuve *

1) Pour tout SE ]0, 1 [. La fonction wzs définie par

Z(^X] — iS", X 2 , X 3 J SI Xj — S ^ U

[wz(x1 — s 4- 1, x2, x3) si Xi — 51 < 0

est une solution donc, d'après l'unicité de la solution (gz est strictement
convexe et coercive sur B(Y\S) menu de la norme de Hl(Y\S))

wz ne dépend donc pas de xx.
Le même raisonnement (par rapport à x2) nous permet de montrer que

wz ne dépend pas de x2-

2) La solution ne dépend pas de xl et x2 donc la fonction w définie par

w(x) = - ux2, - x 3 )
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est aussi une solution et par suite

wz(x) = w(x) = - wz(xu x2, - x3) .

3) Considérons la fonction w affine sur Y+ et Y~ telle que

w(x) = wz(x) ; V x e {x G Y; x3 = 1/2}

(xu x2, 0+ ) = wz(xu x2, 0+ ) ; V (x b x2) e [0, 1 f

(xux2,x3) = - w(xux2, - x3) ; V i e Y'

et appliquons l'inégalité

à u(x3) = wz(x) + z3 x3, a = 0 et b = 1/2 ; on obtient

-— + 3̂ ) dx ^ \
+ z3 dx .

De même, on obtient le même résultat sur Y~ et par suite, on a

donc
W7 — W .

643

4) D'après 2) et 3), il existe un réel a tel que Dw2 = (0, 0, az3) sur
Y\S, soit

(z2)2 a2 + 2(z3)2 a + (z3)
2

a minimisant la quantité

On trouve a = — et par suite

donc

1 < ^2O3f

i T h o m ( M ) = I l l ™ \ \ [ ^ 2

et l'on retrouve le résultat formulé dans M. Hnid [18].
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5. CRITÈRE D'OPTIMALITÉ

Dans cette partie, nous allons donner un critère d'optimalité des
structures étudiées antérieurement (cf. § 3) en s'appuyant sur un résultat de
F. Murât et L. Tartar [23].

Nous avons montré que le problème limite de la suite des problèmes

- div (ah Du ) = ƒ dans £1

u = o sur an

est (cf. § 3)

J al} — ] = ƒ dans II

u = 0 sur dft

avec al} = aJt =
g 2 • hom

On désigne par \ ; i = 1, ..., n les valeurs propres de la matrice symétrique
A = (a^^j et par T sa trace. Le résultat principal de cette partie est le
suivant.

THÉORÈME 5.1 : Pour tout i = 1, ..., n on a

1

valeur j — — - ne peut être atteinte simultanément par tous les
A + i " i •*-

\.l (k =j£ 0) car

T: "'
n+ \S\k'

Ainsi, on dira que la structure périodique « isolante » est optimale si

T = -
n+ \S\k-

Preuve : Soit 7 un réel positif non nul et considérons la forme quadratique

= j m i n f û(li7>

w7-périodique et w dx = 0 1 .
Y

La matrice A^'x) = (a^-x))ltJ ; a^x> = l6-7'^' , de valeurs propres
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\f7ïX\ est la G-limite de la suite des matrices (cf. H. Attouch [1], A.
Bensoussan, J. L. Lions et G. Papanicolaou [5], P. Marcellini [19])

( x \ w

- J I. Et les valeurs propres Xf7ï } vérifient (cf. F.

Murât et L. Tartar [23]) :

1) jx_ ^ \ ^ x ) ^ , x +

2) V 1 ^ 1 n- 1

avec |JU_ = et | X + = 1 + Y | S | ( X - 1 ) .

Posons y = - et utilisons le fait que j (z) = lim j v e 7 (z) (c/ § 3).

/ v

Nous obtenons | lim - = 0

r )

2') ^I^fc^l+n.

Écrivons 2') sous la forme :

soit

n)
i ] * i

or

n2

donc

^ X ' " rc+ \S\h'

Exemples (n = 2, 3 ).
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a)

~ 1

I
i

O i

Figure 4.

à) m couches orthogonales à (0 ; xx), p couches orthogonales à
(0 ; x2) et q couches orthogonales à (0 ; x3)

\S\ = m +p + q

et

En utilisant l'inégalité (a, b, c, d et k positifs : a + b # 0)

a b a + b
dk ac bd

a + b

si

on obtient, si m ^ p

1 1 1
+ +pk l + qk 1 t m

i -i-

^ (m+p + q )k

La structure est optimale si et seulement si m ~ p = q.

3+

| S\ < 4 et 7
(̂  1

T =

Calcul de7hom dans les exemples précédents.
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Pour résoudre le problème (z — (zu ..., zn))

(0>z) {min0z(w); w e B (Y\S)}

r i r
gz(w) = |£>w + z |2 öfx H- - [w]2 do-

J Y\ S ^ J S

B(Y\S) = \we H\Y\S), wF-périodique et I w dx = 0 |

dans le cadre de l'exemple a), considérons le problème auxiliaire (cf. fig. 5)

(0>z) jmin ( — + .

wsHx(]A, B[\E) et w (A) = w(B) = 0}

ƒ ( / ) : le nombre de fois que ]A, B [ coupe St ls= {^J St ) •

Figure 5.

La solution de (0>z) (cf. M. Hnid [17]) est une fonction wj(l) : [A,B]->M

affine sur chaque intervalle ]tt, tl + ̂ [ dont les pentes et les sauts sont donnés
par :

(5.1)
j = ! , . . . , ƒ ( 0 + 1

kz,

Et la fonction wz(x) = £ < ( 0 ( x , ) ; avec 1(1) = m, 1(2) = p et 7 (3 ) - #,
i = i

est la solution du problème (&z) dans le cas de l'exemple a).
Soit

1 + mk + pk ' +
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Dans le cas b) (I(i) = 2) pour z = (zu 0) la solution w. est telle que (cf.
(5.1))

2k
kz

x '

soit

(5.2) 7hom((z i50)) =

De même

TS ^ ihom{ (C\ 7 U , 1( ' 7 ( , ( , , 2 ) ) + 2 f c ) 2 (

D'autre part, Vvc e 5(7X5) on a (2 = (zb z2))

2) •

avec : M' (x b x2) = M(X,, 1 - x2)

donc

(5.4) y ^ C z i , ^ ) ) =7"hom((z.. - * 2 »

d'après (5.2), (5.3) et (5.4) on a

j h o m ( ( z l s z2)) = ; h o m ( (z , , 0)) +;h o m((0, z2))
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