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COMPARAISON ENTRE LES MODÈLES TRIDIMENSIONNELS
ET BIDIMENSIONNELS DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ (*)

par Ph. DESTUYNDER (*)

Communiqué par P G CIARLET

Résumé — Nous comparons les solutions des modèles tridimensionnels et bidimensionnels de
plaques en élasticité linéaire lorsque Vépaisseur devient infiniment petite. Nous donnons des résultats
de convergence et d'estimation a" erreur, en mettant en évidence le rôle joué par le type des conditions
aux limites sur les résultats obtenus.

Abstract. — We compare the solutions of three-dimensional linear plate models and two-dimen-
swnal ones as the thickness becom.es infimtly smalL We prove convergence results and we give error
estimâtes, pointing out the influence of boundary conditions on the obtained results

1. INTRODUCTION

Dans un article précédent [1] avec P. G. Ciarlet, nous avons donné une
formulation générale de la méthode des développements asymptotiques
introduite par Gol'denveizer [2] pour les plaques, et par Rigolot [3], pour les
poutres. Cela nous a permis par exemple de retrouver sans aucune hypothèse
à priori le modèle biharmonique pour les plaques en flexion. Nous rappelions
brièvement le formalisme de [1] dans le premier paragraphe de cet article.
Dans le second paragraphe, nous appliquons la méthode pour retrouver le
modèle bidimensionnel des plaques simplement appuyées. Pour ce type de
conditions aux limites, nous donnons une estimation d'erreur optimale entre
les solutions des modèles bidimensionnel et tridimensionnel.

Dans le troisième paragraphe, nous abordons l'étude de l'erreur pour les
plaques encastrées. Nous généralisons la loi de comportement de Hooke
utilisée jusqu'ici, au cas d'une loi de comportement pour un milieu anisotrope
et inhomogène.

(*) Manuscrit reçu en décembre 1980.
(*) Service Informatique et Mathématiques Appliquées EDF Direction des Études et

Recherches, Clamart
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332 PH. DESTUYNDER

Nous définissons alors le modèle limite de plaque lorsque l'épaisseur devient
infiniment petite. L'existence et l'unicité d'une solution sont démontrées sous
des hypothèses très générales sur les forces appliquées à la plaque. Nous
prouvons également la convergence de la solution du modèle tridimensionnel
vers celle du modèle limite. Enfin avec des hypothèses de régularité sur les forces
appliquées, nous estimons la vitesse de convergence vis-à-vis de l'épaisseur.
Nous mettons ainsi en évidence un phénomène de « couches limites » au
voisinage de frontière latérale de la plaque (portion encastrée).

Dans la suite, nous ferons appel aux résultats suivants dus respectivement
à Brezzi [4] et à Babuska [5].

THÉORÈME 1 : Soient Z et V deux espaces de Hubert de normes respectives
II • Ils et ||. \\y, et soient a f ? x~Z -> R, B : I x V -> R, F : V -» R, g : I -> R,
des formes bilinéaires et linéaires continues, vérifiant

F, supF,

(c désignant des constantes diverses, indépendantes de x et de u). Alors, il existe
un et un seul élément (a, u) e X x V tel que

VxeS,a(a ,x) +B(%9u) = g(d9

Vu G V, B(o, v) = F(v). •

THÉORÈME 2 : Soient Hx et H2 deux espaces de Hilbert de produits scalaires
notés respectivement (.,•)«, et(.,.)H2.SoitS{o, v)unefarmebilinéairesurH1 xH 2 ,
telle que

(i) \S(a,v)\^c1\\a\\lu\\v\\H2;

(ii) Vaeff̂  sup|^^c2 | |a| |Hi;
veH2 || V \\li2

(iii) Va e Hx, S(o, v) = 0 -> v = 0 .

Soft, ew/ïn, L(.) une forme linéaire continue sur H2. Alors, il existe un et un seul
élément o de Hu tel que

VÜ e H2, S(a, v) = L(Î;) . •

Par ailleurs, nous ferons la convention que les indices latins varient de 1 à 3
tandis que les indices grecs varient de 1 à 2. Nous ferons aussi la convention
de sommation sur les indices répétés.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 333

1.1. Le problème tridimensionnel des plaques [1]

Nous désignerons par CÛ un ouvert borné de M2 ayant une frontière y régu-
lière. Nous poserons également

Qe = co x ] - £ , £ [ , Po = y x ] - e, e[ ,

P+ = Cû X { 8 } , P_ = CÛ X { - 8 } ,

si bien que la frontière de Qz est partitionnée en Fc
Oy P+ , P_. Nous supposerons

que la plaque considérée occupe le volume Q£ dans IR3. Le problème est alors
de trouver un champ de déplacements et un champ de contraintes définis
sur Qe, satisfaisant simultanément l'équation d'équilibre et l'équation de
comportement. Afin de fixer les idées, nous supposerons, dans ce paragraphe
que les déplacements s'annulent sur Fe

0. Nous avons montré que cette condi-
tion redonne des conditions aux limites du type « encastrement » pour le
modèle bidimensionnel de plaque [1],

Nous poserons ainsi,

7e ƒ , , ! , , /,, ̂  e- &MfO e \ 11 H ent- T̂ £ \ ^ ^ '
^ — \v\v — [Pi) 6 ïi \}>L j , y( — u su r i Q j ,

et le problème tridimensionnel des plaques (qui admet une solution unique)
est de

trouver (a, u ) e l £ x Fe tel que 1

VveV\B(o\v) = F(v), J
avec

J* (\ + v v \

—r^~ Vi*} tij - "F OPP Xi>P h E > 0, 0

a(a,x)= | (i-^ayTij ~^OPPTPP),E > 0,0 < v < - ,

r
x, v) = - xfj dfij,

J
nE

(3)

Les densités de forces (ƒ, ^J sont telles que F(.) définit un élément de Ve' et £
et v désignent respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson
de la plaque.

vol. 15, ri» 4, 1981



334 PH. DESTUYNDER

1.2. Changement d'ouvert de référence

La dépendance de la solution (er, u) de (2) vis-à-vis du paramètre £ est com-
plexe. Afin de pouvoir appréhender le comportement de (a, u) en fonction de e,
nous utiliserons une technique de- changement d'échelle suivant la coordonnée
x3. Nous poserons pour cela :

r + = œ x { 1 } , T_ =co x {
• 1.1[, 1

- 1 } 1 (4)

et nous définirons, pour chaque £ > 0, l'application

F £ : X = (xl9 x%9 x3) e Ô ^ F%X) = (xl9 x2, ex3)

avec
FZ{X) = XE = {xl9x29 x%) et x£

3 = 8x3 .

Ainsi, une fonction <|) définie sur ft£, se transforme en une fonction (j>e définie
sur Q par

Nous avons également les correspondances suivantes :

f f
Jn- " Jn

i>V _ 1 dp

En fait, ce changement d'échelle peut être interprété comme un changement
de paramétrisation d'une variété. Il lui correspond donc des changements de
coordonnées dans les espaces tangent, co-tangent, etc.. qui conduisent à
transformer les déplacements, les forces et les contraintes, de la façon suivante :

v e V\ v = (vl9 v 2 , u 3 ) -• ( ifl9 if29 - v \ ) , o ù t f l = v i o F z ; ( 5 )

V B /
T e Ç£

s 'T = (xaP, x a 3 , x 3 3 ) - • (T£p, 8i£
a3, 8 2 x £

3 3 ) , o ù x\} = %tj o F £ ; (6)

l.&*®> 1 (7)
9 = (9u 9* 93)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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X3 = SX

Figure 1.

vol 15, no 4, 1981



336 PH, DESTUYNDER

Remarque 1 : II peut sembler arbitraire de procéder comme nous l'avons
fait, du moins en ce qui concerne les forces appliquées. On peut faire l'obser-
vation suivante. Le problème que nous traitons est linéaire. Il est donc bien
évident que la solution correspondant à un système de forces appliquées à la
plaque est la somme des solutions correspondant aux différentes forces appli-
quées séparément. Par conséquent, il est tout à fait loisible d'effectuer la
transformation linéaire de notre choix sur les forces appliquées et de supposer
ensuite qu'elles ne dépendent pas de e.

Définissons maintenant les espaces

V = {v\v = {vdeHl<fl),vî=O sur To }, )

qui seront munis de leur norme naturelle respective

|_ï=l,3

* - II T ||S = f £ || Xy llj
| j J = 1,3

Un simple calcul permet alors d'établir le résultat suivant [1] :

THÉORÈME 3 : Désignons par (a8, uz) Vêlement construit à partir de (a, u\
solution de (2), à Vaide des formules (5). (6) ; alors, (ae, if) est V unique solution de

Trouver (ae, i / ) e E x V tel que

VT G Ç, ao(a\ x) 4- s2 a2(a\ x) + 84 a^(o\ x) + B(t, uf) = 0 , \ (9)

Vt; G K, B{o\ v) - F(v),

où nous avons posé, pour des éléments a, x, v, arbitraires,

v vf 1
= —

^ T ) = £ CT33 ^33 .

m = - f ftvt- f 0,-w«,

x, v) = - xy ô(t;;.. •
Jn

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 337

Dans [1], nous avons calculé le premier terme (a0, u°) d'un éventuel déve-
loppement en puissance de e2 de la solution (a£, uz). Avec l'hypothèse fa e H 1(Q\
/ 3 G L 2 ( Q ) , ga eHi(T+ u F_), g3 eL2(F+ u F_) nous avons montré que
(a0, u°) est l'unique solution du système suivant :

Trouver (a0, u°) e S x 7 tel que : 1

VT e Z ao(a°, x) + B(T, M0) = 0 , 1 (10)

Vu e F B(a°, u) - F(v). J

En explicitant (10), nous avons retrouvé par exemple le modèle biharmonique
pour les plaques en flexion. Dans la suite nous étudions l'erreur entre (a\ uz)
et (a0, u°) en discutant sur les conditions aux limites imposées à la plaque.
C'est là la contribution de cet article.

2. CONDITIONS AUX LIMITES DU TYPE « PLAQUE SIMPLEMENT POSÉE »

Nous envisagerons le modèle tridimensionnel sous la forme suivante
(cf § 1) :

Trouver (a, u) e X1 x W* tel que

'1 + v v
Vu

(H)
I r r

, a u dtvj =
r+ ui"-

où Wz désignera l'espace des déplacements admissibles suivant :

W* = j v | v = («^(fl ' l f f))3 ; w3 = üa a. = 0 sur Po et j »„ fca = 0sur y 1,

(12)

(où b = (i»J désigne le vecteur unitaire normal à Po et a = (aa) le vecteur
tangent unitaire parallèle au plan de co).

Nous utiliserons également les espaces suivants munis de leurs normes
naturelles :

? = { î = (xlV)e(L2(Q))i
9},

W = | v = (vd e (H ̂ Q))3 ; v3 = «„ a, = 0 sur T o , et f »„ 6. = 0 sur y j .

(13)

vol. 15, no 4, 1981



338 PH. DESTUYNDER

En utilisant les changements de variables et d'inconnues introduits au § 1,
nous pouvons écrire le problème (11) sous la forme équivalente ci-dessous :

THÉORÈME 4 : Si (ae, u£) désigne Vêlement de £ x W, construit à partir de
(a, u), solution de (11) à Y aide des formules (5)-(7) alors (ae, u£) est Vunique solution
du problème

Trouver (a \ uc) e S x W tel que

Vt G Z, aQ(o\ x) + e2 a2(o
£, x) + s4 a4(a£, T) + B(T, u£) = 0 , l (14)

Vpep,5(a e , z ; ) = F(v), J

ou fe notations sont celles introduites au § 1 à Vexception de Vespace W, défini
en (13). •

Ici encore nous chercherons la solution (a£, uz) sous la forme :

(aE, u*) = (a0, w°) + e2(a2, u2) + £4(a4, w4) + - etc. (15)

En reportant dans (14) l'expression (15) et en identifiant les termes d'ordre
zéro en e, nous obtenons que (a0, w°) doit être solution du problème :

Trouver (a0, u°) e S x W tel que

Vxap e ( L 2 « , J ^ aa°p Ta(J - | aM, x w - j xa, dau° = 0 ,

a3 e (L2(Q))2 , f T.3(3aii§ + d,ul) = O,
Jn

2 f O

a ° d v + l er 3 33t? = ƒ Ü + a y
Jn Jn Jn Jr+ u r-
(* r c r
\ c o d v + \ G o d v = \ f v + \
Jn Jn Jn Jr+ur_

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

THÉORÈME 5 : Sous les hypothèses f^eH^Q), g±eHl{col / 3 eL 2 (O) ,
gj e L 2 (F + u F_), et si la frontière y est suffisamment régulière, le problème
(16)-(20) admet une solution unique obtenue de la façon suivante : u% peut être
identifié avec une fonction de H2(co) n HQ((Û) qui est la solution unique, dans cet
espace, de Véquation :

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 339

Vt>3 e H » n Hè(m\ _ y 2 {(1 - v) daPu3 d.fv3 + v Au3 Av3 } =

(21)

Le déplacement horizontal est égal à w£ — x3 ô^u", où M° e Ho(œ) esr la solution
unique des équations

Ho1!©), - ^ [

Nous avons également

- v) Ya(5(u°) Yap(r) + VYM11(«°) y » } =

(22)

où nous avons posé

n% ~ 7ï 2̂  {(1 — v) yap(w°) + vy^w0) 5ap } , (24)

m% = ~ ^ 2 {(1 - v) Ô^u°3 + v Au°3 5ap } . (25)

Enfin,

(26)

vol. 15, no 4,1981



340 PH. DESTUYNDER

La preuve est similaire à celle donnée dans [1], [6\.
Posons-nous maintenant le problème de déterminer le terme d'indice 2.

L'identification des termes de puissance 2 dans (14) où Ton introduit (15),
conduit aux relations suivantes :

f , fv
Ja Ja

Vxa3 e (L2(fi))2.

Vx3 3eL2(Q),

V» =

v

Jn Jn

= 0 .

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

II est facile de voir que si ces équations admettent une solution (a2, U 2 ) G S X W,
alors, elle est unique. Par contre, nous ne pouvons pas toujours montrer
l'existence de (a2, u2) dans l x ^ Nous avons néanmoins le

THÉORÈME 6 : Si a£p e H2(Q), a£3 e H1{Q\ 033 e L2(Q), alors on peut déter-
miner (a2

p, uf) de façon à ce que (27), (28) et (29) soient vérifiées, m

Démonstration : L'équation (29) implique

soit

U 2 - U2 V

" 3 - « 3 £

3 *3 ~ A 0 (32)

Considérons maintenant (28), nous obtenons

soit
2(1 V f X3 l x\ - 1

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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dont la solution générale s'écrit

ut = u i -

en)
V

+ 2 £ !

Par ailleurs, nous chercherons u\ dans H2((o) n #o(co) de façon à ce que
II apparaît clairement que les hypothèses a°3 e H1(Q) et n°M, m°M e H2((Ù)

sont nécessaires pour avoir w? 6 MK. En fait, d'après (24), (25) et (26) ces condi-
tions sont remplies si

Au°3eH2(a>), g? e &((&), f«eH\Q).

Posons g = Au° ; nous savons, d'après la définition de u% que Ag e L2(œ),
mais aussi que g e L2(co), et qu'en outre, g = 0 sur y (ce qui a un sens). Par
conséquent, si l'ouvert est de classe C1 ou est convexe et lipschitzien, nous avons
(cf. Necas [7]) g e H2((Ù) n H^(œ), ce qui assure que

o°3eHx(Q) et ^ e / / 2 ( ( û ) .

Revenons, maintenant, à l'équation définissant w°. Il s'agit d'un problème
classique d'élasticité; la régularité de ce type d'équations ayant été étudiée
par différents auteurs (cf. Necas [7]), nous savons que, si la frontière y est de
classe C2 et si / . e t f ^ Q ) , g^ eH1(T+ u L ) , alors uj eH3(co) n tf^co)
et, par conséquent, n^ e H 2(co). Les hypothèses du théorème 4 sont satisfaites
si y est declasseC2.

L'équation (17) est équivalente à

où

< = T^i ( (1 - v> VaP(«
2) + vyw(u2) o.,,} (35)

3 7 < ( 1 ~ v ) W«^) + v 8«P' T.M(«P) I + x ^ ; ^°3 5ŒP (37)
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342 PH. DESTUYNDER

avec

,- (38)

Restreignant dans l'équation (30) les champs va à Ho(co), nous obtenons que w2

est la solution unique du problème
Trouver u\ G (HQ((Û)Y tel que

r ? F

Vüa e (Ho^co))2, — — 3 - { (1 - v) Yap(«2) y.p(o) + vy^w2) yjp) } =

(39)

Reprenons maintenant les deux équations (30) et (31). Pour des déplacements
de la forme

v* = "~ X3 d*v 9 V3 — v , où v e H2((ù) n if J(œ), (40)

nous obtenons

^ ( 1 ) d ^ ^ 3 + v A M | Ai?3 } = - x3 ajap ^ i ; 3 , (41)3(!_v2) ^ (1 v ) d

équation qui détermine u \ de manière unique. •

Remarque 2 : En général, on ne peut calculer ni cr̂ 3 ni a33 de telle façon
que les équations (30) et (31) soient satisfaites.

Nous avons le résultat suivant sur les vitesses de convergence :

THÉORÈME 7 : Sous les hypothèses du théorème 6, on a les estimations sui-
vantes :

II <T£
aP " °% " £ 2 CTa

2p U u . 2 ^ 4 ^ CS2 , (42)

Iloîa-^llaw^ce, (43)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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II 0E rr0 II , < r (44\
II ^ 3 3 U 3 3 llLz(H) ^ c •> v*T/

|| we - u° - e2
 M2 llç, ^ ce2 . • (45)

Démonstration : Introduisons les variables d'écart :

°îl = <^p - CT?I» - e2 CT«p, M* = ue - M0 - s2 u2 , ]

<??3 = OÎ3 - ^a°3 , | (46)

cr?3 = a£
33 - a § 3 . J

Nous avons les inégalités suivantes :

^ ao(a*, a*) -h e2 a2{o*, a*) -h e4 a4(a*, a*)

* s * 0 2 * 2 4 f V 2 ^ 4 f 1 o *

= _£ ( a* î W* ) + e4 f ^a 2
H a* 3 - e 4 f i a S 3 a 5 3

= '+e2

d'où

(47)

D'autre part, nous pouvons également écrire

Vx e Z , - B(T, «*) = a0(o*, x) + e2 a2(o*, T) + e4 a4(o*, x) +

ce qui, en utilisant l'inégalité de Korn [8] sur W (on vérifie directement sa
validité) conduit à

II u * II <T C* / II r r * II ^ 4 - P 2 II r r * II - L e 2 II rr* II ± c ^ l fAÔI
II M II w <z v^ ^ || w a p ||(L2(Q))^ ^^ ° II wot3 II(L2(n))2 "•" II 33 lli.2(n)"T ^ / * V " ° /

Le théorème 7 se déduit immédiatement des estimations (47) et (48). •

COROLLAIRE 7 : Sous les mêmes hypothèses que le théorème 1 nous avons aussi

II o* - a?'% lla*(n»< < ce 2 , j

^ - W ° I U ^ C 8 2 . - J

vol. 15, n« 4, 1981



344 PH. DESTUYNDER

La preuve est immédiate à l'aide de l'inégalité triangulaire et du théo-
rème 6. •

Remarque 3 : En revenant à l'ouvert Q£, utilisant pour cela les transforma-
tions introduites en (5)-(8), nous obtenons aussi (voir théorème 8) :

11 ̂  ~ P W \2

2 (50)

On peut donner différentes interprétations de ces majorations en utilisant les
différents moments de ces mêmes quantités vis-à-vis de la surface moyenne.
Introduisons, pour cela, les efforts résultants et les moments fléchissants :

dx3 ,- r
^ap — I

J-8

J-B ^ aP J - l

Nous avons, à titre d'exemple, le résultat suivant :

THÉORÈME 8 : Sous les hypothèses du théorème 7, on a les estimations sui-
vantes :

/" II M 1/1^ ||

II "otp ~ "otP llL2{(û) ^ i

2

Démonstration : Nous avons, tout d'abord, d'après l'inégalité de Schwartz,

• i<o LJ -e

T 0 n 2

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 345

quantité qui, d'après le corollaire 7 est majorée par ce6. D'autre part, en uti-
lisant l'inégalité triangulaire « arrière », nous avons

ce3

soi t
II «ap ll^ta» 2* II n% ll^ta» - c e 3 ,

et en revenant à la définition de n°p, nous en déduisons que

n«ç HL^O» >

Finalement, nous obtenons

Ce .

M 0 M

Une démonstration analogue peut être faite pour—jp gp L2(m)

3. CONVERGENCE ET ESTIMATIONS D'ERREURS DANS LE CAS ENCASTRÉ

Préliminaires

Dans la suite de ce travail, nous sommes conduits, de manière naturelle,
à introduire des espaces de Hubert, constitués de fonctions réelles à valeurs
vectorielles. Seuls de tels espaces nous permettent une analyse mathématique
des méthodes asymptotiques présentées dans ce travail.

Des propriétés fondamentales de ces espaces sont données dans les ouvrages
de H. Brezis [10] (annexe 1) et J. L. Lions-E. Magenes [11] T.l. On trouvera
également un exposé détaillé, mais dans un cadre abstrait, dans le livre 6
(Intégration) de N. Bourbaki [12].

Afin de faciliter la lecture des développements qui suivent, nous rappellerons
quelques propriétés qui nous seront utiles.

On désigne par Q, l'ouvert de 1R3 tel que Q = <o x ] — 1, 1[, œ étant un
ouvert borné régulier de U2. La variable dans ] - 1, 1[ est désignée par x3,
tandis que (xu x2) varie dans co. On appelle L2(] — 1, 1[ ;L2(œ)) l'espace des
fonctions x3 -> v(x3) e L2(œ) qui sont mesurables (Yosida [13], p. 130). Muni

f+1 f f )du produit scalaire (u, v) — \ 1 \ uv \ , cet espace est un Hubert.
J - i IJœ J

Plus généralement, désignons par X un espace de Hubert de fonctions
définies sur co, et par ( , )x son produit scalaire. L'espace L2(]— 1, 1[;X)

vol. 15, no 4, 1981



346 PH. DESTUYNDER

est défini comme l'ensemble des fonctions de ]— 1, 1[, à valeurs dans X, qui

f+1
sont mesurables et telles que || v ||J < + oo. Muni du produit scalaire

(v, u) = (v, u)x c'est un espace de Hubert.
J - i

Désignons par X' le dual topologique de X et par < , > la dualité entre X
et X\ Alors, nous avons le résultat suivant :

Le dual topologique de L2(]— 1, 1[;X) peut être identifié avec

l'espace: L 2(]- 1, 1[;X')-

En outre, la norme sur L2(] - 1, 1[ ; X) peut s'écrire

f+1

L <<M>
II V | | L i ( ] - l , l [ ; J 0 = SUP

A titre d'exemple, nous poserons donc

(L2Q- 1, l[;Hfo))' = L2(]- 1, l[
L2( l- 1, 1[; H0

2(o)))' = L2(]- 1, 1[;

Nous utiliserons également l'espace

H1!}- 1, 1[; X) = | t ;€L2(]- 1, 1[; A| (] 1, 1[;Z), A e L 0 1, 1[;X

où dv/dx3 désigne la dérivée de v en x3 au sens des distributions de

£>'(]- U [ ; * )

(J. L. Lions-E. Magenes [11], p, 8). Muni du produit scalaire

c'est un espace de Hubert.
Il existe une caractérisation simple de cet espace lorsque X = L2(co) :

H >(] - 1, 1[ ; L2(G))) = { v 6 L2(Q), Ô3v € L2(Q)} .

De manière analogue, nous avons, par exemple pour tout r entier naturel,

H l() - 1, 1[ ; Hr(co)) = { v e L2(Q), 2ai; e L2(Q) | a | < r ,
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Une propriété remarquable est la suivante :

si X est un Hubert, alors on a l'inclusion suivante (Brezis [10], p. 145)

Ainsi, pour X = #2(CÛ), nous savons que H2{(o) -> C°(œ), (Adams [14]),
si bien que

H'Q- 1,1[;H2(©))^C°(Q).

Dans ce chapitre, nous considérons le problème de plaque encastrée, simi-
laire à celui étudié au § 1. Nous utiliserons une loi de comportement plus
générale que la loi de Hooke.

Nous prendrons ainsi en compte le cas des plaques inhomogènes. Nous
serons amenés à utiliser deux types d'espaces pour les champs de déplacements.
Tout d'abord,

V = {v = (vi)eH1(ty;vi = 0 sur T0 } ,
puis

f f+1 )
W = i v = (vt) G H \Q) ; vt(xu x2, x3) dx3 = 0, p.p. sur y L

Le premier espace est l'espace naturel dans lequel le problème tridimensionnel
est posé. Le second interviendra pour des raisons essentiellement mathéma-
tiques. L'interprétation mécanique des champs de déplacements de W n'est
pas claire pour nous.

Sur un plan mathématique, il est tel que l'on peut y construire un dévelop-
pement asymptotique de la solution tridimensionnelle si les forces appliquées
sont de classe C00 et ce, dans le cas où u{ = 0 sur la fronctière latérale de la
plaque.

Le problème que nous envisageons, posé sur l'ouvert de référence Q (§ 1),
est donc le suivant :

Trouver (ae, uz) e Z x V tel que 1

Vx e Z, ao(a\ x) + s2 a2{a\ x) + 84 aA{o\ x) + B(x, we) - 0, > (51)

\tv e V, B(o\ v) = F(v), J

où nous définissons, pour des éléments quelconques a, T, D de I x I x V
(Green-Zerna [15], p. 221) :

ao(a, T) = aaPyô aaP xaP, (52)
Jn
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a2(tf, T) = 2 aa3p3 aa3 xp3 + aaP33(T33 aaP + a33 xap), (53)
Jn Jn

a4(a, T) = a3333 a33 x33 . (54)
Jn

Les coefficients d'élasticité aijkl sont des éléments de L°°(Q) et vérifient les
propriétés suivantes (Green-Zerna [15], p. 221) :

aap33 — apa33» a«3p3 ~ Öp3a3 ' J

(on remarquera, en particulier, que a^y3 = 0);

b) II existe des constantes positives k et M telles que

Vx e 2, flo(a, a) + a2(o, a) + a4(a, a) ^ fc || a | | | ,

Vxa e Ç x E, | ao(a, x) + a2(o, x) + a4(a, x) j ̂  M || x ||? || a ||? .

Nous sommes donc dans les conditions d'application du lemme de Brezzi*[4]
qui nous assure l'existence et l'unicité d'une solution à l'équation (51) dès
que F est une forme linéaire continue sur V.

Introduisons maintenant les espaces suivants qui nous permettent de décrire
le problème limite (J. L. Lions-E. Magenes [11], T. 1) :

= {a33eLG- l,l[;tf(a>))},
?s° = { a = (aa3) G (L2Q - 1, 1[ ; H ' x(o>)))2 },

X, = { a = (aaP) G (L2G - 1, 1[ ; L2(co)))4 = (L2(Q))4 ; a12 = a21 } ,

V%= {v = v3eHlQ- 1,1[;HO»)}.

(56)

Remarque 4 : Les espaces (56) seront munis de leur norme naturelle, ce qui
leur confère la structure d'espace de Hubert. En outre, L2(Q) étant une fois
pour tout identifié avec son dua! topologique, nous avons

a) le dual de L2(] - 1, 1[ ; H£{<Ù)) est L2(] - 1, 1[ ; H ~ \(£>)) ;

b) le dual de L 2 ( ] - 1, 1[; Hi((o)) est L2Q- 1, 1[; 7/"2(o))).

Remarque 5 : Nous utiliserons dans la suite les inclusions topologiques
suivantes :

Y? * (V)2r-i
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OÙ

V = { v e H *(Q), v = 0 sur To } ;
et

L2(Q) c^ Z§

Après ces préliminaires, nous abordons le premier résultat de ce chapitre.

3 .1 . Existence d'une solution unique au problème limite associé à (51)

Par définition, le problème limite associé à (51) s'énonce comme suit :

Trouver cr^, a£3, a° , i& u § e l t x Çf x l ^ x Vf x V% tel que

c „ r
Jn Jn

r + 1

«Ô34^3

f < > a .^ + f < aa°3,
Ja J - i

= 0,

> = - FJivj ,
J - i

|

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

Dans les équations ci-dessus, le symbole < , > désigne la dualité entre
HQ((O) et H ~ l((ù\ tandis que le symbole « , » désigne la dualité entre HQ(<Ù)

et H~2(œ\ cette différenciation étant faite dans un but mnémotechnique.
Par ailleurs, les forces sont décomposées en composantes « horizontales »,
Fa, d'une part, et composantes « verticales », F3, d'autre part.

Nous nous proposons d'établir le

THÉORÈME 9 : Sous Vhypothèse que (Fa, F3) définit une forme bilinéaire con-
tinue sur V (c'est le cas, entre autres si

l Jo. Jr+ur_ J

où /;GL2(Q), gteL2(r+ u T.)), alors les équations (59)-(63) admettent une
solution unique. •
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Démonstration : Nous donnerons une démonstration en trois étapes et,
compte tenu des résultats obtenus dans [1], nous nous permettrons de passer
rapidement sur quelques détails.

Étape 1 : Les équations (61) et (60) conduisent ici encore à un champ de
déplacements de Kirchhoff-Love. Nous introduirons donc l'espace suivant
formé de déplacements de Kirchhoff-Love :

Y KL = { ve F, va = va - x3 3av3 où yae(HÙ(G>))\v3eHÏ(<o)}. (64)

L'espace VKL est caractérisé dans l'espace V comme l'ensemble des champs
de déplacements, v vérifiant Yi3(i?) = 0. Il s'ensuit donc que VKL est un sous-
espace fermé de V. La norme induite par celle de V en fait un espace de Hubert.

Soit maintenant l'espace produit (Ho(co))2 x HQ(<Ù); nous définissons
alors une injection j , de

définie par

Vv G ( / / oW x Hi((o) v = (v^vj -+j(v) e VKL ,

Nous avons clairement les propriétés suivantes :

(i) j est bijective ;

(ii) j est continue.

Le théorème des isomorphismes de Banach (Yosida [13]) nous permet de
conclure que j est un isomorphisme et, par conséquent, VKL peut être muni
de la norme équivalente associée à l'espace (HQ{(Ù))2 X HO(CO).

Étape 2 : Reprenant l'équation (51) ainsi que les équations (62)-(63) que
l'on restreint à des champs de déplacements de Kirchhoff-Love, nous obtenons
le problème suivant (nous déterminerons ai3 à l'étape 3 de façon à ce que (61)
et (63) soient satisfaites pour des champs de déplacements quelconques) :

Trouver (a0, u°) e l f x VKL tel que

f cT ~ r
Ja Ja

V^ e VKL , - a ° p ôai;p = Fa(i;a) + ^3(^3) *
Ja
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Nous avons alors la :

PROPOSITION 1 : Sous les hypothèses du théorème 9 les équations (65) admettent
une solution unique (ceci assure donc lexistence et Vunicité du déplacement (uf)
et du champ de contraintes (a£p)). •

Démonstration : Nous allons appliquer le théorème de Brezzi [4], Nous avons,
tout d'abord,

en vertu des propriétés des coefficients de l'élasticité (ellipticite). Par ailleurs,
nous avons pour tout élément v e VKLi

Jn

(en effet, y£3(t;) = 0). La dernière inégalité résulte de l'inégalité de Korn.
L'étude développée à l'étape précédente nous permet donc de remplacer
|| v \\v par || v \\VKL. Les autres hypothèses du théorème de Brezzi [4] étant
aisément vérifiées, la proposition 1 est ainsi établie. •

Étape 3 : Nous prouvons ici l'existence et l'unicité du terme <J%. Commençons
tout d'abord par a£3.

(a) Posons

r + 1

J - l

M = [ fv + [ g v - [
Jn Jr+ur- Jn

(66)

où a£p a été calculé à l'étape 2.
Nous avons alors les points suivants qui conduisent à la détermination de

Point 1 : L:(.) est définie linéaire et continue sur Vf car

| L,(v) | «S £ { ti ƒ« l l ^ n , + II Q« I U r + ur-> + II ̂ °P HL^O) } il » . HH-OD Î

or
II v* WHHSÏ) ̂  II u« llyp •
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Par ailleurs, Lx{v) — O, VÜ e (Ho(co))2, par définition de a ^ (voir l'étape 2).
Remarquons maintenant que (Hoi®))2 est un sous-espace fermé de Vf. En
effet, si une suite va e HQ(CO) et si vn converge vers v dans Vf, alors l'égalité
d3v

n — 0 implique d$v = 0 et, par conséquent, v peut être identifiée avec un
élément de HQ(<Ù). Finalement, nous avons prouvé que Lx(.) est une forme
linéaire continue sur Yf/(Ho(<o))2.

Point 2 : La suite d'inégalités ci-dessous traduit l'invariance de la forme
bilinéaire S1(.,.) vis-à-vis des fonctions de (HQ((Ù))2 :

< II a«3 l i g II <33i;a | | L 2 0 _ l f i [ î W i ( û > ) )

< 11 a « 3 lli« II K + ^ l lkP . V C 0 a G .

Finalement,

où ^/(H^co))2 désigne l'espace quotient de Kt° par (Ho
x(co))2. La forme bili-

néaire S!(.,.) est donc bicontinue sur l'espace Z£ x Vf/(Ho((o))2.

Point 3 : Nous avons

Posons alors

SUp j. n ^ SUp -ri f]
tfÊKe°/<jfi<<D))* !! Ü ll(K«»/(«è(œ))2) l 'e i f t ° I! ü ll^t°

^a = wa(xx, x2, t) df ,
Jo

(67)

où wa est un élément quelconque de L 2 ( ] - 1, 1[; Ho(co)). D'une part, on a

< <*a3> 53ua > = < a a 3 , wa > ,

et d'autre part,

= a,ot3
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Nous avons ensuite, pour v donné par (67)

veV? et || v li

puisque

et que par ailleurs

353

c || w \\L2{],lMMi{(a))2

«=1.2 J- i

l 2

lli J-i IL L " i

J - l l J© Jo J(ù Jo

a= 1,2

Finalement

Point 4 : Soit

vérifiant

alors

sup c II o,o(3 l lzg •
v? II v II r P

VT e Ef, S^CT, Ü) = O •=> ô3ya = O,

oB = 0 dans ^ / ( / ^ ( c o ) ) 2 •

Nous sommes ainsi dans les conditions d'application du théorème de
Babuska [5]. Il existe donc a^ tel que l'équation (62) soit satisfaite, c'est-a-dire

et
- Lx(v).

(b) Posons maintenant

f+1
(v, v) = « a33, 33Ü3

(«) = /s «3 +
Jn Jr+ u r J- i
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Nous avons les points suivants qui nous conduirons à l'existence et à l'unicité
de O33, par le théorème de Babuska [5].

Point 1 : S2(.,0 e s t définie, bilinéaire et bicontinue sur £3 x {V%/Hl{(ù)).
En effet,

S2(a, v) I = r;
< II ^33 llzs II v3 + w3 | |KO,VW3GHO

2(CÛ).

Point 2 : La « coercivité » de S2(.,.) résulte de

SPP.
S2(a, v) S2(a, v)

sup
- 1

W 3

SUR

c

> 1

^ c

Dans les inégalités ci-dessus, nous avons posé

v = vv3 , donc || v ||Ko < c \\ vv
Jo

Point 3 : Le résultat de séparation suivant est vrai : soit v e (V®/H$(<$)) et
si nous avons Vx GI5 ,S 2 (T , V) = 0,alorsö3i;3 = 0,d'oùt? = Odans(F3/Ho(co)).

Point 4 : La forme linéaire L2(.) vérifie

| L2(v) j < { \ \ J

soit

3 \\vo

Par ailleurs

Vu e HQ{(Ù\
Jn Jr+ur-

+ i

- i
x 3 a a P
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(d'après (62)). Finalement, nous avons

d'après la définition de a°p (équation (65)).
En conclusion et compte tenu des points (1), (2), (3), (4), nous pouvons ici

encore appliquer le lemme de Babuska [5] qui nous assure l'existence et
l'unicité de a ^ dans Z°, en tant que solution de l'équation (63), c'est-à-dire
tel que

f a ° 6 Z § ,

3.2. Convergence de (<r% uz) vers (a0, u°)

Nous nous proposons ici de démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 10 : Sous les hypothèses du théorème 9, et lorsque e -> 0, nous
avons au sens des topologies fortes :

l.lftil > » , CT0 £2

Démonstration : Elle est donnée en trois étapes.

Étape 1 : A l'aide des équations (51), nous obtenons de manière classique :

I II o1.,, ||L2(ft) + 8 X || o i 3 ||L2(n) + E2 || 0*33 IL2(Q) < Cte (67)

et

II ut IIH'(Q) < Cte ( i = 1,2,3).

En effet, en choisissant T = <f et v = uz dans (51), nous obtenons immé-
diatement

II cJe
aP | |l t + B2 || ae

aP | | f L W + e 4 || a£
33 112^ < c Z || u; ||H1(n).

i=l ,2,3

Par ailleurs, de l'inégalité de Korn, nous déduisons de (51) :

| | ( L 2 ( n ) ) 2 + £ || a£33 ||L2(Q) ^ C X II Uï
i=l s2,3
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L'estimation (67) résulte donc de ces deux dernières inégalités. L'équation (51)
qui conduit à

Jn Jn Jr+ ur_ Jn

Jn Jn Jr+ ^r-
0 3 » 3 -

nous fournit les estimations suivantes :

lia:ap I I L 2 ( ] - 1 , 1 [ ; H H(Û)) ^ C t e , ")

33 I IL 2 ( ] -1 ,1 [ ;H 2(CO)) ^ C t e . J

(68)

La compacité faible des bornés des espaces utilisés nous permet d'extraire des
sous-suites que nous noterons encore, sans confusion possible, (a*p, a^3, a

e
33,

u]), et telles que :

a3
' (a . ) ) . * (69)

'

au sens des topologies faibles.

Étape 2 : Passage à la limite faible dans les équations (51). Ceci conduit à

Ç Ç C
a a C J * B T Ô + a x X * — \ ô u*

Jn Jn JnJn Jn

r + 1
s£~s" J_! a"3 + 3U*'Xa3

r*+1

J - i

', e ÏT.° » f ^ ö „ » 3 + f < o*3,a3ra> = f ƒ.».+ f ff8i»a,
Jn J-i Jn Jr+ ur .

'1<<CT* a „ >>= f „ + f
Jn Jr+ur-

(70)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 357

Remarquons que les deux dernières équations sont obtenues par passage
à la limite dans (51) après avoir restreint va à Ff et u3 à V%. Ceci est justifié
par l'inclusion

D'autre part, en multipliant l'équation (51) par £2, nous obtenons par
passage à la limite :

Vt>3 6 V°3 , lim f « £2 a£
33, Ô3V3 » = f *3*3 ^ 3 = 0 ,

£^°J-1 Jn
soit

X$3 = 0 .

De la même façon, en multipliant (51) par £, nous obtenons

V». e t ? , lim f < ea£
a3, d3va > = f X*3 d3va = 0 ,

• - ° J - i Jn
d'où

X*3 = 0 .

L'unicité de la solution du problème (59)-(63) permet de conclure à la conver-
gence faible de toute la suite (a\ ub) vers (a0, u°) = (a*, w*).

Étape 3 : Convergence forte. Posons

Compte tenu des propriétés des coefficients de l'élasticité, nous avons

Z II ̂  \\lHa) + e2 E II °S3 lik*» + e* II 0*33
oc,p=l,2 a = l , 2

:e2

n Jn

£ 2

Jn

= f ôa{idaul - f âap5aWg + f (dau% + dzul)ol3 + f
Jn Jn Jn Jn

C T E
3 3 -
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n

««033

a ° p

or

et

lim f ƒ tif + f S>. u\ = f ƒ M? + [ ffi iif ,
e"° Jn Jr+ uF- Jn Jr+ ur .

lim

Enfin, de

nous déduisons

f c o p 3 a M o = f f i U o + f
Jn Jn Jr+ur_

lim || â o p | |L2(n) = O (a, ( 3 = 1 , 2 ) ,

lim E || c*3 \\L2,n) = 0 (a = 1, 2 ) ,

l i m e 2 || ae33 || r2,Oi = 0 .

(71)

La convergence forte des déplacements est alors obtenue aisément à partir
de (71) de l'inégalité de Korn [8] et de l'identité :

Vx e 2, Xi • di(u)
" Jn

2 e2 aa3(J3 a^3 xa3 L 3 3
(72)
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Nous obtenons ainsi

Z II Ui II H'(fi) ^
£ = i , 2 t 3

< c \ Z II s «p llLi(n) + e Z II ̂ 3 I IL2(«)+£ 2 II cr33 IL2(Q) + e2 i . (73)
t «,0=1,2 a^l,2 J

La démonstration du théorème 10 se termine alors en utilisant les inégalités
suivantes :

(i) v h?

« a 3 3 , 33i>3

|| V3 \\yo

Nous savons en effet que

et compte tenu de || ua ||(Hi(n))2 < c || va \\y?,

nous déduisons de (i) et de (71)

lim || 5L3 Uio = 0 . (74)

De manière analogue, en sachant que

/•+1 /•+1

3 J - i a33' 3"3 J - i a"3' aÜ3

nous déduisons de (ii),

C II ^33 Hij ^ II a
a 3 lll£ »

ce qui entraîne à l'aide de (74) :

lim || a 3 3 ||Eo = 0 . (75)

Le théorème 10 est alors établi. •
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3.3. Résultat de régularité pour l'opérateur limite

Dans ce paragraphe, nous définirons dans quel espace se trouve la solution
des équations (61)-(65) lorsque les seconds membres de ces équations sont
suffisamment réguliers. Nous donnerons également des estimations à priori.
Ces résultats sont nécessaires pour préciser les hypothèses sous lesquelles
les différents termes d'un développement de (cr£, u£) en puissance de e existent.

Nous commencerons par un théorème d'existence général (théorème 11).
Nous donnerons ensuite (corollaire 11) une caractérisation de l'opérateur
limite sous la forme d'un résultat de régularité.

Nous envisageons le problème suivant :

T r o u v e r ( o a p , a a 3 , a 3 3 , ua, u3) e l ( x Es° x 2 § x Vf x V% tel q u e

f Ç Ç
JQ JQ Jn

Vxa3 e E4°,

Q

+1

- 1

Vx33 e

Vu. 6 Kt°

• 1 . <
r

- 1
+ 1

T 3 3 Î -r
+ 1

r + 1
« ° 3 3 , Ô3Î'3 » = - F3(V3) .

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)
- i

Nous avons le

THÉORÈME 11 : Si La|J e (L2(Q))t, La3eL2Q- 1, 1[; H fa)),

L3 3 e L2(] - 1, 1[ ; H0
2(œ)), F« e H \] - 1,1[ ; H fa))',

(où X' désigne le dual de X), alors les équations (76)-(80) admettent une solu-
tion unique. En outre, nous avons les estimations suivantes :

+ Macs + + II "« "3
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Démonstration : Nous la donnons en 3 étapes.

Étape 1 : De (71) nous déduisons

r 3 L3 3 (82)
- î J - i J - i

où M3 est une fonction quelconque de HO((Ù\ et de L3 3 € L (] — 1, 1[;
nous avons u3eH1Q- 1, 1[; HQ((O% De (77) nous déduisons

H* = Ua - xi 3^3 + up = ua + up, (83)

où ua désigne une fonction quelconque de HQ((Ù) et où nous avons posé
-X3 j ç+l çX3

uP3 = L33 - 2 L33

J- i v - i J - i ( 8 4 )

Étape 2 : De (76) et (83), nous déduisons

Vx e S , a n 6 a x — I x 6 3 2 = I (L + ô up) T (85)
Jn Jn Jn

et si nous restreignons v à VKL dans (79) et (80), nous obtenons

Vu eVKLi f aap 3Bi7p - - FJvj - F3(v3), (86)
Jn

et l'existence et l'unicité de (a, u) s'obtiennent à l'aide du théorème 9.

Étape 3 : Nous posons x = a et v — u dans (76)-(80). Nous obtenons (en
omettant d'indiquer les normes car elles sont évidentes) :

+ Hf«l | . | | f J lKP+ II ̂ 3 IMI "3 UK? } • (87)

Mais, de (79) et (80) nous déduisons {cf. théorème 9) :

r1

a a 3 ||?o < C ̂ supo
 J-* | | i U | y ? ^ C { II F . Il + II a a p ||?t }

(88)

II <T33 ||Eo < C supo < C { || F 3 || + || a a 3 ||ço } ,
«3G^3 II 3 \\V%
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et finalement, en utilisant l'inégalité de Korn bidimensionnelle et les relations
(82)-(83)-(84)-(85) et (87), nous déduisons le théorème 11. •

Dans la suite de ce chapitre, nous ferons l'hypothèse que les coefficients
de la loi de comportement vérifient :

De plus, pour donner une forme explicite aux forces appliquées, nous sup-
poserons que Fa(.) (resp. F3(.)) peuvent s'écrire :

g*vÀ9 F3(v3)=-\ f / 3u 3+[ 93 vX

où / a e L 2 ( ] - 1, l[;Hr-\(o)) et gaeHr-\T+ u T_) (respectivement

/ 3 G L 2 ( ] - U [ ; F - » ) et g3eHr-2(T+uT_)).

Les coefficients aijkl et la frontière de OÙ, soit y, sont supposés aussi réguliers
que nécessaire.

COROLLAIRE 11 : Si LaP e L2(] - 1, 1[ ; Hr(co)),

La3 e L2(] - 1 , 1[ ; Hr+ Hœ) n //^(a))), L33 e L2(] - 1 , 1[ ; Hr+\(o) n H o » ) ,

ƒ„ G L 2(]- l , l [ ; / ƒ " " » ) , /36L2(]-l,l[;H'*-2(co),

^ e ^ ^ u L ) , 3̂Gî -2(r+ur_),

où r ̂  2 (pour simplifier les écritures, mais le résultat est vrai si r ̂  0), alors

aaPeL20-U[;HH

a a 3 GL 2 ( ] - 1 , 1 [ ; H ' - » ) , a 3 3 e L 2 ( ] - l , l [ ; i f -

^ e / T Q - 1, l[;Hr+2(©) n H

plus, on a les estimations suivantes :

ot(i l lL 2 ( ] - l , l [ ;H r <«») + II a a 3 l l L 2 ( ] - l , l [ ; « r '(co)) + II a 3 3 II L2(] - ltl[;H
r " 2(û>))

+ II Ma ! I H 1 ( ] - 1 , 1 [ ; H ' ' + 1 ( ( Û ) ) + il W 3 II H H ] - l , l [ ; H r + 2(ü>»

^ ^ { II ̂ a p I I L 2 ( J - 1,1 [;Hr(©)) + II ̂ a 3 II L 2 ( ] - l,l[;Hr+ M*»)) "*~

+ il ̂ 3 3 l i L 2 ( ] - l , l [ ; H ^ + 2(aï)) + II Ö'a II f f Hf + u T - )

+ II 03 l l f f 2 ( F + u F- ) + II / a I I L 2 ( ] - 1 , 1 [ ; H ' - '(W))

+ II 7 3 I I L 2 ( ] - I , 1 [ ; H I ' 2(to)) ;
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où (a, u) (resp. {Lip F)) désigne la solution de (76)-(80) (resp. le second membre).
Dans le second membre de f inégalité ci-dessus, il y a sommation sur les indices
a et p. •

Démonstration : Nous savons déjà (cf. (84)) que w£ et u£ satisfont les appar-
tenances énoncées dans le corollaire 11. Revenant aux équations (85)-(86)
nous obtenons, compte tenu des hypothèses faites sur les coefficients al}hk>

que ua et w3 (cf. (82)-(83)) sont respectivement solutions de

\ l ( p ) \ (85)2

- a . / f x3 a^b(Lyb + yy5(w
F)) j - (86)2c

En utilisant les résultats de régularité des systèmes elliptiques ( c / Necas [7],

p. 260 et Geymonat [16]), nous déduisons les estimations du corollaire 11

pour wa, aap et w3 (dans les expressions ci-dessus, a~^b dénote l'inverse de

l'operateur aa(Jyô qui applique l'ensemble des matrices 2 x 2 dans lui-même).

De l'expression explicite de a a 3

L - £ dpap + 9-^^- + i j ^ ƒ. + i j

nous déduisons les résultats énoncés concernant aa3. De la même façon, de
l'expression de a 3 3

nous déduisons le corollaire 11. •

3.4. Calcul du terme (a2, u2)

a) Nous ferons, dans ce paragraphe, l'hypothèse suivante

a a
0

p 6 L 2 ( ] - l , l [ ; H » ) ,

vol 15, n° 4, 1981
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Ceci nous permettra de calculer (a2, u2).
En utilisant le corollaire 11, il apparaît que (89) est satisfaite dès que

Alors (a2, u2) sera déterminé en tant qu'unique solution du système d'équa-
tions obtenu en identifiant les termes en sz dans les équations tridimension-
nelles où l'on remplace (aE, uz) par (a£, ue) = (a0, u°) + £2(cr2, u2) -f etc.

n

-2f'
-i j-i

« T 3 3 , ô3u| » = « aap33 a°p, T33 » , ) (90)
-1 J- i

w. e F,0, f a 2
p o a ü p + f < a2

3 , o3Üa > = 0 ,
Jn J-i

« a|3, a3ü3 » = 0 .

Nous avons, tout d'abord, le

THÉORÈME 12 : Sous l'hypothèse (89) les équations (90) admettent une solu-
tion unique dans un espace plus grand que Z, x Ç° x S3 x _K° x V°. Cet
espace est noté Z? x Z° x Z° x Pf t° x W°, avec

«3(xlt x2,

Remarque 7 : Avec les hypothèses supplémentaires

CT°pe-L2(]- 1, l[;H|(co)),

aa°36L2(]- L l t î / f o » ) ,
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l'unique solution de (90) est en fait telle que

{uJeV? et u3eV°3. m

Démonstration du théorème 12 ; Reprenant la première étape du théorème 11,
nous avons (avec les mêmes notations) up e W% et u% e Wf. La preuve se
termine alors comme au théorème 11. •

Dans la suite, nous noterons uf'p la solution particulière uF associée à uf.
Le terme u2 que nous venons de déterminer ne satisfait pas les conditions

aux limites voulues. Nous sommes donc amenés à modifier la définition du
terme (a2, u2) de telle sorte que les conditions aux limites soient satisfaites.
Remarquons néanmoins que, dans le cas d'une plaque simplement appuyée,
le terme (a2, u2) précédent satisfait les bonnes conditions aux limites, et dans
ce cas, aucun correcteur n'est nécessaire pour obtenir une estimation d'erreur,
comme nous l'avons montré au § 2.

3.5. Estimation d'erreur

Nous allons donner l'estimation d'erreur entre la solution du problème
tridimensionnel et celle du problème limite. C'est avec le théorème 7, le résultat
essentiel de cet article.

THÉORÈME 13 : Sous ïhypothèse j . e L2(]-l , l[;Hl((o)\g± eH\r+ u T.\
/3eL2(Q), t>3 eL2(f+ u L ) , on a les estimations terreur suivantes :

0*33 - a ° 3 | | L i ( ] _ M [ ; i , 2(tt))

it-u°

(92)

où c désigne une constante positive indépendante de £. •

Démonstration : Commençons par rappeler un résultat de base en théorie
de la couche limite, donné par J. L. Lions [9], p. 126.

« Si cp désigne une fonction de H1{(Û% pour tout X > 0, il existe <f>0(X) et
,), éléments de HO(G>) et de Hl{(d\ telles que

<p = cpo(Aj sur O),
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A l'aide d'une démonstration calquée sur celle de J. L. Lions, on montre que,
pour toute fonction (p de L2(]- 1, 1[; H2(co)), et pour tout X > 0, il existe
deux fonctions cpo(X) et cp^), éléments de L2(] — 1, 1[;HQ((Ù) n H2((Ù)) et de
L2Q— 1, 1[; //2(œ)), telles que (H2((ù) n'est pas indispensable)

9 =

Appliquons ce résultat au tenseur a£p. Sous les hypothèses du théorème 13
nous avons montré que o^eL2(]~ 1, l[;H2(co)). Il existe donc deux ten-
seurs, soient a°p et a°p, éléments de L2(]— 1, 1[;HQ((O) n H2{(Ù)) et de
L 2 0 - 1, ! [ ; / / » ) , tels que

/ T-01

v O i

Définissons à priori une solution particulière de Féquation

par

«5 =
- 1

Compte tenu de ce que a°p° s'annule sur Fo, l'élément Ï;2 ainsi défini est bien
dans l'espace V des fonctions de Hi(Q) qui s'annulent sur ro .

Enfin, nous utilisons les variables d'écart suivantes :

*33

M3 = U% — M3 — S 2 U3 .

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES EN ÉLASTICITÉ 367

Nous avons alors

/ c { II âB, «! + s2 || Ga3 l l î W + e4 Ii ̂ 33 Wlm}

< ao(a, G) + s2 a2{ô, G) + £4 a^â, G)

= ao(G
£, G) + s2 a2{o\ ô) 4- e4 a4(o\ G) - ao(a°, G)

— 8 Ö2(C^ , < ĵ -~ £ Ö4(G , G)

- - B(â, w£) 4- B(â, u°) - s4 a4(G°, G)

2 , 01 _ 2 _ 2, 2 f _ a 2
Jn

^ - B(â, 5) + c£2 |i Ga3 \\{Limi il ôau

, u) 4- B (G° , M) + c£2 II Ga3

\ < 3/2 II ff II . 4 . rF5/2 M -= 11

et finalement, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz,

(i) II ̂ *6 \\ît + s2 II ̂ x3 ll(2L̂ (n)H + e 4 II ̂ 33 llï^n) ^ c £

Par ailleurs, de

<̂ 33 ll^ (n){

1

- B(x, u) = - B(x, u') + B(x, u°) + e2
 B(T, I>|)

= ao(a£, T) + s2 a2(ae, x) + e4 aA(cf, x) - ao{a°, x) + s2 B(x, v2)

II , + e II a || + e 2 II â | | ) II x || + c e 3 / 2 |(II ^ a p III, + e II a . 3 ||(L,(Q))J + e 2 II â 3 3 | |L2(n )) II x ||s + c e 3 / 2 || x |

et en utilisant l'inégalité de Korn sur Q, on obtient :

(ii) || ü \\y «S C(E3/2 + || CTaP Hj, + e || â a 3 ||(X/(n))i + e2 || â 3 3

Finalement, à l'aide de (i) et (ii), nous obtenons

II ̂ *p llç, + e II ̂ «3 lla^n»^ + s2 II ̂ 33 WLHQ) + H " h ^

d'où nous déduisons, par l'inégalité triangulaire :

II °U - < J Hz. + e II CTÜ3 II(̂ (Q,,̂  + e2 II c*33 Wmn) + II û
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Pour terminer la démonstration du théorème 13, il suffit de reprendre les
estimations obtenues à l'étape 3 du théorème 10 :

II 2 H 2 ̂  C H G ~~ GII <L2Q2 Q - 1,1[;H H*a)))2 ^ C

C || 0 ^ 3 — Oa3 \\{L2Q

4. CONCLUSION

Nous avons comparé dans ce travail les solutions des modèles bidimen-
sionnels et tridimensionnels de plaques. Nous avons trouvé en particulier
que l'approximation est meilleure dans le cas de plaques « simplement sup-
portées » (§ 2). Dans le cas encastré (§ 3), nous avons mis en évidence un
phénomène de couche limite au voisinage de la frontière latérale de la plaque.
Seule la prise en compte de cette couche limite à l'aide de fonctions correc-
trices permet d'améliorer l'approximation du modèle tridimensionnel [6], [17].

L'étude que nous avons développée ici peut s'étendre à d'autres problèmes
de plaques correspondant à diverses conditions aux limites sur Po.

On obtient aussi des résultats analogues pour les coques, mais avec des
difficultés supplémentaires liées à la courbure de la surface moyenne [6].
Enfin, par la méthode exposée ici, P. G. Ciarlet et S. Kesavan [18] ont étudié
la dégénérescence des modèles de plaques en vibrations.
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