
RAIRO. ANALYSE NUMÉRIQUE

P.-L. LIONS

B. MERCIER
Approximation numérique des équations
Hamilton-Jacobi-Bellman
RAIRO. Analyse numérique, tome 14, no 4 (1980), p. 369-393
<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1980__14_4_369_0>

© AFCET, 1980, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « RAIRO. Analyse numérique » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1980__14_4_369_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


R A 1 R O Analyse numérique/Numencal Analysis

(vol 14, n° 4, 1980, p 369 à 393)

APPROXIMATION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS
DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN (*)

par P.-L. LIONS (*) et B. MERCIER (2)

Communiqué par P. A. RAVIART

Résumé — On étudie des méthodes itératives pour la résolution des équations de Hamilton-Jacobi-
Bellmanfaisant intervenir le maximum de plusieurs opérateurs uniformément elliptiques. On étudie aussi
Vinfluence de la discrétisation par différences finies, et on donne des résultats numériques dans le cas de
deux opérateurs permettant de comparer quatre des algorithmes étudiés.

Abstract — We study some itérative methods for the solution of Hamilton-Jacobi-Beltman
équations involving the maximum of several umformly elliptic operators We study the effect offinite
différence discretization Finally we gwe some numerical results in the case oj tu o operators, comparing
the ejjiciency oj some oj the above algonthms.

INTRODUCTION

Dans cet article, nous étudions et proposons des méthodes itératives pour
l'approximation numérique des équations de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Précisons tout de suite la nature du problème : soit 0 un ouvert borné de
frontière régulière, soient A1, . . . , Am, m opérateurs uniformément elliptiques du
2e ordre à coefficients dont les termes d'ordre zéro sont supposés assez grands
(voir la section 1 pour les hypothèses précises) et, enfin soient ƒ*, . . . , / m , m
fonctions données régulières sur (9, nous considérons le problème : trouver
irfdans W2^axiû)\ solution de

max (A«u-fa) = 0 p.p. dans 0, )
l^âm \ (0.1)

u = 0 sur 8(9. )
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370 P.-L. LIONS, B. MERCIER

Le problème (fortement non linéaire) précédent est le problème de Dirichlet
pour les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman. Ce problème a été résolu par
P. L. Lions [15] (voir la section 1 pour des rappels plus complets). Des problèmes
du type (0.1) interviennent dans de multiples applications: contrôle
stochastique [8,2,16,26], gestion et économie [1,25], mécanique et optique [13]
avec des problèmes asymptotiques associés. Pour montrer l'étendue et la
diversité des problèmes de type (0.1) signalons que l'équation de Monge-Ampère
[9, 2] et le problème de l'obstacle en sont des cas particuliers.

Nous proposons ici diverses méthodes itératives dont nous étudions la
convergence, la mise en œuvre et l'efficacité sur des exemples traités
numériquement.

Donnons rapidement trois des méthodes proposées.

ALGORITHME 1 : On choisit u« solution de : Aau^fa dans G, u«=0 sur d(9.
Par récurrence u\ étant donné, pour oc = 1, ..., m, on calcule w"+1 comme étant la
solution de Vinéquation variationneîle

Max(A a u; + 1 - / a
) ^

+ 1 -< + 1 )=0 dans &,

=0 sur
(0.2)

en convenant que w^+1 =u". Nous verrons que w"(x) converge en décroissant
vers u(x) solution de (0, 1).

ALGORITHME 11 : On choisit u° solution de : Àx u°=f1 dans 0, u° — Q sur d(9.
Par récurrence un étant donné, on calcule (xï)a=i,.... m de la façon suivante :

1 si (A2u"-f2)(x)

= Max (4" M"-ƒ')(*) et
Ct

0 sinon,

(0.3)

'1 si (Amun-fm){x)

= Max(A*un—fa)(x) et x"M=0 P o u r l ^ a ^ m —1,

sinon

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN 371

de sorte que £x«( x )=l- Puis o n définit un+1 comme étant la solution du
a

problème linéaire :

w + 1 - / a ] = 0 dans (9 et un+1=0 dans 30. (0.4)

Nous verrons que dans de nombreux cas un(x) converge en décroissant vers
u(x). Une difficulté est attachée à la résolution du problème linéaire (0.4). Cet
algorithme a été introduit par R. Bellman (voir par exemple Fleming-Rishel [8]).
Une étude numérique de cet algorithme est faite dans [25].

ALGORITHME III : On se donne u°. Par récurrence un étant donné, on calcule
un+1 solution de

-Aun+i=-Aun-p{mzx(A«un-f«)} dans (9,1
un+1=0 sur 00, j ( ' ]

où p est un nombre positif donné.
Nous montrerons que dans de nombreux cas un converge vers u et nous

obtiendrons une estimation de la vitesse de convergence.
Le plan de cet article est le suivant :
1. Rappels et notations.
2. Algorithme 1.
3. Algorithme 11.
4. Algorithme 111.
5. Méthode de Trotter.
6. Autres méthodes.
7. Approximation par différences finies et convergence.
8. Essais numériques et commentaires.

1. RAPPELS, HYPOTHÈSES ET NOTATIONS

1.1. Hypothèses et notations

Soit (9 un ouvert borné de RN, de frontière régulière. Les opérateurs elliptiques
A1, ..., Am sont définis sur (9 par

vol. 14, n°4, 1980



372 P.-L. LIONS, B. MERCIER

où les coefficients alh bt, ca satisfont; pour l ^ a ^ m :

ûw = fl?ft, H, caeC2((9) pour 1^/c, l^N, (1.1)

3v>0, Vxetf, V^elR", £ a ^ f e ^ v | ^ 2 (1.2)
kl

et nous noterons À, = infca(x).

Enfin les second-membres fl, . . . , fm satisfont, pour l^oc^m :

f«eW2>œ(0). (1.3)

1.2. Rappels

Donnons tout de suite le résultat principal concernant la résolution du
problème (0.1), démontré dans P.-L. Lions [15].

THÉORÈME 1.1 : Sous les hypothèses (1.1), (1.2), (1.3) et si de plus

(1.4)

(où XQ est une constante ne dépendant que de (9, v et des normes C2((9) des
coefficients a\u b\^) alors il existe une unique solution u(x) dans W2) °°(0) de

max(Aau-fa) = 0 p.p. danse, u = 0 sur 80. (1.5)

REMARQUE . 1 : D'autres résultats peuvent être trouvés dans P.-L. Lions [15,
16,17,19], dans H. Brezis et L. C. Evans [3,7], En ce qui concerne l'introduction
et l'étude des méthodes itératives, nous nous bornerons à considérer le cas
uniformément elliptique (sauf dans la section 5 consacrée à une méthode pour le
problème parabolique), mais les résultats qui suivent s'étendent toutefois à
l'étude de nombreuses équations de Hamilton-Jacobi-Bellman dégénérées.

REMARQUE 1.2 : La solution u(x) de (1.5) peut s'interpréter (voir [8,14,15,16,
23,7]) comme la fonction coût optimum d'un problème de contrôle stochastique
que nous ne détaillerons pas ici.

REMARQUE 1.3 : Dans de nombreux cas (par exemple aj, indépendants de x) on
sait (voir [15]) que l'on peut prendre dans le théorème 1.1 Xo = 0.

2. ALGORITHME I

2.1. Introduction de l'algorithme et énoncé du résultat principal

Nous poserons (u^\^aLûm les solutions de

Aau°=f* dans (9; M° = 0 sur 30.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN 373

Nous définissons ensuite par récurrence (un
a

+1 ) l û a ^ m comme étant les solutions
de

M a x ( , 4 X + l - / a , ul+1-un
a+1) = 0 dans 0, w£+1=0 sur cCf (2.1 )

en convenant de noter u^n+l=u\. Alors les résultats classiques de régularité des
solutions d'inéquations variationnelles montrent que

uleW2'*^) (Vp<+oo).

Nous avons alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2.1 : Sous les hypothèses (1.1) à (L 4), pour tout a dans { 1, . . . , m },
la suite (un) converge en décroissant vers la solution u(x) de (1.5) i.e.

Vxe0u£(x) \ u(x) et ul(x)->_u(x).
nS+ao C\&)

REMARQUE 2.1 : Sous des hypothèses beaucoup plus faibles sur les coefficients
et les données, on peut montrer (comme suit) que le résultat est conservé : la
convergence ayant alors lieu vers une solution généralisée de (1.5) (voir [23]).

REMARQUE 2.2 : La résolution de chacun des problèmes (2.1) est classique et
du point de vue pratique on pourra se reporter à [10], ainsi qu'à [24] (voir la
section 8 pour la description de la méthode employée).

2 .2. Démonstration du théorème 2 .1

1) Rappelons tout d'abord un résultat de [15], utilisé pour la démonstration
du théorème 1.1. Soit P(t) une fonction de classe C00, convexe, croissante telle
que p (t) = 0 si t£ 0 et p (t) > 0 pour t > 0. On note : p£ (t) = P (t/e) et on considère
le « système pénalisé » suivant :

A«ulL+$£(ul-ul+1) = fa dans 0, ue
a = 0 sur 30; (2.2)

ce système admet une unique solution dans C2((9). De plus (voir [15]) nous
avons, lorsque e -> 0;

V x e $ , uz
a(x) \ u(x),

2) Nous introduisons alors une méthode itérative semblable à (2.1),
approximant (2.2) :

Nous posons : ul'°=u%. Par récurrence w^>iV+1 est la solution de

Aau%N + 1 +Pe(w«iV+1— we
ot*̂ 1) = / a dans (9,

uiN+1=0 sur 50.

vol. 14, n°4, 1980



374 P.-L. LIONS, B. MERCIER

On obtient aisément par une application standard du principe du maximum
que : u%N(x) \ uj(x), VXE(9, lorsque N-> + 00.

(Remarquer que cette méthode itérative s'apparente fortement à la méthode
itérative fréquemment utilisée dans la résolution des inéquations quasi
variationnelles).

(3) Nous montrons maintenant que, lorsque £ -> 0;

(2.4)

Montrons ce fait par récurrence. Supposons donc démontré

ul'N(x) \ u£{x), Vxe^ , i g a ^ m , lorsque e \ 0.

Alors, par une application standard du principe du maximum ifyN+l(x)
décroît lorsque s décroît.

Comme uïN+i^uE
a^u9 il existe v^+l tel que u*'N+1(x) \ v% + l{x) pour xeO

et 8 \ 0. Il suffit de montrer que u^+l = v^+\
Or, nous avons

et donc < + 1
 (X)^Ü£+ 1CX), pour x e 0 .

Enfin, soit t)J*Ê la solution de

>lBü2'e + PeW
e-M2-+i) = / a dans 0, v^s = 0 sur d(9

d'après le principe du maximum, on a

^ r j , e p o u r t o u t e^

On sait par ailleurs que v^£ décroît lorsque e \ 0 vers la solution de
l'inéquation variâtionnelle

Max (4 a t?2-/°, ü2-«2vAi) = O sur fl?s z;2 = 0 swr d<9.

Donc

D'après l'hypothèse de récurrence et le lemme de Dini, la continuité de ŵ
entraîne l'uniforme convergence de u^'/i vers u^+1 lorsque r| - •0. Grâce aux
résultats classiques de convergence de solutions d'inéquations variationnelles on

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN 375

a la convergence uniforme de v* vers uN
a
+l lorsque r| -»0, et donc v^

Finalement v*+l=u*+l et (2.5) est démontré.

4) 11 est alors aisé de conclure puisque pour tout x dans (9 :

u (x) = lim \ u\ (x) = lim \ lim \ u\ N (x),
E \ 0 e \ 0 N / +oo

or l'inversion de deux limites décroissantes est licite et ceci entraîne

w(x) = lim \ lim \ u^N(x) = lim< lJV(x).
N e\Q N

Puisque ueC((9), le lemme de Dini montre la convergence uniforme.

3. ALGORITHME II

3 .1 . Introduction de l'algorithme II

Soit u° (par exemple) la solution de

A1u°=fl dans 0, w° = 0 sur d(9

A partir de Ota~\ wB) on « définit » (%", u n + 1 ) de la façon suivante

XleLw(&), O^x«^l P-P-, LX*W=+l
a = l

et

Z Xa(-X)(^Qtw"~/a)( ;X)= m a X (^M""" ƒ")» (3.1)

ceci ne définit pas xï de manière unique, et on peut par exemple utiliser le choix
de %Z(x) donné par les formules (0.3).

Enfin un + 1 sera déterminé par le problèmeJinéaire suivant :

£ %:(x)(Aaun+1~n(x)^0 p.p. dans (9,

u " + 1 = 0 sur d(9

L'algorithme est donc parfaitement déterminé à condition qu'on sache
résoudre les problèmes elliptiques linéaires (3.1) ce qui présente une difficulté
sérieuse. Théoriquement, la résolution de (3.2) est connue si m = 2 (voir [3]), si les
opérateurs A* sont de Cordés (voir [20]) ou bien si les opérateurs A* ont même

vol. 14, n°4, 1980



376 P.-L. LIONS, B. MERCIER

partie principale {voir la section suivante 3.2). Pratiquement, le problème (3.2)
doit être résolu en dimension finie, sous forme discrétisée et on est alors amené à
inverser une matrice (non singulière) sans propriétés particulières {voir la section
8, pour les méthodes utilisées). En dimension finie, la convergence de cet
algorithme a été démontrée dans [6]. Nous allons justifier la convergence dans un
cas très simple.

3 . 2 . Démonstration de la convergence dans un cas particulier

PROPOSITION 3.1. — Nous supposons que (1.1) et (1.2) ont lieu, que X^O et de
plus que les opérateurs Aa ont même partie principale

Alors il existe une unique solution un+1 de {3A) dans C2{(9).

De plus un (x) \ u{x), où u{x) est la solution de (1.5), et la convergence a lieu

dans W3> p {(9) faible (Vp<co).

REMARQUE 3.1 : Ce résultat (élémentaire) est dû à Fleming-Rishel [8].

Démonstration : La seule partie non immédiate de la proposition est la
convergence de u"(x) vers u{x).

1) La décroissance de un découle du principe du maximum et du fait que

et

2) Le fait que un+1^u découle d'un argument analogue puisque

3) D'après ce qui précède un+1 (x) \ v(x), VXGÖ? lorsque n -> oo, et v^u.

En particulier || un\\L<ia{e)) est bornée, et ceci entraîne au vu de (3.2) et de
l'hypothèse faite sur les opérateurs que ||un\\wi,P{@) est bornée (Vp<oo). En
particulier

un-+v dans C2{(9).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numencal Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOB1-BEI LMAN 377

Or

donc max04aw"-/a)->0 uniformément sur 0, d'où max(^4av-/a) = 0, d'où
a a

v = u, d'après l'unicité.

4. ALGORITHME i n

4.1. Notations et hypothèses

En vue de démontrer la convergence de l'algorithme 111, nous allons faire
quelques hypothèses différentes de (1.1) à (1.4) :

ah = atk9bl,c*eL">{e))9 (4.1)

3e>0, p.p.xetf, Xtö,)2^ \ Ç^aU)2 (l^a^m), (4.2)
k.l iV — 1 + S fc

faeL2{(9) (l^agm). (4.3)

Nous noterons À, = infessca(x).
a, x

La condition (4.2) est la première condition de Cordés (voir Cordés [4, 5]).
Cette condition est toujours vérifiée si AT ^ 2 . Son utilité dans la résolution des
équations de Hamilton-Jacobi-Bellman est mise en évidence dans [20].

Introduisons maintenant l'algorithme 111 : soit u° quelconque dans
H2(G) n Hl

0{®)\ M° = 0 par exemple. On définit un+1 à partir de un par

(4.4)

où p est une constante positive. Ainsi on passe de un à un+ A par une application
non linéaire que nous noterons Tp.

4.2. Le résultat de convergence

THÉORÈME 4.1 : Sous les hypothèses (1.1), (1.2), (4.2) et (4.3) et si de plus
X^X0 [OÙ XO ne dépend que de O, e et des normes L00 (G) de a^, b*k] il existe une
constante p m >0 telle que pour tout pe]0, pm[, Tp soit une contraction de rapport
k9<l sur H2{(9)nHl{(9) muni de la norme \\\u\\\ = \ Au\L2{&). (4.5)

vol. 14, n°4, 1980



378 P.-L. LIONS, B. MERCIER

Le théorème 4.1 est dû à P. L. Lions [20], et découle aisément du lemme
suivant (découlant lui-même d'un résultat de Koselev [12]) :

LEMME 4.1 : Sous les hypothèses du théorème 4.1, il existe une constante y>0
telle que pour tout u, V dans H2{G) n HQ((9) :

{-Mu-v\mw{A*u-n -nmx{A°v-D)L2{&)^y\\u-v\\2
Hii(sy (4.6)

REMARQUE 4.1 : Les résultats précédents (ainsi que les méthodes de
démonstration) s'adaptent au cas où les opérateurs Aa satisfont (1.1), (1.2), (4.3)
et aïk^alk(l^aS

REMARQUE 4.2 : Nous voyons donc qu'il faut choisir p de manière optimale
(i.e. de manière à rendre fcp le plus petit possible), un tel choix est d'ailleurs
confirmé dans les résultats numériques.

5. UNE MÉTHODE DE TROTTER

5.1. Description de la méthode

Rappelons tout d'abord un résultat concernant la version parabolique de (1.5)
(pour la démonstration, voir [22]).

THÉORÈME 5.1 :Soit T>0 fixé sous les hypothèses (1.1), (1.2), (1.3) et si de plus

alors il existe une unique solution u(t, x) dans W2> 1>coQ0, T[x (9) de

du
— + max (Aau-fa){t, x) = 0 p.p. dans ]0, T[x<99

u(0, x) = uo(x) dans G,

t, x) = 0 sur d&9 Vfe[0, 71.

Introduisons alors une méthode itérative (de type Trotter) : soit n e N on pose
At = T/N et pour Ic^non introduit (vk'a) solutions de

dvk
n>

a .
— \-Aavk> a — / a = 0 p . p . d a n s ]0, At[ x 0,

vk>«(0 x) = uk(x) [ (5*3)

t,j.«( t jX)=O sur d&9 Vte[0, At]

et on pose uk
n
+1(x) = minvk

u>
 a{At, x).

a.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numencal Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN 379

Enfin on initialise la méthode en posant uQ
n (x) = u0 (x), et on considère la suite

5.2. Le résultat de convergence

THÉORÈME 5.2 : Sous les hypothèses du théorème 5.1, la suite {un) définie
précédemment converge dans C{(9) vers u(T, x) quand n tend vers Vinfini, où
u{t, x) est la solution de (5.2).

REMARQUE 5.1 : Ce résultat est démontré dans [20], à l'aide d'une technique
probabiliste. 11 serait intéressant de montrer ce résultat par des arguments
analytiques.

REMARQUE 5.2 : Du point de vue pratique, la résolution des équations
paraboliques linéaires (5.3) ne présente pas de difficulté : on peut par exemple
employer des méthodes d'éléments finis. Quant à l'opération définissant u£+1, il
s'agit uniquement d'une simple opération de comparaison.

REMARQUE 5.3 : Nous n'avons pas testé l'efficacité de la méthode précédente
sur des exemples concrets. Nous nous sommes contentés de comparer une
« version stationnaire » de cette méthode aux autres méthodes introduites dans
les sections 2, 3, 4 (cf. section 8).

5.3. Une version stationnaire

Nous allons donner une autre méthode itérative (qui s'apparente à la méthode
précédente) destinée à approximer la solution de (1.5). Soit k>0 fixé : on
considère u® (1 rg a ^ m) définis comme à la section 2, et on pose u° = inf u%. Et on
définit u"+1, un +1 à partir de un de la manière suivante : soit un

a
+1 la solution du

problème de Dirichlet linéaire

_7i«+1=— iin+ f* dans (9,
(5.4)

< + 1 = 0 sur 30

et on pose : un + 1 = infw£+1-
a

Nous avons alors le résultat suivant :

PROPOSITION 5.1 : Pour fc>0 fixé, les suites (M") définies précédemment

convergent dans C{(9) vers (w") unique solution du système suivant dans C2((9) :

Aauk
0L+\{uk

0L-inîul) = fa dans 0, u* = 0 sur d(9. (5.5)

vol 14, n°4, 1980



380 P.-L. LIONS, B. MERCIER

De plus quand k-+0, (M£) décroît vers la solution u (x) de (1.5) (et la convergence a

donc lieu dans C((9)).

Démonstration : La première partie de la proposition se démontre aisément
grâce au principe du maximum, en effet on obtient l'existence de y > 0 tel que

donc

Ii , i I M " — M " " 1 II -

d'où (M^) converge géométriquement vers ua dans C(^) et un converge

géométriquement vers~w dans C(6). En particulier

D'autre part d'après (5.4), on obtient :

ce qui achève la démonstration de la première partie de la proposition.

La démonstration de la convergence u* vers u s'obtient par des arguments
semblables à ceux utilisés dans le théorème 2.1, aussi nous l'omettrons.

6. REMARQUES SUR D'AUTRES MÉTHODES

6.1. Le cas de deux opérateurs

D'après H. Brézis et L. C. Evans [3], le problème (1.5), sous les hypothèses
(1.1), (1.2), (1.4) et (4.3) dans le cas où m = 2, se réduit à l'inéquation
variationnelle suivante : trouver weL2(G) solution de

(Kw-f1, z-w)LH0)ZQ9 VzeC, j
weC, j

où C est le convexe fermé de L2 (&) défini par C — {ze L2, z ̂  f2 p .p .} et où K est
l'opérateur linéaire continu de L2((9) dans L2((9) défini par

Kw — A1 u et u est la solution de

A2u = w dans (9, ueH2((9)r\Hx
0{&).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



ÉQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI-BELLMAN 381

Déplus sous les hypothèses (1.1), (1.2) et (1.4), K est monotone coercif i.e. :

3y>0, VweL2{®\ (Kw, w)L^y\w\2
LH&r

L'existence et l'unicité d'une solution w de (6.1) sont alors immédiates et u,
unique solution de (1.5), est définie par

A2u = w dans 0, ueH2((9) nHj(0).

Ainsi tout revient à résoudre (6.1). Or on dispose de nombreuses méthodes
itératives permettant de résoudre efficacement (6.1) (cf. par exemple P.-L. Lions
et B. Mercier [24]). Donnons une méthode itérative : w° quelconque dans
L2(G), wn+1 est défini par

n-f)l (6.2)

où Pc est l'opération de projection sur C i.e.

Pcz = inf(z, f2) p.p. dans (9.

Alors pour p convenablement choisi, il est pratiquement immédiat de montrer
que wn converge géométriquement dans L2 (6) vers la solution w de (6.1). Si un

désigne la solution de

A2un = wn dans (9, uneH2((9)nHl((9)

(et alors A2un = Kwn), nous pouvons réécrire (6.2) de la manière suivante :

A2un+i =A2un-max(A2un-f2, p(A1un-f1)\ 1
un+i€H2nHh((9). j ( }

Et nous constatons que (6.2) ou (6.3) est une variante de l'algorithme 111.

6.2. Un problème de mini misa tion convexe

On peut remarquer que sous les hypothèses du théorème 1.1, la solution u(x)
de (1.5) estTumque solution du problème de minimîsâtîon convexe

min
ueH2nHl((9)J& a

Comme J est convexe, lipschitzienne, et que dans de nombreux cas on peut
montrer qu'elle est coercive, ceci peut inciter à utiliser des méthodes de gradient
afin de calculer la solution u(x) du problème de minimisation. Néanmoins
comme cette approche nous a semblé a priori un peu lourde et difficile à
implémenter, nous ne l'avons pas testée numériquement.
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7. APPROXIMATION

P -I LIONS B MFRCIER

Pour simplifier l'exposé, nous considérons le cas bidimensionnel où (9 est le
carré unité de R2. On introduit alors un réseau uniforme de pas h=l/(M +1 ), et
on recherche la solution approchée dans l'espace Vh des fonctions étagées qui
sont constantes sur les pavés élémentaires

pour ij= 1, ..., M— 1, et nulles ailleurs. La dimension de cet espace Vh est M2.
Chacun des opérateurs Aa, a = 1, ..., m est alors remplacé par Ba + XI, où Ba est
une matrice M2 x M2 définie de la façon suivante.

Soit veVh donné, on appelle vl} la valeur de Vh au point ih,jh du réseau, et
(B^v)^ celle de B*v qui est donnée par

k, l h

où les coefficients aîît b%, ca sont évalués au point ih, jh9 et les Dkl sont des
matrices représentant les opérateurs de dérivation discrète

( i > ) ( 2 )

si

1

-j(pl+Uj-vli3) sinon,

• ^ ( ^ J + I - U . j ) S l n o n

Les deux premiers choix (schémas) sont classiques, le troisième a été effectué
de telle sorte que la méthode soit équivalente à la méthode d'éléments finis la plus
simple s'il n'y avait pas les termes du 1er ordre. Les discrétisations de ces derniers
sont décentrées.
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En plus des hypothèses (1.1) à (1.4) faites pour le problème continu, on
suppose que

^ t o , ah(x))9

de telle sorte que les matrices B* = ((bJI))fc 1=1 Mi soient des matrices vérifiant :

bîk>0 et ba
kl^0 pour k^l, (7.1)

£bfei^0, VA;, avec inégalité stricte pour k=\ au moins (7.2)

(propriété de diagonale dominante),

Vk> 1 il existe / < k tel que b ^ < 0 (irréductibilité). (7.3)

D'après Varga [28], p. 85, les Ba sont donc des M-matrices, qui vérifient en
particulier le principe du maximum :

où l'inégalité doit s'étendre composante par composante dans RM\

Le problème approché est alors tout naturellement :

Trouver uhe Vh tel que

0a) = O, (7.4)

où g* = [f\ est (par définition de [. ]h) Vinterpolée de ƒ, c'est-à-dire la fonction de
Vh qui coïncide avec ƒa aux points (ih, jh) du réseau.

Le problème approché (7.4) admet une solution unique (cf. Delebecque-
Quadrat [6], th. 3).

Stabilité

Nous commençons par démontrer le résultat-de-staböité suivant, où (|. If̂

désigne la norme Lœ de Vh qui coïncide avec la norme oo de RM\

THÉORÈME 7.1 : Soit zhe Vh la solution du problème perturbé

ft-(g
a + 8a))-0, (7.5)

où saeVhi alors

vol. 14. n"4. 19NU
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La démonstration s'appuie sur le lemme suivant :

LEMME 7.1 : Soit A une matrice vérifiant (7.1) et (7.2), et u vérifiant
^f9 alors

\

Démonstration : Soit i l'indice pour lequel u atteint son maximum

Si wt:g0 le résultat est démontré. On suppose donc

d'où

où l'on a utilisé la négativité des al} pour majorer —al]u] par —al}ux. Finalement

<*u+YjaiJ~Yj a u = ^ entraîne que

d'où le résultat.

Démonstration du théorème 7.1 * Nous notons (WJ^SM 2 ^es composantes, de uh

et (zt) celles de zh.

L'équation (7.4) entraîne l'inégalité

Y^b^jUj + Xu^f*, Vi, Va, (7.6)

cette inégalité étant une égalité pour au moins un indice a = a (i) qui dépend de i;
ŵ  est donc solution du système linéaire

où

C = ((ClJ)) avec cl7 = ^ ( ï ) , VIj; et
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c'est-à-dire que la ligne n° i de C est identique à la ligne n° i de Ba {l). De même
l'équation (7.5) entraîne

(7.7)

avec égalité pour un indice a éventuellement différent : a = a'(ï).
On a de façon analogue

où

clj = Vf?\ ej=yrw et

De plus, (7.6) et (7.7) entraînent

C'

où
Tl=(î l i ) et " Tii = e?(£>.

D'où par différence

C ' f o ^ Mh-Zfc)^ - r i '

et en appliquant le lemme 7.1, ce qui est loisible puisque C et C' sont des
M-matrices vérifiant (7.1), (7.2), (7.3), on obtient :

ttfc-Zfc^-|| - T l ' l l o o ,

d'où le résultat puisque Ih'llco et | |T| I L ^ m a x H e ' I L . D
oc

Convergence

Le résultat de stabilité nous permet de démontrer que si u G C2 ((9 ), la solution
uh du problème approché converge vers i lorsque h -> 0.

En effet (cf. Godounov [11]), les opérateurs discrétisés Ba sont des
approximations consistantes des opérateurs Aa, c'est-à-dire [u]h désignant



386 P.-L. LIONS, B. MERCIER

l'interpolée de u aux nœuds du réseau, et [A "M]/, celle de Auu, (qui a un sens si

ueC2(Ö\ on a
B"[u]h-[A*u]h = Bl

avec s£ G Vh et

l|e t t | |œ -»0 si fe->0, si ueC2{@)

et
W^W^^Oih6) si ueC2^(Ö) pour

Or, comme on a choisi #" = [ƒ«]*, on a

puisque u est la solution du problème initial, d'où

de sorte que l'on peut appliquer le résultat de stabilité (th. 7.1) à zh — [u]h qui

nous donne | |[u]h-uh | |œ^max| |&t | |«, .
a

On en déduit que si u e C2 ((9 ), uh converge vers u en norme L00 discrète, et que
si de plus weC2 '9((P), ce que l'on sait démontrer dans certains cas (2), on a
l'estimation d'erreur

8. ESSAIS NUMÉRIQUES

Nous nous sommes limités dans ces essais au cas de deux opérateurs à
coefficients constants, et sans termes du 1er ordre.

Avant de donner les résultats, nous passons en revue les particularités de
chaque algorithme en ce qui concerne la programmation.

On remplace dorénavant B* + XI par Ba.

8 .1 . Implémentation de l'algorithme î

On remarquera qu'il n'est pas nécessaire de calculer tous les u£ pour
ot= 1, . . . , m dans l'algorithme 1.11 suffit en effet de connaître M"+ x pour calculer

(1) C2>0(0)c=C2(0) est le sous-ensemble des fonctions dont les dérivées secondes sont
höldériennes d'ordre 6.

(2) Dans le cas de 2 opérateurs [3] ou de la dimension 2 [20].
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ul+1. Dans le cas m = 2, nous avons donc seulement calculé
"§> "is wi> • • • s u\n, u\n+x, ... ce qui donne lieu à deux fois moins de calculs sur
notre ordinateur qui n'est pas organisé pour le calcul parallèle. A chaque
itération de l'algorithme 1, nous devons résoudre une inéquation variationnelle
(problème d'obstacle) :

u2n+1 -g\ u2n+i-u2n) = 0, (8.1)
2n + 2~g2, u2n + 2-u2n+1) = 0, (8.2)

où nous avons abandonné pour simplifier l'indice inférieur.

La décroissance ponctuelle de la suite un ainsi générée est immédiate. Le point
de départ u° est choisi solution de B2u° = g2.

Pour résoudre (8.1) et (8.2) on utilise F algorithme IL

8 .2. Itnplémentation de l'algorithme II

Par commodité, on remplace la suite des fonctions caractéristiques %*• par une
suite de fonctions a" (i ) définies en chaque point i E [1, M2] du réseau et valant 1
ou 2.

L'algorithme est alors défini ainsi :

un étant donné par récurrence, calculer

1 si {B"u^g"

2 sinon,

C* = ((c?j))9 où cïj = Vfj{i), V

<?" = (*?), où e? = 0f(i>,

un+1 solution de Cnun+1=en.

Là encore, la ligne n° i de Cn est identique à la ligne n° i de Ba"{i). Les matrices
C satisfaisant les conditions (7.1) à (7.3) sont des M-matrices mais pas
nécessairement définies positives (noter que la transposée de Cn n'est pas en
général diagonale dominante).

D'après un résultat de Tartar [27], il existe des matrices diagonales Dn (à
coefficients diagonaux ^ 0 ) telles que les DnCn soient définies positives.
Autrement dit un simple changement d'échelle (mais lequel ?) suffirait à rendre
les Cn définies positives. On pourrait déjà opérer le changement d'échelle sur les
ordres de grandeur respectifs des coefficients des deux opérateurs suggéré
ultérieurement à la remarque 8.1, pour faciliter le calcul de u"+ 1 .

Les matrices C" notant ni symétriques, ni définies positives, elles sont difficiles
à inverser par des méthodes itératives, et nous avons préféré utiliser la méthode
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d'élimination de Gauss, qui marche très bien mais coûte plus cher en
encombrement mémoire.

En revanche si Bl ou B2 se réduit à l'identité (c'est-à-dire si on résout un
problème de l'obstacle du type de ceux rencontrés à chaque itération de
l'algorithme 1, la matrice C est du type

11 A12

où Axl est symétrique et définie positive. Dans ce cas on peut donc utiliser la
méthode du gradient conjugué, qui s'avère extrêmement rapide, d'autant plus
que le nombre de variables indépendantes diminue.

8.3 . Implémentation de l'algorithme III

Matriciellement l'algorithme s'écrit :

Cu B + 1 =CuB-pmax(BBttB-flf"), (8.3)
a

où C est la matrice du schéma à 5 points discrétisant l'opposé du laplacien. La
matrice C étant symétrique et définie positive nous avons utilisé la méthode du
gradient conjugué, pour résoudre le système linéaire (8.3) (3), et cela nous a
donné pleine satisfaction. La matrice C étant invariable au cours des itérations
on pourrait la factoriser sous la forme LZ/une fois pour toutes, pour diminuer le
nombre de calculs à effectuer à chaque itération, au détriment de
l'encombrement mémoire.

REMARQUE 8,1 : Le problème initial (1.5) est visiblement équivalent au
problème -

{ A 1 f \ Q 2 Q f 2 ) O

dont la solution est évidemment indépendante de 0, V9>0.

Ceci montre que l'on peut ajuster les ordres de grandeur des coefficients a\j et
àfj, et il y a intérêt à le fair e pour l'algorithme 111. Supposons en effet que f1 (et
donc g1) soit infiniment grand, l'algorithme se réduit à

Cutt+1=Cu"-{B2u"-g2)

qui converge pour 0 < p < p1 ; si maintenant ƒ2 (et donc g2 ) est infini, il se réduit à
Cun+1 = Cun~-p{Bl un — g1) qui converge pour 0 < p < p 2 . L'ajustement
optimal aura pour effet de rendre pi = p2, comme l'ont montré les essais
numériques.

(3) Dans ce cas, la « Fast Fourier Transform » serait idéale.
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8.4. Implémentation de la méthode de Trotter

En discrétisant (5.4) on aboutit à un système linéaire dont la matrice est définie
positive et strictement diagonale dominante. Dans le cas que nous avons
considéré où il n'y a pas de termes du 1er ordre, elle sera de plus symétrique et
donc inversible par la méthode du gradient conjugué. Dans le cas contraire on
pourrait utiliser une autre méthode itérative comme la surrelaxation ponctuelle
ou par blocs. De toutes manières ce système linéaire est bien mieux conditionné
que celui qui intervient à l'algorithme 11, dans le cas général.

8.5. Résultats

On a choisi

= aii=2ÖS a|2

Soit ue = x (1 — x) y (1 — y), on a choisi

de sorte que ue est en fait la solution exacte.
Le pas de discrétisation choisi était h — l/lO, et il y a donc 81 variables

indépendantes.
Le tableau 1 donne une idée de la vitesse de convergence des 3 méthodes : pour

avoir une convergence à 10"5 près (différence relative entre deux itérés successifs)
il faut 10 itérations avec l'algorithme 1, 3 avec l'algorithme 11 et 10 avec
l'algorithme 111.

A chaque itération de l'algorithme 1, on résout un problème d'obstacle [(8.1)
ou (8.2)] qui demandent chacun 3 itérations de l'algorithme 1. Malgré cela, il est
difficile de savoir quel est le meilleur des algorithmes 1 et îlrsuf Un exemple réel àr
cause de la différence déjà signalée d'encombrement mémoire.

En revanche, il est clair que l'algorithme 111 est meilleur que l'algorithme 1
dans l'exemple que nous avons traité. De plus il permet facilement de prendre en
compte des opérateurs dégénérés [nous avons traité le cas A1= — (d2/dx\),
A2= ~{d2ldx\) avec succès].

On notera dans le tableau 1 que la valeur au centre du carré ne bouge que
toutes les deux itérations. En effet une fois sur deux, elle appartient à la zone où
l'obstacle est actif.
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TABLEAU 1

Valeur de un au centre du carre

n

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

Algorithme 1

0,065 222
0,065 222
0,064 384
0,064 384
0,064248
0,064248
0,064171
0,064171
0,064171
0,064171

Algorithme 11

0,083 143
0,064 099
0,064099

Algorithme 111

0,062 617
0,061132
0,063 673
0,063 806
0,064027
0,064068
0,064 101
0,064 125
0,064135
0,064135

Le grand avantage de l'algorithme 11 est de donner lieu à une décroissance
ponctuelle C'est le meilleur des algorithmes que nous connaissons pour
résoudre le problème de l'obstacle

Examen des frontières libres

La frontière libre est donnée sous forme d'un tableau carre de « 1 » ou
de « 2 » selon que max{Bau — ga) = 0 est atteint pour oc=l ou a = 2

2 2 2 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 ?
1 1 1 1 1 1 2 2 2

Fig 1 — Frontière libre exacte

2 2 2 2 1 1 1 1 1
2 2 2 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2

Fig 2 — Frontière libre donnée
par les algorithmes 11 et 111

L'algorithme 1 ne donne que les zones de contact dans les problèmes
d'obstacles résolus aux itérations paires et impaires, qui n'ont qu'un lointain
rapport avec la frontière libre cherchée (fig 3)

0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 U 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 11
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 0
10 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 1 1 î 1

Fig 3 — Zones de contact avec l'obstacle
dans les itérations paires et impaires de l'algorithme 1
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CONCLUSION

L'algorithme 11 est le plus rapide mais le plus difficile à programmer et le plus
encombrant en mémoire, sauf dans le cas où l'un des opérateurs se réduit à
l'identité, c'est-à-dire dans le cas d'un problème d'obstacle.

L'algorithme 1 a l'avantage d'avoir une décroissance ponctuelle et aucun
paramètre à ajuster, comme l'algorithme 11.11 donne lieu à plus de calculs mais
moins d'encombrement mémoire.

L'algorithme III est un très bon algorithme à la fois sur le plan des calculs et de
Fencombrement mémoire. Il permet en outre d'envisager des opérateurs
dégénérés.

Enfin la méthode de Trotter est plus adaptée à la résolution des problèmes
d'évolution qu'à celle des problèmes stationnaires.

Ces conclusions ne concernent que les quelques exemples que nous avons
traités qui n'impliquent que 2 opérateurs et un pas de discrétisation relativement
grossier ft = l/10.

Le problème correspondant est en définitive facile à résoudre (une dizaine
d'itérations, et une centaine d'instructions FORTRAN pour les algorithmes 1,
111 et Trotter).
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Résultats obtenus par la méthode de Trotter

On sait que pour k fixé, la suite un dégénérée par l'algorithme (5.4) converge

vers uk = inîul. D'autre part uk décroît vers u solution du problème initial,

lorsque fc -• 0. Évidemment la convergence de un vers uk est d'autant plus lente
que k est petit, comme le montre le tableau 11, où n* désigne le nombre

TABLEAU 11

Résultats donnés par la méthode de Trotter

k

1
0,5
0,1
0,05

uk

0,064 826
0,064 592
0,064236
0,064171

n*

120
200
660

1750
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On voit tout de même que uk converge très rapidement vers u lorsque k -> 0

Malgré cela la méthode de Trotter est sûrement un bien meilleur algorithme pour

résoudre le problème d'évolution que le problème stationnaire 11 faut en effet

environ 100 fois plus d'itérations pour obtenir u avec 3 chiffres exacts que pour

l'un des algorithmes 1, 11 ou 111 Encore n'y a-t-il qu'environ 20 fois plus de

calculs car la méthode du gradient conjugué pour résoudre (5 4) converge 5 fois

plus vite du fait que le point de départ est beaucoup plus proche du point

d'arrivée que dans les autres algorithmes
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