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R.A.I.R.O., Analyse numérique Numerical Analysis
(vol. 14, n° 2, 1980, p. 149 à 173)

UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE
POUR LES ÉQUATIONS DE VON KÂRMÂN (*)

par S. KESAVAN (1).

Communiqué par P.-A. RAVIART

ABSTRACT. — The aim of this paper is to adapt KikuchVs method to a mixed finite element
formulation used to approximate non trivial solutions bifurcating from the trivial solution of the
von Kârmân équations. The convergence of the method is proved and error estimâtes are obtained.

RÉSUMÉ. — Le but de ce travail est d'adapter la méthode de Kikuchi à une formulation mixte utilisée
pour approcher par éléments finis les solutions non triviales qui bifurquent à partir de la solution triviale
des équations de von Karman. On démontre la convergence de la méthode et on obtient des estimations
d'erreur.

1. INTRODUCTION

Dans cet article on s'intéresse au calcul des branches de bifurcation (à partir de
la solution triviale u^O) des équations de von Kârmân. Ces équations, qui sont
un modèle pour le flambage d'une plaque mince soumise à des forces latérales,
s'écrivent :

( î . i )
(1.2)

du d\|/
w— —- = \l/ = —— = 0 sur F , (1.3)

dv ov

où O c U 2 est un ouvert borné (la surface moyenne de la plaque) et F sa frontière.
Par ailleurs,

r . ^ô2u d2v . d2u Ô2v d2u d2v „ „
— 2 -\ dx\ ôx\ dx\ ôx1ôx2 dx1ôx2

(*) Reçu janvier 1979.
( ) T.I.F.R., Centre Indian Institute of Science, Bangalore, Inde.
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150 S. KESAVAN

Dans un article précédent {cf. [9]), nous avons donné un algorithme de calcul
de la branche bifurquée autour d'une valeur propre simple du problème
linéarisé, par une méthode d'éléments finis conforme. Nous allons considérer ici
l'application d'une méthode d'éléments finis mixte pour ce même problème.
Nous démontrons la convergence de la méthode et nous obtenons des
estimations d'erreur.

Le n° 2 est consacré à la formulation mixte due à [14], et à un bref rappel des
résultats préliminaires utilisés par la suite.

Le n° 3 traite le problème linéaire de valeurs propres dont les résultats
sont utilisés par la suite. A cause de la forme inhabituelle du membre de droite de
cette équation (À2 u = X [ƒ, u]), on ne peut pas appliquer les résultats de [13], ni
ceux de [4]. On est donc d'abord amené à donner un traitement adapté à ce pro-
blème. On donne également dans ce numéro des résultats sur l'approximation
du problème de l'alternative de Fredhölm, qui jouent un rôle important dans
les estimations d'erreur.

Le n° 4 donne quelques nouveaux résultats concernant la formulation mixte
pour l'équation biharmonique, qui nous permettront plus loin de démontrer la
convergence de la méthode et d'obtenir les estimations d'erreur.

Le n° 5 traite brièvement le problème non linéaire continu et l'algorithme pour
le problème discret est décrit dans le n° 6. Le n° 7 donne les estimations d'erreur
et le n° 8 est réservé aux conclusions et aux remarques diverses.

NOTATIONS : On utilise les espaces de Lebesgue LP(Q), l^p^ + ce et les
espaces de Sobolev Hm (Q). La norme dans Lp (O) est désignée par |. 10, P, o sauf si
p = 2 quand nous écrivons |.|0 ft. La norme et la semi-norme habituelles dans
Hm(Q) sont respectivement désignées par ||.\\m a et j . |m Q. Tout espace produit
est muni de la norme produit correspondante mais on continuera à la désigner
comme dans le cas scalaire. Exemple : La norme dans (L2(Q))4 sera désignée

2. UNE FORMULATION MIXTE POUR L'ÉQUATION BIHARMONIQUE

Soit ƒ sL2(Çl) une fonction donnée. On considère le problème suivant :

A2u=f dans 0, . (2.1)

u = ^ = 0 surT. (2.2)
dv

La formulation faible dans HQ(Q) de (2.1)-(2.2) est équivalente à la
formulation mixte suivante :

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE 151

(P) Trouver (a, w)eZ x V tel que

VxeE, a(a, x) + b(x, U) = 0, (2.3)

VueF, -b(o,v)=\ fvdx, (2.4)

ou

et (avec la convention de sommation sur les indices répétés) :

Va, xeZ, a ( a , x ) = | ayxydx, (2.5)

h
r Q2V

VaeL, veV, b(a,v)=-\ utJ fa dx. (2.6)

Ce problème admet une solution unique (cf. [3]) et pour f eL2 (SI) on a
wGH3(ft) n Hl(Sl) et a y = 52 w/^xf ôxjeH1 (SI) (cf. [12]), Q étant un domaine à
frontière lipschiztienne. Grâce à ce résultat de régularité, la solution unique du
problème (P) est aussi solution du problème suivant :
(P) Trouver (a, u) e t x V tel que

VxeÊ, a(a, X) + £(X, U) = 0, (2.7)

(2.8)
Jn

où

et

(2.9)Vael, reF, 5(a, D)- f ^ | ^

Notons que la forme bilinéaire b(., .) vérifie la condition de [2], i. e. il existe
une constante P > 0 telle que

VveV,

Donc (P) admet une solution unique, à savoir, celle de (P).

Pour l'approximation de la solution de (P) on se donne des espaces Eft <= £ et
F h c F de dimension finie, qui vérifient les propriétés d'approximation
habituelles, ainsi que la condition (Kfc)J cL h . Cette deuxième condition nous
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152 S. KESAVAN

permet de conclure que b(., .) vérifie la condition de Brezzi discrète
uniformément par rapport à h, i. e. il existe une constante P i > 0 indépendante de h
telle que, pour tout h :

Le problème approché suivant admet toujours une solution (oh, uh) eXh

tel que

uh) = 0, (2.12)

VvheVk, -E(ah.vh)=[jvhdx. (2.13)

Puisque Vh est de dimension finie il existe S(h)>0 tel que

VvheVh, | |üh | | l in^S(h)|i;, |Oif l (2.14)

et on a l'estimation d'erreur abstraite due à [3],

inf l l a - T a l l ^ + d + S W ) inf \\u-vh\\LÇÎ}, (2.15)
TheZh vheVh

C>Q étant une constante indépendante de h.

On utilisera par la suite les espaces Zft et Vh décrits ci-après. Pour simplifier
l'exposé, supposons que Q est un polygone convexe. On se donne une famille
régulière de triangulations {^h}h de Q et on définit :

Wk
h={vheC0(Q)\VKerh,vh\kePk(K)}, (2.16)

l'espace associé aux polynômes de degré g/c, par élément fini de Lagrange de
type (k) (cf. [5]).

On pose

ï* = (^ î ) î - Vh=Wk
hnHh(Q), fc£2. (2.17)

Si, de plus, la triangulation est uniformément régulière, i. e. il existe C 0>0
indépendante de h telle que

min hK^C0- maxhK=Coh, (2.18)

où hk est le diamètre du triangle K, on a (cf. [5]) :

1. (2.19)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE 153

C>0 étant indépendante de h. Dans ces conditions si ueH4(Q) C\HQ(Q), on a,
d'après (2.13) :

| | | | | u | | 4 f n . (2.20)

Récemment [16] a amélioré cette estimation. On a en effet si

. .«Ikn. (2-21)

\u-u^aàCh2]\u\\~0, (2.22)

Par conséquent

\ u uh 0, GO, Q = ^ " fj u ||3, Cl * ^ * -̂ TJ

3. LE PROBLEME LINÉARISÉ

Considérons le problème de valeurs propres suivant :

(PV) Trouver (a, u, X) e £ x V x U tel que

VxeE, a(a, x) + b(x, M) = 0, (3.1)

, -&(a fu) = k [ƒ, aF, -&(a fu) = k [ƒ, a]i;dx, (3.2)

où avec la notation fij = d2 f IdxidXj, on définit

Vxe£, [ƒ a] = / 1 1 a 2 2 + / 2 2 a 1 1 - 2 / 1 2 a 1 2 . (3.3)

Par les raisonnements habituels (régularité de solution et densité de F dans V),
(a, u, X) est solution de (PV) si et seulement si (M, X) est solution faible dans
Hl(Q) x U du problème de von Karman linéarisé

A2u = X[f,u] dans Q; u=^=0 sur T. (3.4)
ov

Ce dernier est décrit dans [9]; il s'agit d'un problème de valeurs propres d'un
opérateur L qui est compact et symétrique de HQ(CÏ) dans lui-même. Donc il
existe une suite de valeurs propres réelles et une suite de vecteurs propres
normalisés. Sous l'hypothèse supplémentaire (faite uniquement pour fixer les
idées) que L est défini positif, les valeurs propres sont positives.

vol. 14, n°2, 1980



154 S KESAVAN

Considérons le problème discret

(PVh) Trouver (oh, uh, Xh)ei:h x Vh x U tel que

E h ) = 0. (3 5)

VvheVh, -b(oh,vh) = Xh[[f,oh]vhdx (3 6)

Afin que le problème ( P V J soit bien l'analogue discret du problème continu
(PV) on souhaiterait que les valeurs propres Xh soient toutes réelles Mais cela
n'est pas évident a priori Avec le raisonnement qui suit on aboutit à une
condition [cf (3 10)-(3 11)] qui est suffisante pour que cela soit vrai On verra
plus tard que cette condition suffisante est nécessaire pour obtenir la condition
de compatibilité que doit vérifier le second membre du problème de l'alternative
de Fredholm discret [cf (3 36)] qui est analogue au cas continu [cf (3 32)] Cette
analogie est essentielle dans le traitement du problème non linéaire

Posons d'abord ce problème sous forme d'un problème de valeurs propres
d'un opérateur linéaire Lh S'inspirant du cas continu, on définit un produit
scalaire sur Vh qui imite le produit scalaire en HQ (Q.) Pour uh e Vh donné, grâce
à la dimension finie de £,,, il existe ch unique tel que (3 5) est vérifiée On pose
Mhuh — Gh [on voit que Mhuh est l'analogue discret du tenseur de dérivées
secondes, pour UEHQ(Q) donne il existe a e Z tel que (3 1) est vérifiée 51 et
seulement si ueH3{Çl)nHl{Q) et olJ = d2u/ôxldxJ] On defmit le produit
scalaire ( , )fc sur Fh par

VwA, vhe Vh, {uh, vh)h = a(Mhuh, Mhvh) (3 7)

Alors pour whe Vh donne, Lhwh~uh ou (oh, uh)ellh x Vh vérifie

VThe£h , a(ah,Tfc) + E(Thiufc) = 0 (3 8)

VvkeVh. -E(<jh,vh)=[[f,Mkwh]vhdx (3 9)

II est maintenant facile de voir que le problème (PVh) n'est rien d'autre que le
problème de valeurs propres de l'opérateur Lh Pour que le problème (PVfc)
n'admette que des valeurs propres réelles il est suffisant que Lh soit symétrique
par rapport à ( , )h Cela est vrai si et seulement si la propriété suivante est
vérifiée

Si ( a i , u i )eSj ,x Vh, i = l, 2 vérifient

V T . E Z , , û(aifTfc) + £(Tfc,«i) = 0, (3 10)

RAIRO Analyse numenque/Numencal Analysis



UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE 155

alors :

[[ƒ. aj]«2<bc= [[ƒ. ol]uldx. (3.11)

L'analogue de cette propriété dans le cas continu est toujours vérifié grâce à la
formule de Green donnant ainsi la symétrie de l'opérateur L. Dans le cas discret
ce n'est pas toujours évident. On donne ci-dessous un cas particulier où cette
propriété est vérifiée.

LEMME 3.1 : Si Vhypothèse (H) ci-dessous a lieu, alors la propriété (0>) est
vérifiée :
(H) Les fonctions ftj sont des constantes, i.e. ƒ est un polynôme de degré ^ 2 .

Démonstration : O n définit T j , e l h ) i = l , 2 p a r

Alors o

utilisant (H) :

tfc)= I lf> ol]Uhdx,

d'où le lemme. •
Un exemple important dans la pratique où cette hypothèse est vérifiée est celui

où ƒ = — l/2(x2 + y2). Cette situation correspond à une plaque soumise à une
pression horizontale appliquée au bord et constitue le modèle le plus étudié
(cf. [1], [15], etc.). Les équations (3.1) correspondantes sont

A2u=-\Au dans Q, w = ^ = 0 sur T. (3.13)
ôv

Pour une dérivation de ce modèle, voir [6].
Avec cette hypothèse (H), Lh est symétrique et on a N(h) valeurs propres

toutes réelles, N(h) étant la dimension de Vh. Pour fixer les idées supposons que
Lh est défini positif de sorte que ses valeurs propres soient positives. On peut
traiter l'étude de la convergence dans le cas général comme indiqué, dans [8], sur
un exemple de l'homogénéisation d'un problème non nécessairement elliptique.
La démonstration de la convergence de la méthode se fait à peu près de la même
manière qu'en théorie de l'homogénéisation des valeurs propres. On se

vol 14, n°2, 1980



156 S. KESAVAN

contentera d'indiquer ici les étapes essentielles. Soit X\ l^i^l, les / premières
valeurs propres du problème (PV). Pour h assez petit, de sorte que N(h)^l
soit Xi, l^i^l les / premières valeurs propres du problème (PVft). On
définit (<pî, ui j jel , , x Vh par

iüi) = 0. (3.14)

Vh, -f(<pî, ü,) = ^ f [ƒ, al]vhdxf (3.15)

où ( G l , u i ) e î x P est une fonction propre normalisée (i.e. | a110 fi = 1)
correspondant à X1. On sait que wl

h-*ul dans H Q ( O ) fort et cp^-^a* dans
(L2(Q))s fort lorsque h -> 0 d'après les résultats sur le problème stationnaire et
on a les estimations d'erreur du type (2.15). On a maintenant le :

LEMME 3.2 : Les fonctions { u;^} | = 1 sont linéairement indépendantes dans V h,
et la suite {Xl

h} des l-iémes valeurs propres est bornée indépendamment de h.

Démonstration : La première partie de l'énoncé est facile à vérifier, étant donné
que les fonctions {u1}, l^i^.1 sont linéairement indépendantes. Supposons la
deuxième propriété fausse. Alors, pour une sous-suite, que l'on notera encore h,
on a grâce au principe de mini-max (cf. [18]) :

min msLx{Rh(vh)} ->> +oo, (3.16)
WhzVh Vhewh

dim Wh = l

lorsque h -• 0, où Rh(.) est le quotient de Rayleigh défini par

a(Mhvh, Mhvh)

[fMh(vh)]vhdx
(3.17)

On utilise l'espace engendré par {wi}, l^i^l pour Wh. Supposons que le
maximum soit atteint pour wh = E c j, wl

h où (grâce à l'homogénéité du quotient de
Rayleigh) :

i

Alors pour une sous-suite, c\ -*• ct, ^ c? = l et on vérifie facilement que

ce qui contredit (3.16). •

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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THÉORÈME 3 . 1 : Pour chaque entier l> 1, la suite des l-ièmes valeurs propres
{Xl

h} converge vers X1, la l-ième valeur propre du problème (PV).

Démonstration : Étape 1 ; Grâce au lemme 3.2, on sait déjà que {Xl
h} est

bornée. Si |<7h|on = l» alors grâce à la condition de Brezzi discrète, uniforme
en h, {u l

h} est bornée dans H\ (Q), (<5l
h,u

l
h) étant vecteur propre normalisé de X[.

On peut donc trouver une sous-suite (encore indicée par h) telle que pour tout /,
al

h -> o{î) dans (L2 {Q))f faible, u' -> u{l) dans HJ (Q) faible et X{ -> ^ a ) .

Étape 2 : On démontre qu'en effet les convergences ont lieu dans les
topologies fortes respectives et que (<y{l\ u{l\ X{1)) vérifie le problème"(PV).
On définit (Ql, z ' J e Ê x K solution du problème (P) avec second membre
X{1) [f a ( / ))eL2(Q), et soit (9*, z£)eEh x Vh son approximation, i. e. solution
de (Ph) avec le même second membre. Alors 6^ —• G' dans (L2(Q))$ fort et
z[-+zl dans HQ(Q) fort. On voit maintenant que (al

h — Ql
ht u

l
h — zl

h)el<hx Vh

est solution de ( P J avec second membre g\ donné par

et on sait que gl
h -> 0 dans L 2 (Q) faible. Mais

puisque ul
h — z\-+ u(l) — z(l) dans L2(Q) fort. Alors on déduit que al

h converge
dans (L2 (Q))4 fort et la limite est, a fortiori, a ( 0 = G(/). De même ul

h-*ul = zl dans
Hl{Q) fort. Or, par définition de (6', u1), (a (0 , u{l\ X{1)) vérifie (PV).

Étape 3 : Procédant maintenant exactement comme dans le théorème 2.1
de [8] on démontre que toutes les valeurs propres de (PV) sont contenues
dans la suite {X{l)}i et ceci quelle que soit la sous-suite. Donc, d'une part, X(l)

est la Même valeur propre de (PV) et, d'autre part, la convergence
Xl

h -> Xil) a lieu pour toute la suite. •
Cette convergence des valeurs propres suffit pour obtenir l'estimation d'erreur

pour les vecteurs propres. La méthode est standard (cf., par exemple, [4]). On
obtient donc le théorème suivant :

THÉORÈME 3 . 2 : Étant donné (ol
h, u{,)eEfc x Vh vecteur propre normalisé

correspondant à Xl
h, alors on peut trouver (al(h), ul(h))eft x V vecteur propre

normalisé correspondant à X1 tel que

vl{h)-ol
h\z>Çi + \ul(h)-ul

h\lSÏ

gC.dlu'W-iuill^ + lla'W-çLlU}, (3.19)
où (cpj,, wl

h) est défini par (3.13)-(3.14) à partir de {G1 (h), ul(h), X1). M
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158 S. KESAVAN

En ce qui concerne l'estimation de l'erreur pour les valeurs propres,
l'estimation est moins bonne que dans le cas où le membre de droite de
l'équation (3.4) est de la forme Xu (cf. [4], [13]). Mais on va montrer que
l'estimation de Terreur est meilleure que pour les vecteurs propres.

Soit Xl
h -> X1 et soit [ol

h, ul
h) et (G1, U l) des vecteurs propres normalisés choisis

tels que les estimations du type (3.19) soient valables. On a, grâce à la symétrie de
la forme bilinéaire a ( . , . ) ,

f [ƒ ol
h]w[dx = Xl f [ƒ, Gl]ul

hdx( = a(<pl G ' ) ) . (3.20)

Puisque

il en résulte que pour h assez petit

[ƒ, ol
h]wl

hdx^(2Xl)~x (par exemple). (3.21)

On a maintenant le lemme technique suivant :

LEMME 3.3 : II existe 0{,eSft tel que

ƒ, al]ul
hdx= [ [ ƒ oi]iüidx + a(aif Bl

k), (3.22)

}. (3.23)

Démonstration : On définit

c22 =

Alors :

fJn!
grâce à l'hypothèse (H). On résoud maintenant le problème suivant :

Trouver zl
h e Vh tel que

lvzl
hVvhdx = E{Tl-Yk.vh), (3.24)

R.A.J.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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et on pose

Alors :

Donc on a

VvhsVh.

(3.25)

(3.26)

l
h,Q

l
h), (3.27)

d'où la première partie de l'énoncé. Pour la deuxième partie, il suffit d'évaluer
|zfr|o,n> c e Que l'on fait par dualité. Si zfleiïJ(Q) est la solution faible du
problème de Dirichlet pour le laplacien, on a zgeH2 (Q) n HQ(Q) et
| | | | | | 0 a . Or, pour tout vhe Vh, on âT

l-Vh. zg).f zl
hgdx= [ V(zg-

Mais puisque t', \|/{,e(Ho(0))^ on peut écrire :

et on a

f , I - ^ | l i 0 ) + |T'- + i

d'où le lemme. •
Avec ce lemme, en combinant (3.20) et (3.22), on obtient

d'où, en utilisant (3.21) et (3.23) on déduit le :

THÉORÈME 3.3 : II existe une constante Ct>0 indépendante de h telle que

|A,i-X I |SC l{fc|u I-iüi| l t u + |u l - iü i | 0 ï O }. • (3.28)

COROLLAIRE 3.1 : Si ul€H3(Q)nHl(Q), alors :

l i d c r ' - c r i l o ^ + lM1 —Mi|1,o) + |X ï -A . JL |SC I # i : 2 | | « | | 3 . n • (3 .29)

vol. 14, n°2, 1980



160 S. KESAVAN

Considérons finalement le problème de l'alternative de Fredholm. Soit X une
valeur propre simple du problème (PV) correspondant à un vecteur propre
normalisé (a, u). Le problème
(PF) Trouver (9, z) e £ x V tel que

Ê, a(8, T) + 5(T, Z) = 0, (3.30)

Vue F, £(6(ü)-A. [/,6]udx= gixfec, (3.31)

où geL2(Q), admet une solution si et seulement si

,[ƒ, o]zdx = 0. (3.32)

Le problème discret correspondant s'écrit :

(PFh) Trouver (Qh, zh)elLh x Vh tel que

Jzfc) = 0f (3.34)

, vh)~Xh \ [ƒ, ah]ühdx= f gvkdx. (3.35)
J Jn

où (<jh, uh, Xh) est solution de (PVh) approchant (a, w, X).
Ce problème admet une solution si et seulement si

r
guhdx = 0, (3.36)

Ja

gfrace à la propriété (âP) qui est vérifiée sous Vhypothèse (H). Il existe une solution
unique telle que

! " •

oh]zhdx = 0. (3.37)

Observons que pour geL2 (Q) quelconque, le problème (PF) posé avec Pog,
où

^«^-^«ll/aL (3.38)

admet une solution unique (6, z) vérifiant (3.33). De même, le problème (P¥h)
posé avec Pohg, où

kl (3.39)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numencal Analysis
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admet une solution unique (0ft, zh) e Hh x Vh vérifiant (3.37), et on a le théorème
suivant :

THÉORÈME 3 .4 :1/ existe une constante C > 0 indépendante de h et de g telle que,
pour h assez petit

| | i | | i | f | o > n ( (3.40)

- z f c | u ^ C { inf | | e -x h | | 1 ( Q + inf | | a -T f t | | l i O

| | | | l i O + inf-|fu=*4 i O)}. (3.31)
vheVh vheVh

Démonstration : On ne donne pas les détails ici. La démonstration s'effectue

exactement comme dans le théorème 5.1 de [9]. •

Grâce aux résultats de [16] [cf. (2.21)-(2.24)] on a

4. QUELQUES NOUVELLES ESTIMATIONS

Dans ce numéro, nous allons donner quelques nouvelles estimations
concernant les problèmes (P) et (Ph) du n° 2, qui vont être utilisées dans la
démonstration de la convergence de la méthode que l'on va proposer pour
résoudre le problème non linéaire. Signalons que ces résultats reposent
notamment sur l'injection continue de H2(Q) dans C°(£î) (valable parce que
Q c H 2 ) . On a d'abord le :

THÉORÈME 4 . 1 . - Soit (a, u) e £ x V solution du problème (P) [cf. (2.7)-(2.8)]
avec second membre ƒ G L2 (Q). Alors il existe une constante C > 0 indépendante
de ƒ telle que

k U + |«U^C|/|0i l iO. (4-1)

Démonstration : Grâce à la condition de Brezzi, il suffit de démontrer que
| a | o n est bornée par | ƒ |Oilitî. On a déjà remarqué que ueH3(Q) n HQ(Q) et a
est le tenseur des dérivées secondes de w. Donc on a

d'où le théorème.
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Soit (9, z)e£ x V la solution du problème (PF) du n° 3 vérifiant (3.33), le
second membre étant Pog, geL2(Q). Alors on peut également démontrer le
résultat suivant :

THÉORÈME 4,2:11 existe une constante C >0 indépendant degeL2{Q) telle que

Démonstration : On omet les détails. La démonstration s'effectue en
raisonnant par l'absurde. •

Ce qui est plus important, ce sont les analogues discrets des résultats
précédents. Dans le cas discret on peut démontrer les résultats suivants :

THÉORÈME 4.3 : Soit / ^2 un entier quelconque. Il existe une constante
C = C(/)>0, indépendante de h, telle que

VgheW\, \oh(gh)\o,n + \uh(gh)\hQSC\gh\0ilM. (4.3)

où {<Jh(gh), uh(gh))eXhxVh est la solution du problème (Pfc) avec second
membre gh.

Démonstration : Grâce à la condition de Brezzi, uniforme en h, il suffit de
démontrer que

\ \ \ i a . (4.4)

Supposons le contraire. Alors on peut trouver une sous-suite {hn} et une suite
{ gK } telles que :

(i) fc„->0

(ii) ghneWl
K, |0JJO.I,Û->O > lorsque n ^ oo;

Pour alléger l'écriture on supprimera l'indice n et on écrit ah au lieu de ahn (ghn )
et uh au lieu de uK (gK). On va montrer maintenant que ah -> 0 fortement dans
{L2(Q))f, ce qui sera une contradiction en vue de la condition (iii) ci-dessus.

Étape 1 ; Pour/e L2 (Q), on définit z (ƒ) eHj (Q), solution faible du problème
de Dirichlet pour le Laplacien, i. e.

veHh(Q), \ Vz(f).Vvdx= \ fvdx.
Jn Jn
\ \ (4.5)

Jn Jn

On pose

z" = z(gh). (4.6)
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On a, d'une part :

\zh\ < C | a J <Ch~1\gh\ , (4-7)

d'après les « inégalités inverses » (cf. [5]) provenant de la régularité
uniforme (2.16) de la triangulation. D'autre part, on évalue | 2 h | o n par
dualité. On a

f zhfdx= f VzCO Vz*dx= (ghz{f)dx,

d'où l'on déduit, grâce à la régularité du problème (4.5) :

\zh\ <C\gh\ ->0. (4-8)

Si l'on définit a*e£ par

on a les propriétés suivantes :

MffJoiQ. (4-10)

lCT*|o.o^C|flf»|0iIi0 [donc C J * - 0 dans (L2(Q))f], (4.11)

ivheVk. S(Gh,vh) = E(ah,vh). (4.12)

Étape 2 : D'après un lemmè de [3], puisque o*e(Hj(£2))f, on peut trouver
â E tel que

r\\Gh\\hn, r = 0, 1. (4.13)

(hh,vh) = B(ah,vh) = B(oh,vk). (4.14)

Étape 3 : On a d'une part

a(ah-Gh,cjh)^0, (4.15)

et d'autre part, on a

a{o"-ah, ah)=a{oh-cfh, ah) + a(âh-ah, CJ„)

= a(ah-àh, oh)-b(c!h-ah, uh) = a(ah-âh, ah) d'après (4.14)

Donc on a a (a* —afc, ah) -» 0 et par conséquent
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et puisque ah -> 0 dans (L2 (Q))f fort, on a également oh -» 0 dans (L2 (fi))J fort,
d'où la contradiction •

THÉORÈME 4 4 Supposons que (a, w, X) solution de (PV) vérifie

Alors il existe une constante Ct>0 indépendante de h telle que

VgheW'h, |9»(g*)|oQ + | z » M i n ^ C | 0 4 , l o . (4 16)

)» zh(9h)) e$t la solution du problème de Fredholm discret (PFfc) avec
second membre

Démonstration Le principe de la démonstration est le même qu'au
théorème 4 3 mais les détails varient légèrement L'hypothèse ueH3(Q) est
utilisée pour montrer que uh le vecteur propre approché reste borné dans L00 (Q)
[cf (2 22)] et donc Pohgh^>§ dans L1 (Q) avec gh •

Remarque 4 1 Naturellement, si l'on se restreint aux fonctions gheWl
h qui

f
vérifient de plus la condition ghuhdx = 0 de sorte que POhgh = 0h> o n n '

Jn
besoin de l'hypothèse ueH3(Q) Néanmoins d'après les résultats de [12], pour
un polygone convexe cette hypothèse est toujours vérifiée •

Dans l'étude de la convergence de la méthode proposée pour le problème non
linéaire, nous aurons l'occasion d'utiliser les théorèmes 4 3 et 4 4 avec l = 2k,
par exemple avec 1 = 4 pour les éléments quadratiques

5. LE PROBLEME NON LINEAIRE CONTINU

On peut écrire le problème (1 1)-(1 3) dans la formulation mixte de Miyoshi
comme ci-dessous

(PN) Trouver (i|/, y) e t x V, (a, u) e t x V et X e R tels que

T) + £(T, y) = 0, (5 1)

) = - [ [a,G]vdx, (5 2)

X) + 5(T, U) = 0, (5 3)

Vue F, - 6 ( a , u) = X | [ƒ o]vdx+ \ [\|f, a]i?dx (5 4)

On a déjà vu dans [9] que toute solution faible dans H % (Q) du problème (1 1)-
(1 3) est en effet dans H3(Q) Donc par les méthodes habituelles, on peut
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démontrer que si le triplet {(\|/; y), (a, u), X] est solution du problème non
linéaire (PN), alors {y, u, X) est solution faible dans Hl (Q) du problème (1.3), et
réciproquement. Étant donné cette équivalence avec la formulation faible, on
peut traduire les résultats du problème continu donnés dans [9] dans le langage
de la formulation mixte, et on a l'algorithme du type [11] pour le problème
continu. Puisque l'on va voir le cas discret plus en détail on indiquera
simplement le résultat sans démonstration dans le cas continu.

Soit (a 0 , u0, À,0)e£ xKxlR une solution du problème de valeurs propres

(PV), avec X0~vâîe~ur propre simple et j c r^ j^ = 1. Soit e > 0 un paramètre. Alors

pour e assez petit il existe une solution unique du problème (PN) de la forme

suivante :

(5.5)

(5.6)

- e - 1 f [o,Wuödx\ (5.7)

où (\|/, y) est calculé à partir de (a, u) par (5. l)-(5.2) et où (0, z) est la solution
orthogonale à (a 0 , u0) [au sens de (3.32)] du problème de l'alternative de
Fredhölm (PF), avec second membre (X~X0) [f* à\ + [at \|/]; cette solution
vérifie de plus, 1010 n rge.

La solution (5.5)-(5.7) du problème (PN) peut être décrite comme un point
fixe d'un certain opérateur, et l'algorithme suivant converge vers cette solution :

Étape 1 ; On choisit (0(O), z(0)) orthogonal à (a 0 , u0) [au sens de (3.32)]
avec |0 ( O ) | O Q ^£. Par exemple on peut choisir 0(O) = O, z(0) = 0.

Étape 2 : Supposons que (0(O, z(0) soit connu On pose a(I) = s a o + 0(I),
w(l) = E u0 + z(I), et on résoud le problème biharmoniquc (P) avec second membre
- [ G W , a (0] pour obtenir (\|/(0, y{i)).

Étape 3 : On calcule

f f f(i\ o(i)] uodx\ (5.8)

Étape 4 : On résoud le problème de Fredhölm (PF) avec second membre
(Xii + 1)-X0) [ƒ, a w ] + [o (0, Vl)] Pour obtenir (0(i + 1 \ z{i + 1)) et on retourne à
rétape 2. •
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6. LE PROBLÈME NON LINÉAIRE DISCRET

L'analogue discret du problème (PN) s'écrit :

(PNft) Trouver (\|/,, j ^ e X , x Vh, (oh, uh)sl,h x Vh, XheU tel que

yà = O, (6.1)

ff üfc)= - f [ah, o j M * , (6.2)

Vx h £Z h , a(ch ,Th) + 6(T„,uh) = 0, (6.3)

Vi;he Vh, ~b(oh, vh) = Xh f [ƒ, oh] vhdx + f [^h, a j üfcix.l (6.4)

Soit (ao/,, uOh, XOh) solution du problème linéaire de valeurs propres (PVh),
approchant {<J0,u0,X0) avec Xoh valeur propre simple et | o0h j 0 fi = 1. Pour 8 > 0
donné on s'intéresse aux solutions de la forme

^/, = £aOh + Gft; uh = suOh + zh (6.5)

et en substituant (6.5) dans (6.3)-(6.4) on déduit que (Qh, zh) vérifie (PFJ avec
second membre (Xh — XOh) [ ƒ ah] + [aft, \|/J. Donc l'existence de (9h, zh) exige
que [c / (3 .36)] :

Jn
[*hi a j MOhdx = 0> (6.6)

Ja

ce qui nous permet de calculer Xh en fonction de (ah , uh). Notons que

[X cyft] uohdx=\ [f,<5Oh]uhdx=E [f,o0h]uohdx = eXôh
1ï0,

Jn Jn Jn

où on a utilisé d'abord la propriété (9) [cf. (3.10)] et ensuite Forthogonalité de
(Gft, zh) èi(o0h, uoh) au sens de (3.36) et finalement la condition de normalisation
de (aoh. WQ/,)* Alors (6.6) nous donne Xh explicitement, à savoir :

-z-1 [[oh,>\fh]uohdx\ (6.7)

Pour vheVh donné on calcule d'abord Mhvh(cf.n°3) et on résoud le problème
biharmonique discret (Ph) avec second membre — [Mhvh, Mhvh] pour obtenir

X yh(vh))e^h x Vh. Maintenant on peut définir

-z-1 [[Mhvh,^h{vh)]uOhdx\ (6.8)
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et
S£

h vh = (Ah
evh-XOh) [ ƒ, Mhvh] + [Mhvh, y\fh(vh)l (6.9)

Finalement pour g e L2 (Q) données définissons Qh g la composante dans Vh de
la solution du problème de Fredhölm discret (PFh) vérifiant (3.37). Pour zh e Vh

donné, définissons

nzH = Qk(Sî(BuOh + zJ). (6.10)

Avec ces définitions-üest évident que toute-solution du problème-(PNB) de la
forme (6.5) provient d'un point fixe de T\. On montre que, pour s assez petit, T%
est une contraction de la boule de centre 0 et de rayon £. Pour cela on a d'abord
les estimations suivantes :

LEMME 6.1. — Supposons que uoeH3 (Q)nHl (Q). On suppose que zht

;0, s), i = l , 2, où

On pose

et

i= 1,2.

Alors il existe une constante C>0 indépendante de h et de E telle que

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

Démonstration : (i) Puisque uoeH3 (Q), on a {uoh} bornée dans
[c/(2.22)]. Alors :

lAjMfc-Xofc^s'^^ofcl [°h> i J uOhdx ^Ce~1 |a fc |o,n|^h |o,n|tto*
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Mais ] <5h\Q a^e Par ailleurs puisque [afe, crje Wlk, on peut appliquer le
théorème 4 3 pour obtenir

d'où on déduit (6 12)

(n) On déduit (6 13) de la même façon que (6 12) Les estimations (6 14) et
(6 15) sont directes et ne posent aucune difficulté

(m) On a Tlzh = Qh(S
£

h (suOh + zh)) et on sait que 5 | (euOh + zh)e Wf Alors
on applique cette fois le théorème 4 4 pour obtenir

d'où on déduit (6 16) grâce à (6 14) De la même façon on a (6 17) grâce à (6 15)
par une seconde application du théorème 4 4 Le lemme est donc complètement
démontré •

Si £ est suffisamment petit, de telle sorte que C e 2 < l , alors Th est une
application de B (h, 0, e) dans elle-même et d'autre part cette application est une
contraction Donc il existe un point fixe unique, qui peut être calcule par la suite
itérative

d'où l'algorithme suivant pour résoudre

Étape 1 On choisit (G^, z^0)) orthogonal [au sens de (3 36)] à {o0h, uoh) avec
|ei°>|0 a ^ e (exemple, 6f> = 0, zf> = 0)

Étape 2 On suppose (8£\ z£}) connu Alors on pose a f ^ s a o h + Oi?»
u{h] = e uOh + zil) et on résoud le problème biharmomque discret (Ph) avec second
membre — [a^K atf] pour obtenir (\|4l), yff)

Étape 3 On calcule

/ f V, M*] uOhdx) (6 18)

Etape 4 On résoud le problème de Fredholm (PFft) avec second membre
(kil+l)-XOh) [ƒ, 0il)] + [cTil), tyh] pour obtenir (8il+1). zll+1)) et on retourne à
l'étape 2 •

Cet algorithme converge vers la solution ((v|fh, yh), (ah, uh)t %h) du
problème

7. ESTIMATIONS D'ERREUR

Dans ce numéro nous allons obtenir des estimations de l'erreur commise en
passant au problème discret Comme dans le numéro précédent nous aurons
souvent Foecasion d'utiliser les estimations du n° 4
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Soit ( G 0 , U0, XO) solution du problème (PV) avec Xo valeur propre simple et
| a o |Oj a = 1 • Soit (a Oh, u Oh ,X Oh) son approximation, et solution de (PV h). Pour h
assez petit, XOh est également valeur propre simple. Soit {(\|/, y), {a, u), X}
solution du problème (PN) obtenue à partir de (cr0, u0, Xo) comme dans le n° 5.
Soit {(y\fh, y h), (oh, uh), Xh} solution de (PNh), son analogue discret.

LEMME 7.1 : II existe une constante C >0 indépendante de h et de £ telle que

où rh —> 0 lorsque h —> 0.

Démonstration : Soit CF^GS* tel que || a — 5 ^ a -» 0 lorsque /z -> 0. On définit
(\|/ft, yi)eS f c x Kh solution du problème biharmonique discret (Ph) avec second
membre - [ a , a] et (\|/£, yjJ)eShx Kh solution de (Ph) avec second membre
— [ah , a j . Alors on a d'après les estimations (2.21) et (2.22) :

On peut majorer les quantités |\|//î— \|/^ |0 fi et |y^— yl |, a par la norme en
L2(Q) de [a, o]-[oh, â j . Ainsi on a

|| a ||1>Q | | a - 5 h | | l i O . (7.3)

Finalement, puisque [ah, oh]-[ah> oh]eWlk, on peut appliquer le théo-
rème 4.3 pour obtenir :

n + | a - a h | O j n ) . (7.4)

Observons que |cr|0 Q ^ £ , |a f t |0 n ^ e . Déplus, puisque (a, u) est solution du
problème continu, on a W G J / 3 ( Q ) n i ï o ( ^ ) e t l'estimation | |w | | 3 i Q^C| |u\ \ 2 a

grâce au théorème de régularité démontré dans [9]. Donc

et

(7.5)

(7.6)

d'où on tire (7.1) avec rh = e | | a — â h | | l i Q . •

LEMME 7.2 : Supposons que uoeH3(Q)nHl(Q). Alors il existe C>0
indépendante de h et de e telle que

E\o-oh\0M). (7.7)
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Démonstration : On a

-X = {XOh-Xo) + e l(Xo-Xoh)
Jn

|/] uodx[o-

I'
-1'

Sous l 'hypothèse uoeH3 (Q), ona\u0 — u0h\lQ = O{h2),\X0 — XOh | = O (/i2) et

woft} est bornée dans L TO (Q). Par ailleurs, | a |0 Q S Ce et grâce au théorème 4 . 1 ,

|0 Q ^ C e 2 . Alors on obtient :

d'où on déduit (7.7). •

Maintenant on a tous les éléments nécessaires pour les estimations finales.

THÉORÈME 7.1 : On suppose que uQeH3(Q)nHQ(Û). Alors il existe une
constante C > 0 indépendante de h et de E telle que, pour £ assez petit,

\ \ \ (7.8)

(7.9)

où rh est la quantité apparaissant dans Vinéqualité (7.1) et sh -> 0 lorsque h^O.

Démonstration : On a d'abord

= (Xh-XOh) [ ƒ,

Choisissons aft, \j//,eLh tels que ||cr —a f c | | l i Q-*0, || \|/ — \j/^ {(̂  Q —*- 0 lorsque
h -> 0. On définit

S£,wh = ( ^ - ^ O h ) [ƒ. a j + ftfc, 5 j . (7.10)

On définit (0 J, zj), (65, zj) dans Zh x Fh solutions de problèmes de Fredholm
(PF,,) avec second membres POh(S

eu) et POh(S
E

huh) respectivement, de sorte que
Ton a

= Q(S*u), zh = Qh{Sluh), zl=Qh(S*u), z2 = Qh(§luh). (7.11)
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Tout d'abord, grâce au théorème 3.4, on a

puisque

\\z\\XQ^C\\a\\laSCh (7.12)

Ensuite, grâce au même théorème, on a également

^ - ^ | | l i n . (7.13)

Finalement, grâce au théorème 4.4, on a (puisque S\uh~Sz
uuhe Wlk) :

^ C { | \|/h |Oï n | o-fc — crfc |Op Q H-1 S h |0, o | x|/h — ̂

^ C {?r I a — o h \Q n + £ | G—G h |0 Q^

+ £k-v | / / I |o ,n+£ 2 |v | / -^ | O i n }. (7.14)

On pose

sfc = e ( | | a -5 f c | | l i n + | |^ -$ f c | | l i n ) ( (7.15)

expression qui tend vers zéro lorsque h -> 0, Alors on obtient :

\B-Qh\0M + \z~zh\l>ÇÎSC{sh + E2\G-Gh\0M} + Ch + Ch2e (7.16)

et donc

| a -a f c | 0 i n + |u-Mh |o ia^C/ie + C/i + Cfc2E + sfc + C e 2 | a - a J k | 0 i 0 . (7.17)

Si e est suffisamment petit pour que C£2 ̂  1/2 (par exemple) on obtient (7.8).
L'estimation (7.9) est une conséquence directe de (7.7) et de (7.8). •

Remarque 1.1 : Si u0 e H4 (Q) n Hl (Q), alors on a de même pour z et donc a,
y\fe(H2{Q))f. Par conséquent on a

et de même pour ||\|/ — fyh\\\ n- Dans ces conditions on obtient

et donc on a

|o~-^|o,n + |w-u h | l f Q^C/i + C/ï2£,l
|A,-^fc|gCfc2 + Cfce- • J

vol. 14, n°2, 1980



172 S KESAVAN

Remarque 1 2 Pour des domaines qui ne sont pas des polygones, on peut
utiliser des éléments finis isoparamétnques amsi qu'un procédé d'intégration
numérique Pour les estimations d'erreur dans ce cas on peut suivre les
démarches de [10] •

8. CONCLUSIONS

La méthode de Miyoshi est bien adaptée pour les équations de von Karman
parce que l'on obtient l'approximation du déplacement, de la fonction d'Airy et
du tenseur de contraintes (dérivées secondes de la fonction d'Airy) Mais on a vu
qu'il y a une difficulté sérieuse, même dans le cas linéaire, qui nous a conduit à
supposer que ƒ est un polynôme de degré 2 Donc, bien qu'une méthode mixte
soit en principe plus facile à mettre en œuvre qu'une méthode conforme la
méthode conforme décrite dans [9] reste préférable si ƒ est une fonction
quelconque On a démontré la convergence de la méthode avec l'hypothèse
minimale de régularité, à savoir, la solution appartient à l'espace H3(Q), mais
pour obtenir l'ordre de convergence il faut plus de régularité, ce qui n'était pas
nécessaire pour la méthode conforme

En ce qui concerne le cas d'une plaque soumise à une pression uniforme
( ƒ= — l /2(x 2 -¥y2)) si l'on ne s'intéresse pas au tenseur de contraintes il existe
une meilleure méthode mixte, à savoir, celle de [7] Cette méthode a comme
inconnues M et — Au et donc est plus facile à programmer (la méthode de Miyoshi
a comme inconnues w, a n , G-12 = a2 i , a2 2) Les résultats de Scholz [17] sur
l'équation biharmonique montrent que l'on peut utiliser cette méthode même
avec des éléments de Lagrange du type 1

REMERCIEMENTS

Les résultats présentes dans cet article figurent parmi les travaux réalises par l'auteur lors d'un
stage effectue au Laboria a l'Institut de Recherche d Informatique et d Automatique (I R l A ) et au
Laboratoire d'Analyse numérique de 1 Université de Pans-VI L'auteur remercie les responsables de
ces laboratoires pour les facilites que lui ont ete accordées ainsi que M Ciarlet pour son appui et les
encouragements tout au long de ce travail

BIBLIOGRAPHIE

1 L B A U E R e t E R E I S S , Non Linear Buckhng qf Rectangular P l a t e s , S I A M ,
Num Anal, vol 13, 1965, p 603-627

2 F BREZZI, On the Existence, Uniqueness and Approximation oj Saddle-Point
Problems Ansing from Lagrangian Multipliers, R A I R O , Analyse numérique,
vol R-2, 1974, p 129-151

R A I R O Analyse numenque/Numerical Analysis



UNE MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS MIXTE 173

3. F. BREZZI et P. A. RAVIART, Mixed Finite Element Methodsfor Fourth Order Elliptic
Equations, Rapport Interne, n° 9, École Polytechnique, Palaiseau, 1976.

4. C. CANUTO, Eigenvalue Approximations by Mixed Methods, R.A.I.R.O., Analyse
numérique, vol. 12, 1978, p. 27-50.

5. P. G. CIARLET, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North-Holland,
Amsterdam, 1978.

6. P. G. CIARLET, Dérivation of the von Karman Equations from Three-Dimensional
Elasticity, Proceedings of the Fourth Conference on Basic Problems in Numerical
Analysis, Plzeii, 1978 (à paraître).

7. P. G. CIARLET et P_. A. RAVIART, A Mixed Finite Element Method for the Biharmonic
Equation in Mathematical Aspects of 'Finite Eléments in Partial Differentiat
Equations, C. DE BOOR, éd. 1974, p. 125-145.

8. S. KESAVAN. Homogenization of Elliptic Eigenvalue Problems, Applied Mathematics
and Optimizalion. vol. 5, n° 2, 1979, p. 153-167.

9. S. KESAVAN, La méthode de Kikuchi appliquée aux équations de von Karman,
Numerische Mathematik, vol. 32, 1979, p. 209-232.

10. S. KESAVAN et M. VANNINATHAN, Sur une méthode d'éléments jinis mixte pour
l'équation biharmonique, R.A.I.R.O., Analyse numérique, vol. 11, n° 3,1977, p. 255-
27IL

11. F. KIKUCHI, An Itérative Finite Element Scheme for Bifurcation Analysis of Semi-
Linear Elliptic Equations, Report n° 542, Institute of space and Aeronautical Science,
Univ. of Tokyo, Japan, 1976.

12. V. A. KONDRAT'EV, Boundary Value Problems for Elliptic Equations in Domains with
Conical or Angular Points, Trudy Moskov. Mat. Obsc, vol. 16, 1967, p. 209-292.

13. B. MERCIER et J. RAPP A Z, Eigen value Approximation via Non- Conforming and Hybrid
Finite Element Methods, Rapport Interne, n° 33, École Polytechnique, Palaiseau,
1978.

14. T. MIYOSHI, A Finite Element Method for the Solution of Fourth Order Partial
Differential Equations, Kumamoto J. Se. (Math.), vol. 9, 1973, p. 87-116.

15. R. RANNACHER, Non Conforming Finite Element Methodsfor Eigenvalue Problems in
Linear Plate Theory, Preprint, n° 191, Univ. of Bonn, W. Germany, 1978.

16. R. RANNACHER, On Non-Conforming and Mixed Finite Element Methodsfor Plate
Bending Problems, The linear case, R.A.I.R.O., Analyse numérique (à paraître).

17. R. SCHOLZ, Approximation von Sattelpunkten mit Finiten Elementen, Bonner Math.
Schrifter, vol. 89, 1976, p. 53-66.

18. G. STRANG et G. J. Fix, An Analysis of the Finite Element Method, Prentice-Hall,
Inc. Englewood Cliffs, 1973.

vol. 14, n°2, 1980


