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ALGORITHMES DE PROGRAMMATION CONVEXE
PAR LINÉARISATION EN FORMAT CONSTANT (1)

par J, Ch. FIOROT(2)

Communiqué par P J LAURENT

Résumé — La maximisation d'une fonction strictement concave sur un domaine convexe est
remplacée par une suite de problèmes à contraintes linéaires, le nombre de ces contraintes linéaires
reste constant Deux sortes de linéarisation sont considérées Elles conduisent à deux algorithmes
convergents qui entrent dans le cadre d'un algorithme plus général donné par Laurent et Martinet

I. INTRODUCTION

Dans cet article nous proposons de remplacer k problème de programma-
tion convexe avec une fonction strictement concave p<t une suite de problèmes
plus simples. Ces problèmes sont à contraintes linéaires lais, contrairement
aux méthodes de Kelley [11] et de Kaplan [10] où les contraintes sont accu-
mulées, leur nombre reste ici constant.

De plus, dans les deux algorithmes présentés, nous n'avons pas de calculs
intermédiaires pour chaque problème, comme par exemple la maximisation
d'une fonction sur la partie réalisable d'un segment, ce qui est le cas dans cer-
taines méthodes de directions réalisables : Zoutendijk ] 16] ou dans la méthode
des centres linéarisée : Huard [8].

Néanmoins, pour assurer la convergence, les programmes intermédiaires
ont pour fonction économique celle du problème d'origine.

Pour le premier algorithme, les contraintes linéaires sont obtenues par
linéarisation des contraintes au point courant. Pour le deuxième, cette linéa-

(1) Manuscrit reçu le 13 septembre 1976, et sous forme révisée le 8 décembre 1976
(2) Informatique, Unuversité de Lille I, Villeneuve d'Ascq
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risation est faite aux points d'intersection de la frontière des contraintes et
du segment joignant le point courant à un point intérieur au domaine. Dans les
deux cas, une autre contrainte linéaire est ajoutée : celle passant par le point
courant dont la normale est colinéaire au gradient de la fonction économique
en ce point. Cette contrainte a été introduite par Haugazeau [6], [7] pour des
programmes quadratiques avec contraintes linéaires.

Nous démontrons de deux manières différentes la convergence des deux
méthodes proposées. Une démonstration autonome fait appel à un théorème
général de convergence dû à Huard [9]. Une autre consiste à montrer que ces
algorithmes correspondent à un choix pratique de l'algorithme général pro-
posé par Laurent et Martinet [12]. En remarque une digression est faite sur le
problème toujours ouvert : définir des programmes intermédiaires de format
constant, complètement linéaires et ne nécessitant pas de calculs intermé-
diaires.

II. HYPOTHÈSES, NOTATIONS

Nous nous donnons :
ƒ : R" -> R, une fonction strictement concave et continuement différen-

tiable,
gj : Rn -• R,y = 1,2, . . . , m, des fonctions concaves et continuement diffé-

rentiables.
Désignons par x. y le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R".
Le problème est :

(P) Max{ f(x)\gj(x) > 0, j = 1,2, . . . , m } .

Posons C = { x s Rm | gj(x) ^ 05 j = 1, 2, m } et pour y quelconque
dans R", A (y) = { x e R" | f(x) > f {y)).

Faisons l'hypothèse (H) suivante : il existe un point b de C tel que A {b) n C
est un compact.

Notons D (x) le demi-espace suivant :

D(x)= {yeR

Dans la suite nous voulons que C c D (x) si x est le point courant ; pour cela
introduisons l'ensemble non vide U suivant :

La solution optimale x de (P) est l'unique point commun à U et à C. Notons
que U est un ensemble fermé. En effet il suffit pour le constater de prendre une

suite (x), contenue dans U, qui tend vers x ; alors, en raison de la continuité du
gradient de ƒ et du produit scalaire, nous avons x e U. Nous introduisons
également un pavé B borné, arbitraire mais suffisamment grand pour conte-
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nir A (b) n C. Cette contrainte supplémentaire permet d'obtenir un problème

équivalent à (P) (la solution n'est pas modifiée) et d'assurer que la suite (x)
obtenue par les algorithmes possède un point d'accumulation.

Comme il est indiqué en remarque 2 une hypothèse légèrement plus res-
trictive que (H) permet de se passer du pavé B.

m . ALGORITHME I

Notons Lj(x) = { y e Rn | gj(x) + Vg,-(x) , ( j ; - x ) ^ 0 } le demi-espace
obtenu en linéarisant la contrainte j au point x.

j = m

Considérons L(x) = | ) Lj(x) le polyèdre dit linéarisé de C au point x.

Les fonctions g} étant concaves, L(x) contient C.
Posons V(x) — L(x) n D(x) n B pour x e U et introduisons la fonction F

définie pour x e U, F ; x -> { u s V(x) \ f(u) ^ f(y\ Vj e V(x)}.
La fonction ƒ étant strictement concave elle admet un maximum unique

sur V(x) et ainsi la fonction T est univoque. Comme la fonction multivoque :
x -» V(x) est continue sur f/ et que ƒ est également continue, la fonction F est
une application continue. De plus, F est à valeur dans U car

pour tout y de V(x) donc pour tout y de C. Notons enfin que si F(x) e C alors
F(x) == x et que d'autre part T(x) = x.

Algorithme I

Soient x quelconque et x la solution de Max { f (y) \ y e L(x) n B}.

Pour/: ^ 1 :kxX - T{x),

THÉORÈME : La suite (x) obtenue par l'algorithme I converge vers la solution
de (P).

Preuves :

1) Nous utilisons le résultat suivant [9, p. 157] qui est une légère améliora-
tion de celui de Poïak [14, p. 14] et de ZangwiU [15, p. 91].

Soient £ c R" un fermé, P un ensemble dit privilégié contenu dans Ey

F : E -+ 9 {E) et ƒ : E -> R semi-continue inférieurement dans E — P. La
fonction multivoque F est supposée vérifier :

a) Vx 6 E - P : F(x) ^ 0 , P) si x' eT{x) alors f{x') < f{x).

Considérons également une suite (x) définie par x e F {x) si x $ P, x = x

si x 6 P, x e E.
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De plus si x £ P, il existe un voisinage V{x) tel que pour tout y de V(x) et
tout y' de T(y) nous avons f (y') < f(x)(V(x) est un voisinage relativement
hE).

Alors sous toutes ces conditions, si x est un point d'accumulation de la

suite (x) nous avons : x e P.
Les ensembles U et U n C = {Je} jouent le rôie de E et de P. Pour xe U,

T{x) est non vide. Pour x e U - { x }, x' = T(x) est tel que ƒ (x') < ƒ (x).
En effet x $ C entraîne x $ L{x) donc x # x' et de plus x' e D(x) donc

comme la fonction ƒ est strictement concave :

f(x')-f(x)<Vf(x).(x'-x)

donc f{x') < ƒ (x).

D'autre part, s i xe t /— {x}, cette dernière inégalité entraîne, d'après la
continuité de ƒ, l'existence d'une boule B(x', e), de centre x' et de rayon e
telle que Blx\ z) n A (x) = 0 e t la continuité de F entraîne l'existence d'un

V{ F (voisinage V{x) tel que V^ e F(x) : T(>) c ^(x', s) Le. ƒ (r(j)) < ƒ (x).
Toutes les conditions du théorème rappelé ci-dessus sont satisfaites. Comme

la suite (x) reste dans le compact B n U, tout point d'accumulation de cette
suite est confondu avec l'unique solution x de (P) et ainsi (x) converge vers la
solution de (P).

2) Montrons que cet algorithme entre dans le cadre de celui proposé en [12].
Le domaine C = { x e R" | gj{x) ^ 0, j = 1,2, . . . , m } peut s'écrire de la
manière suivante :

C= fi {x<s-R"\g}(y) + Vgi(y).(x-y)>0}.
j = 1,2 m

y e R"

Posons H(x, y) = Min {gj(y) + Vgj(y). (x - y)} et
j' — 1 ,2 , • * •, m

C = {xeW\H(x9y)è0}.

Nous aurons alors C = f] Cy.
yeRn

Nous sommes donc ramenés à une définition de C identique à celle donnée

dans [12] et pour se placer dans ce même cadre il suffit de poser A* = D(x).
Il reste à montrer que si x £ C, le choix de la « contrainte » non satisfaite (qui
sert à définir le domaine de l'itération suivante) est celui correspondant à la
« contrainte » qui est la plus mal vérifiée. C'est-à-dire : montrons que le choix
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de y9 tel que H(x, y) = Inf JFf(x, y), correspond à y = I donc au choix de

Ck = L(x). Cela résulte de la concavité des fonctions g y Nous avons
X

gj(£) ^ gj(y) + vgi(y) • $ - y)
pour tout/ = 1,2, , , , ,met tout ƒ de R" ; alors en prenant la borne inférieure

par rapport à j et par rapport à y e Rn nous obtenons

Inf gj(x) ^ Inf H(x, y).

Comme H(x,x) — Inf gJx) nous avons bien H(x, x) = Inf H(x,y).

Donc le C~ choisi est bien Ck = { x e Rn | H(x, x) ^ 0 } =. JL(Jc).
X

REMARQUE 1 : La contrainte D (x) est fondamentale car, comme nous l'avons

vu dans la démonstration 1, elle assure la décroissance stricte de la suite ƒ (x).
Si nous la supprimons, la convergence n'est pas assurée.

REMARQUE 2 : Si au lieu de faire l'hypothèse (H) nous faisons l'hypothèse (If)
suivante : il existe b e C tel que A (b) est borné, nous pouvons dans le cas de la
démonstration 1 supprimer le compact B car alors U est borné. En effet les
points x de U appartiennent à des ensembles A (y) tels que A (y) n C = 0

donc à des ensembles A (y) qui sont contenus dans A (b). Les itérés x se trouvent
dors dans le compact U. Ajoutons qu'il est alors plus simple d'appliquer [15,
P. 91].

IV. ALGORITHME II

Nous supposons de plus que C a un point intérieur a. Pour x =£ a, nous
notons Uj(x) l'unique point d'intersection, s'il existe» du segment [a, x] avec
là frontière de l'ensemble Cj = { x € Rn j ̂ (x) S? 0 }.

Si le segment [a, x] coupe lai frontière de Cj définissons

et Lj(x) = R" dans le cas contraire.
Posons V (x) = Ç\ Lj(x). D'après la concavité des gj nous avons

Cj C LJ(X) donc Cc'L}"(xl
Posons encore Vx (x) = U (x) n D(x)n B pour tout x de U. La fonction ƒ

admet un maximum unique sur Vx (x) que l'on notera Tx (x). De plus nous
avons Tx (x) e U.
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Algorithme II

Soient x quelconque et x la solution de Max { f (y) | y e L' (x) n B },

pourÂ: > 1 : kx1 = Tx(x).

THÉORÈME ; La suite (A) obtenue par l'algorithme II converge vers la solution
de (P).

Preuves :
1) La démonstration utilise aussi le résultat rappelé précédemment [9,

p. 157]. C'est à un détail près celle de la partie 1 ' précédente. Ici la fonction
d'itération Fx n'est pas en général continue. Pour montrer l'existence d'un
voisinage F de x (pour x =f x) ayant la! propriété requise nous devons' procéder
différemment.

Pour x e U — {x} i l existe un ensemble C, tel que x £ C, et, comme gj est
continue, il existe une boule B(x, p) telle que B(x, p) n Cj = 0.Comme a est
un point intérieur à C, donc à Cp pour tout y e B(x, p), Uj(y) est défini, et la
fonction us est continue Sur B(x, p).

Pour yeB(x, p) notons r"(j^) le point (unique) qui maximise ƒ sur
Lj(y) n D(y) n B;\a. fonction F" ainsi définie est continue Sur B(x, p) (même
raisonnement qu'au début de la partie 3).

Soit x" = F"(x); nous savons que la'stricte concavité de ƒ entraîne que
f(x") < f(x) et donc qu'il existe une boule B(x'\ e) telle que

5(jc".e) n Aix) = 0.
La continuité de F" sur £(A-, p) entraîne l'existence d'une boule

B(x, e') c B(x9 p) telle que V> e B(x, e')

nous avons F"(j>) czB(x"9 s) i.e. f (F" (y)) < f(x). Comme
Vx{y) ^Lj(y)nD(y)nB

nous avons : / (F , {y)) ^ f(r>(y)) < /(x).
2) Comme'précédemment cet algorithme entre dans le cadre de celui pro-

posé en [12]. Toutefois comme dans [12] nous utiliserons l'hypothèse (H') :
il existe b e C tel que A (b) soit borné (mais C non borné), au lieu de (H). Dans
ce cas nous savons que U est un compact. Cette hypothèse pouvait, bien
entendu, être faite pour la partie 1 ci-dessus, ce qui évitait de prendre un pavé B.

Posons cette fois : v (

où J(y) est l'ensemble des indices des contraintes Cj telles que le segment \a, y]
coupe la frontière de Cj,
et Cy = { x e Rn | F(JC, y) ^ 0 }, alors nous avons C = f] Cy

R.A.I.R.O Analyse Numérique/Numencal Analysis
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Nous avons encore X* = D (x). Il reste à montrer que pour x £ C, le choix Ck
X

comme « contrainte » non vérifiée et utilisée à l'étape suivante est tel qu'il

existe 0 e ]0,1] satisfaisant à F{x9 x) ^ 0 Inf F (Je, y).

F(U)-Mm

D'autre part appelons L la projection de x sur C,. L'expression .. fo; •
k k \\vgj(uj(y))\

(x — Uj(y)) n'est autre que la distance algébrique de x à la contrainte Lj(y)<

et pour j fixé cette distance est minimum pour le point y = t}.

Par suite

Inf F(x, y) = Inf Min l ^

s'écrit encore en permutant les symboles Min et Inf :

In f Flx, y) = M i n V ' 8 > ( ' j ] • (x - t.)
„•-M j*JM\\V gj(?j)\\

Soit ƒ l'indice qui donne cette valeur minimum ( Inf F (à, y) est la plus
yeRn-{a}

petite distance algébrique du point x aux contraintes Cj).

Nous aurons alors : F{x, x) < VgAuA*)) . (jj _ M
V 7 lin / /ft\\ll J V

Notons co({ a }, £/) l'enveloppe convexe de l'ensemble { a } u C/; c'est
un compact. Un calcul simple montre que :

tv) /k k x

,k ' \ y f

où Qr = Inf J -n—^—rr I ye. Frontière (Cj)nco({a},U)i, ry étant le rayon

d'une boule de centre a contenue dans Cy.

En prenant 9 = Inf Qj nous obtenons l'inégalité

F(x, x) ^ 0 Inf F (Je, y).
yeRn -{a}

REMARQUE 3 : Contrairement à l'algorithme 1 nous ne pouvons pas utiliser
le résultat de Zangwill [15, p. 91] pour démontrer la convergence, que ce soit
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avec {H) ou (Hf). En effet comme nous l'avons déjà dit la fonction FJ n'est pas
sup-continue (donc continue). Pour pouvoir la rendre continue il suffît que le
domaine de linéarisation le soit. La construction d'un tel domaine continu a
été faite dans Fiorot et Htiard [3, p. 19],

REMARQUE 4 : Les programmes intermédiaires peuvent être résolus par
diverses méthodes : gradient réduit [2], ' gradient ' projeté [13], ' gradient
conjugué [1 ] , [5] ou de Frank et Wolfe [4].

REMARQUE 5 : Dans le cas où nous nous proposons de remplacer les1 pro-
grammes intermédiaires (qui sont à fonction économique strictement concave)
par des programmes linéaires (en linéarisant également la fonction économique
par exemple) nous nous heurtons à un' problème difficile comme nous pouvons
le Voir en nous reportant à [3] où une étude! préliminaire a été faite. Le polyèdre
linéarisé a en effet besoin d'être limité pour obtenir la convergence.

Désignons par x le point courant. Ce qui a été trouvé comme ensemble

délimitant le polyèdre linéarisé est l'ensemble G (x) = co ( { x], C)/C, c'est-à-
dire la partie du cône de sommet x circonscrit à Ct entre x et C.

En définissant de plus : S : x -• H L, (x), où E(x) est l'ensemble des con-
jeE x

traintes qui ne sont pas satisfaites par x, puis Q : x -> G(x) n S(x) n B et
M(x) l'ensemble des points qui maximisent Vƒ(;*;). / pour teQ(x), l'algo-
rithme consiste à prendre comme successeur du point x un point de M(x).

La propriété d'optimalité des points d'accumulation est assurée pour une
fonction simplement concave.
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