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R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
(vol. l l , n ° 2 , 1977, p. 117 a 134)

OPTIMISATION CONVEXE
EN DIMENSION FINIE PAR RELAXATION (1)

par J. F. DURAND (2)

Communiqué par J. CÉA

Résumé. — On donne une nouvelle définition de la relaxation qui permet de résoudre des
problèmes d'optimisation convexe même lorsque la fonction objectif n'est pas strictement
convexe. De plus la Méthode Séquentielle Réduite est établie pour résoudre des programmes
convexes avec contraintes linéaires.

Les méthodes de relaxation sont utilisées de façon très efficace pour résoudre
des problèmes de minimisation de fonctionnelles strictement convexes sur
un espace produit en dimension finie ou non ; se reporter à J. Céa [2] et [3],
J, Céa et R. Glowinski [4] et à la bibliographie de ces travaux. Cependant
lorsque la fonctionnelle est convexe au sens large la méthode de relaxation
semblait inutilisable et d'autre part, même dans le cas strictement convexe,
lorsque les contraintes se présentent sous la forme d'un système linéaire cette
méthode ne semblait plus conduire à la solution du problème, voir contre-
exemple dans [4]. Une légère modification a été apportée dans la définition
d'une relaxation qui reste d'une mise en œuvre numérique aussi simple. Elle
permet, lorsque l'application univoque qui la définit est continue, de résoudre
des problèmes de minimisation de fonctionnelles convexes au sens large.
D'autre part dans le cas de contraintes linéaires la Méthode Séquentielle
Réduite est établie en s'inspirant du principe de celle du Gradient Réduit de
Ph. Wolfe, voir P. Faure et P. Huard [5], P. Huard [6], Ph. Wolfe [10]
[11] [12] et W. I. Zangwill [13]. En particulier cette méthode permet de
résoudre les problèmes de programmation quadratique convexe (pas forcé-
ment au sens strict) et de programmation linéaire. Déjà J. Céa [2] (p. 153)
avait conjecturé de façon heuristique que cette méthode serait susceptible
d'applications intéressantes. En effet les quelques essais numériques effectués
avec la Méthode Séquentielle Réduite ont permis de retrouver les avantages
des méthodes directes d'optimisation. Aucun calcul de dérivée partielle,

1) Manuscrit reçu le 3 juin 1976.
2) Département Mathématiques, Université de Montpellier II.
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118 J. F. DURAND

simplicité de la mise en œuvre. Enfin comme le Gradient Réduit cette méthode
est très proche de la méthode du Simplexe; aussi bénéficie-t-elle des tech-
niques très au point de cette méthode en ce qui concerne la résolution de
problèmes de grandes tailles.

1. PROBLÈME SANS CONTRAINTE

Soit J une application convexe G-dérivable de R" dans R. On note < ., . >
le produit scalaire dans R" et | . | la norme associée. De plus le comportement
de / à l'infini est supposé vérifier l'hypothèse

H< : Limite J(v) = + oo.
IMI-+00

Le problème consiste à déterminer un élément u de R" tel que

J(u) = min J(v) - (1-1)
veRn

Si l'existence de u est assurée par H1 son unicité ne l'est pas puisque /n'est pas
forcément strictement convexe. L'hypothèse Hl permet de montrer que toute
suite minimisante { vl \ i e N } est bornée, i.e.

3 i j | r f | j < a < + / - . •

Le problème est donc équivalent à minimiser J sur une certaine boule compacte

V = {v | veRn, \\v\\ ^ a } •

2. PROBLÈME AVEC CONTRAINTES LINÉAIRES

Soit J une application convexe G-dérivable de R"+p dans R. Le produit
scalaire dans Rn+P et sa norme associée sont notés comme au paragraphe 1.
Soient A une matrice réelle ayant p lignes et n -h p colonnes et b un élément
de Rp. Posons

U = { v \ v 6 R n + P, v ^ 0 t t A v = b } .

Le problème consiste à déterminer un élément u de U tel que

J(u) = min J(v) . (2.1)
veU

Nous supposerons que l'une au moins des deux hypothèses de compacité est
vérifiée

H< : Limite J(v) = + oo
II « I I - * + oo

veU

H2 : U est borné.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



OPTIMISATION CONVEXE EN DIMENSION FINIE PAR RELAXATION 1 19

D'autre part si A\ i = l, .. .9n + p sont les vecteurs colonnes de A nous
ferons l'hypothèse de non dégénérescence

H3 : Tout ensemble de/? vecteurs pris parmi A1, . . . , An+P, b est libre.

3. RELAXATION ÉLÉMENTAIRE. CYCLE DE RELAXATIONS

Soient { ek } k = x > >n une base fondamentale de R", X un ensemble convexe
compact de R" et x un élément de X. Soit F une application convexe de R"
dans R.

Une relaxation élémentaire consiste à minimiser F sur la restriction à X
de la droite

Dk(x) = { z/z e R", z = x + \i eh, ju E R }.

Plus précisément nous désignerons par yk cette opération. C'est une appli-
cation univoque de X dans lui-même définie par

* -• YkW = x + *ike* (3.1)

Yk(x) = proj (x, Ck(x)) (3.2)
Ck(x) = {z/ze Dk(x) n X, F(z) = mk(x)} (3.3)

mk{x) = min F(z). (3.4)

On note proj (x, C ) la projection de x sur l'ensemble C.

De plus si A fc (x) est l'ensemble de niveau défini par

Ak(x) ={z/zeR",F(z)<mk(x)},

l'ensemble Ck (x) se présente, sous la forme

Ck{x) = Dk(x)nXnAk(x). (3.5)

La définition de la projection donne

yk{x) * x *> Flyk(x)-} < F(x). (3.6)

On appelle F un cycle de relaxations élémentaires yjt. C'est l'application
univoque de X dans lui-même définie par

* - > r ( x ) = y1 Io.. .OY1(*). (3.7)

La relation (3.6) donne

r{x)*x*>F[T(x)]<F(x). (3.8)

En effet

3 * F[ r (x ) ] < F [ T t o . . . o Y l (*)] < F[yk_ x o . . . o Y l (x)] < F(x).

vol. l l , n ° 2 , 1977.



120 J. F. DURAND

Dans la suite nous verrons qu'une hypothèse de continuité de l'application yk

est indispensable pour que l'algorithme de relaxation converge vers une
solution du problème d'optimisation. Aussi nous supposerons que la fonction-
nelle F et la base choisie pour Rn satisfont à l'hypothèse

Ho : Quel que soit k = 1, . . . , n l'application x -• yk(x) définie par (3.2)
est continue en tout point non solution du problème de minimisation
de F sur X.

Remarquons que d'un point de vue théorique il est possible d'affaiblir
cette hypothèse en prenant

HQ : Quel que soit k = 1, . . . , n l'application x -• yk(x) définie par (3.2)
est continue en tout point d'adhérence de la suite générée par l'algo-
rithme de relaxation.

Il faut alors prendre la condition (iii)' à la place de (iii) dans le théorème de
convergence du paragraphe 4.

Nous allons maintenant étudier l'application yk afin de mettre en évidence
des conditions suffisantes pour que l'hypothèse Ho (ou H'o) soit vérifiée.

PROPOSITION 1 : L'application yk est continue en tout point x° de X en lequel
l'application multivoque Ck définie par (3.3) et (3.4) est continue.

Démonstration : Soit { xi \ i e N } -> x° et { z' | i e N } la suite définie par

z' = proj(x',Ck (*'))•
Notons z° = proj (JC°, Ck{x°)\ Les ensembles Ck(x

l) sont compacts inclus
dans Xcompact ; on peut exhiber une sous-suite { z1 j i e N' <= N } convergent
vers z'. Ce point appartient à Ck(x°) puisque Ck est s.c.s. en x°. Puisque z°
est la projection de x° sur l'ensemble convexe Ck(x°)

<x° -z°,z' - z ° > < 0. (3.9)

D'autre part Ck est s.c.i. au point x°,

3 { y | i ' e N } - * Z°
3 f e N | ƒ eCfc(x<) Vf > l

En particulier on peut écrire

Vi e N', / ^ 7 < je* - z\ / - z' > < 0.

En passant à la limite
< x ° - z',z° - z') < 0. (3.10)

La somme de (3.9) et (3.10) donne

< z' - z°; z' - z° > < 0 o ||z' - z°|| = 0.

Le point z° est indépendant du choix de la sous-suite convergente, ce qui
montre que z° est la limite de la suite { z{ \ i G N }. (Q.E.D.).

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numericaî Analysis



OPTIMISATION CONVEXE EN DIMENSION FINIE PAR RELAXATION 12Î

En fait la proposition précédente peut être considérée comme une appli-
cation d'un résultat plus général sur les applications « prox » dû à
C. Lescarret [8] (proposition 5).

PROPOSITION 2 : La multiplication x -» Dk{x)r\ X est continue sur X.

Démonstration : Pour montrer qu'elle est s.c.s. il suffit de vérifier que

x -> Dk(x) est fermée
x r> X = Cste est s.c.s.

Remarquons tout d'abord que Dk(x) n X ¥0 pour tout x de X. La multi-
application Dk est fermée, en effet

{*7feN}-+x1 f x ' - > x
{yi/ieN}^y l o i / - y
/ eZ)k(x') J [ / = x1 + ̂ . e\

D o n c Xt t e n d v e r s l a & l è m e c o m p o s a n t e de y — ' x

y*^y = x+ {y-x}ke*eDk(x).

Enfin la multiapplication x -+ X = Cste est s.c.s. puisque X est compact.
Montrons la semi-continuité inférieure. Puisque X est compact

ysDk(x)nXodk-(x)SySd:(x)
avec

dk (x) = x -h n" (x) ek

de telle sorte que le segment de droite compact Ck (x) s'écrit

Ck{x)= {z/zeDk(x)nX,F(z)<F(x+\iek\ V îe [ji" (x),^+ (x)] }.

Puisque X est convexe compact les applications univoques dk (x) et dk
+ (x)

sont continues sur X, Si X e [0, 1] l'application univoque

x ^ x

est continue sur X. Soient
{ j c ' | î e N } -^ x
yeDk(x)nX

A,e[0, 1] tel que 7 = x

Alors la suite { / | f e N } définie par

y = xl

converge vers y. (Q.E.D.).

vol. l l , n ° 2 , 1977.



122 F. DURAND

PROPOSITION 3 : La multiplication Ck est s.c.s. sur X.

Démonstration : La proposition précédente a montré que Dk(x) n X est
continue sur X compact. De plus la fonctionnelle F est continue (convexe
sur R"). Un théorème classique d'extremum, cf. C. Berge [1] p. 123, implique
que la fonction numérique mk(x) = min F(z) est continue sur X. Il en

zeDh(x)nX
résulte que Afc(x) est fermée sur X. D'après (3.5) Ck(x) = Dk(x) n X n Ak(x)
est s.c.s. sur X. (Q.E.D.).

En général Ck n'est pas forcément s.c.i., donc continue, comme le montre le
contre-exemple suivant dans laquel F est une application de R2 dans R+ .

F(xux2) = - [x 2
x\ - x\ - l)2

Les lignes de niveau strictement positif de F sont des ellipses homofocales
dont les foyers sont les points A (— 1, 0) et B(l, 0), voir figure 1.

L'ensemble minimum est le segment AB sur lequel F prend la valeur nulle.
En un point M° de l'axe Oxx, C1 (M

0) est le segment AB. Si l'on considère une
suite de points M1 ayant M0 pour limite, la suite associée Cx (M

1) = Cl tend
vers l'origine 0 .

M'

M 0

-D^M')

Figure 1.
L'application C1(M) n'est pas continue sur

Les propositions 1, 2 et 3 permettent d'énoncer des conditions suffisantes
pour que Ho (où Hb) soit vérifiée.

H4 : Quel que soit k ~ 1, . . . , n l'application Ck est univoque en tout point
non solution du problème de minimisation de F sur X, ou (Hf

4) en tout
point d'adhérence de la suite générée par l'algorithme,

V*, yk(x) = proj(x, Ck(x)) = Ck(x). (3.11)

Les propositions 3 et 1 impliquent que Ho ou (Hf
0) est vérifiée.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



OPTIMISATION CONVEXE EN DIMENSION FINIE PAR RELAXATION 123

L'exemple le plus typique est celui d'une fonctionnelle F stricte-
ment convexe. Elle est « univariate » d'après J. M. Ortega et
W. C. Rheinboldt [9] et la relation (3.11) est vérifiée en tout point
de X quelle que soit la base de R" choisie.

H5 ; Quel que soit k — 1, . . . , n la multiapplication Ck est continue en tout
point non solution du problème de minimisation de F sur X, ou (Hs)
en tout point, d'adhérence de la suite générée par l'algorithme.
La proposition 1 implique alors la continuité de yk pour k = 1, . . . , n.
En particulier lorsque pour k — 1, , . . , « ou bien Ck est univoque
sur X, ou bien Ck(x) = Dk(x) n X, Vx € X. C'est le cas de la program-
mation linéaire et de la programmation quadratique, voir paragraphe 6.2.

4. THÉORÈME DE CONVERGENCE

Nous allons introduire de nouvelles notations de façon à utiliser le forma-
lisme d'un théorème de convergence dû à W. I. Zangwill [13] pour la réso-
lution de problèmes d'optimisation du type (1.1). Tout algorithme peut être
considéré comme une multiapplication M qui à partir d'un point v° génère
une suite { vl \ i e N } par la relation

t/+1 eM^). (4.1)

On suppose que l'ensemble M(v) est non vide ce qui est vrai pour l'algorithme
de relaxation.

Sous les conditions suivantes ou bien l'algorithme s'arrête à une solution,
ou bien tout point d'adhérence de la suite (4.1) est solution,

i. Tous les vl sont dans un ensemble compact,
ii. L'application continue / est telle que

a) si v n'est pas solution, et si l'on note v* son successeur

J{v*) < J{v)

b) si v est solution l'algorithme s'arrête, i.e., v* = v.
iii. La multiplication M est fermée en tout point non solution.
La condition iii a été modifiée par P. Huard [7] (proposition 8.6):
(iii)' La multiapplication M est fermée en tout point d'adhérence de la

suite (4.1).

5, LA MÉTHODE DE RELAXATION APPLIQUÉE AU PROBLÈME SANS CON-
TRAINTE

Supposons que la fonctionnelle 7 du problème (1.1) et la base choisie
pour Rn sont telles que l'hypothèse Ho (ou Hf

0) soit vérifiée. La boule F joue
le rôle du convexe compact X du paragraphe 3.

vol. l l , n ° 2 , 1977.



124 J. F. DURAND

II est bien évident ici que X n'est pas un domaine de contrainte actif. On
construit la suite de points

(5.1)

PROPOSITION : Un point v optimal est caractérisé par

yk(v) = v k = 1, . . . , « .

Démonstration : On utilise le fait que / est convexe G-dérivable.

Si v est solution, v est caractérisé par J'(v) = 0. D'autre part la convexité
de / s'écrit pour k = 1, . . . , n

Donc, J{v -j- \iek) - J(v) > , 0, V̂ i e R. C'est-à-dire

ve Ck(v) k = 1, . . . , n.

D'après la définition de la projection

v = p r o j (v, Ck(v)) = yk{v) k = 1, . . . , « .

Dans l'autre sens il suffit de vérifier que

Vji e R, J(v + \i ek) - J(v) > 0 => | ^ (v) = 0.

On peut écrire
J(V + ^ g f c ) - J(P) ^ rt w , _ ^ ns r ^ U V /V tr JU , J.J,

et par passage à la limite qui existe,

Ce qui donne y - (i;) = 0. (Q.E.D.).

Grâce à la proposition précédente les conditions ii du théorème de
convergence sont remplies : Si v n'est pas solution, il existe un indice k tel que
yk(v) ^ v et d'après (3.6) /[yft(t;)] < J{v). Alors / [ I » ] < /(i?), ce qui
démontre ii a). La condition ii b) est évidente. La condition iii. (ou (iii.)') est
remplie puisque M est une composition d'applications (univoques) yk con-
tinues grâce à Ho (ou Hr

0). Enfin l'hypothèse de compacité Hx assure la con-
dition i..

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



OPTIMISATION CONVEXE EN DIMENSION FINIE PAR RELAXATION 125

Remarquons enfin qu'une relaxation élémentaire a un sens même lorsque
la fonction objectif n'est pas G-dérivable. Cependant l'algorithme peut ne pas
converger vers une solution du problème et la suite de points générée par
l'algorithme se bloquer en un point anguleux d'une équipotentielle de la
fonction objectif.

6. RÉSOLUTION DU PROBLÈME AVEC CONTRAINTES LINÉAIRES PAR LA
MÉTHODE SÉQUENTIELLE RÉDUITE

6.1, Réduction du problème à Rn

De façon classique on appelle base un ensemble / d'indices tel que

/ C { 1 » + / > } , card (ƒ) = />.

L'hypothèse H3 faite sur les colonnes de A implique que toute matrice A1

formée de p vecteurs colonnes de A est régulière. Étant donnée une base I le
système linéaire Av = b se décompose de la façon suivante

A*vT + A1 vj = è .

L'ensemble /est le complémentaire de ƒ dans { 1, . . . , n + p }. Le vecteur vz

formé des composantes de base de v est appelé vecteur de base, vj vecteur
hors-base. Il est classique d'éliminer les composantes (ou variables) de base

vt = / ( / ) - TJ(I)vj
avec

Nous écrirons T et t lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté possible, et on notera
pour simplifier

x = vj
y = vr

Le problème initial se formule alors comme un problème dans R".
Déterminer x appartenant au domaine « réduit » Ur tel que

F(x) = minF(x) (6.1)

avec F(x) = J{x, t - TJx\ (6.2)
Ur = {jc|xeRM,jt ^ Oet TJx - t ^ 0 }. (6.3)

Le domaine réduit Ur sera utilisé sous une écriture légèrement différente
Ur = { X | X G R \ G X - g ^ 0}

où <jf = T1, Gj — — En, gj = t, gj = 0. La matrice En est la matrice unité
d'ordre n.

vol. l l , n ° 2 , 1977.



126 J, F. DURAND

6.2. Relaxation élémentaire

Compte tenu de la forme particulière des contraintes, l'ensemble Ck(x)
qui permet de définir une relaxation élémentaire s'exprime simplement : Étant
donné x de £/,, un point z de la droite Dk(x) définie dans le paragraphe 3 est
admissible si et seulement si

Gz - g S 0

ce qui se ramène à

max { t ' -^ ' /G? < 0 j < H £ min \^J^k,G* > 0

où encore |a~ (x) < u < u+ (x)

n"(x) = max | - xk, max | { * ' J j * }i/{ T'}* < 0

H+(x) = min | { t ~ ^ X } 7 { T7}? > 0 |

avec

Remarquons que ja~ (x) est fini alors que u+ (x) peut être + oo s'il n'existe
aucun i tel que { T1 } \ > 0. Cependant même dans ce cas l'hypothèse H1

appliquée au problème réduit assure la compacité de

Ck(x) - { z/z - x + X e\F{z) < Flx + u e% Vu G j>" (x)5 u
+ (x)] }.

On remplacera [u" (x), u+ (x)] par [|x~ (x), -h oo[ si u+ (x) = -h oo.

Cas particulier de la programmation quadratique
La détermination de yk (x) = x + (^ efe se simplifie lorsque la fonctionnelle F

définie par (6.2) peut se représenter par

F{x) = ^ < P x , x > - <q,x> + q0.

P est une matrice carrée d'ordre n symétrique et semi définie positive, q un
élément de R" et q0 un élément de R. En tout point z de Dk(x) la fonction-
nelle F prend la valeur

F(z) = F(x) + rkix + ±Pk
kli

2,

avec rk = { Px — q }k. La construction de yk(x) est simplifiée par le fait que
la valeur pfc de u qui rend minimum F sur Dk (x) est connue explicitement

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



OPTIMISATION CONVEXE EN DIMENSION FINIE PAR RELAXA PION 127

dans le cas où l'élément diagonal Pi est non nul. Lorsqu'il est nul cela implique
que P est semi-définie positive et que la ligne k et la colonne k de P sont formées
d'éléments nuls. La kîeme composante du vecteur r ne dépend donc pas du
point x considéré

Alors en tout point z de Dk (x)

F(z) = F(x) - qkVi.

Si de plus qk = 0 alors Ck(x) = Dk(x) n Ur en tout point x de Ur. Dans tous
les autres cas l'ensemble Ck (x) est réduit à un seul élément quel que soit x
de Ur. Pour une fonctionnelle quadratique l'hypothèse H5 est donc vérifiée.

Si l'élément Pi est nul on prendra par convention pfc égal à 0, +00 , — 00
lorsque respectivement rk est nul, négatif, positif. Enfin l'une ou l'autre des
hypothèses de compacité assure que yk(x\ i. e.s jifc est fini. Cela interdit en par-
ticulier d'avoir à la fois ji+ (x) = + 00 et pfc = 4- 00.

En résumé
\ik = min (ji+ (x)9 j i j si ïik > 0
jife = max (u~ (x\ pk) si pfe < 0
\ik - 0 si pk = 0.

Cas de la programmation linéaire

F(x) = <q,x} + q0.

En tout point z de la droite Dk (x)

F(z) = F(x) + Mk.

Si qk = 0, Ck(x) = Dk(x) n Ur pour tout point x de Ur ce qui implique la
continuité yk. Lorsque qk est non nul Ck(x) est réduit à un seul point situé sur
la frontière de Ur, Enfin la compacité du problème réduit implique qu'on ne
peut avoir à la fois ^i+ (x) = +00 et qk < 0.

En résumé
Vu = ^~ (x) si qk > 0
Hk = ^ + (x) si f̂e < 0

Hfe = 0 si ft=-0.

6.3. Méthode de relaxation appliquée au problème réduit

Soit Urb l'ensemble défini par

Urb = {x\xeR\ t ~-T7x^0} (6.4)
o

et Urb son intérieur, i. e.
xe Ùrb^> t - TYx > 0.

vol. I l , n ° 2 , 1977.



128 J. F. DURAND

On construit la suite de points
x° e Ur n Urb

( ) „ l ( x f ) . (6.5)

Soit { F{xi)ji e N } la suite associée à (6.5). D'après (3.8) cette suite est décrois-
sante

xi+1 ^ ^ ^ F ( x i + 1 ) < F ( x f ) (6.6)

Grâce aux hypothèses de compacité le problème réduit admet une solution x

3xe Ur F(x) < F(x) VJC e Ur.

La suite {F(xi) \ ieN} minorée par F(x) converge vers une valeur que
nous noterons F(xN), xN étant soit un point stationnaire soit un point d'accu-
mulation de la suite (6.5) caractérisé par

rV) = x*, (6.7)
c'est-à-dire Yk(**) = ** fc = 1, . . . , » . (6.7)'

Un cas particulier simple à représenter dans R2 est celui de la programmation
quadratique lorsque la fonctionnelle réduite F est strictement convexe, la
matrice P étant symétrique définie positive.

Si x est la solution du problème de minimisation de F sans contrainte la
figure 2 permet de se rendre compte comment suivant le choix de x°, xN est soit
un point stationnaire soit un point d'accumulation de la suite (6.5).

F(x)= F(x)

Figure 2.
La fonctionnelle réduite est quadratique strictement convexe, n = 2, p ~ 3.
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D'un point de vue numérique la détermination (même approchée), d'un
point xN risque d'être coûteuse. Aussi de façon heuristique il semble naturel
d'adjoindre à la mise en œuvre de la méthode une étape d'accélération. Elle
consiste à interrompre les cycles F de relaxations par une procédure anti
zig-zag. Le point x l + 1 est déterminé à partir de xl par

xi+1 = xl + p w\

Le vecteur wi représente la direction moyenne des zig-zags.

wl = x( — x1"1.

Le choix du scalaire p se fait de façon analogue à celui du meilleur \x dans le
paragraphe 3. Ce procédé destiné à améliorer la rapidité de l'algorithme pré-
présente cependant le désavantage de construire une méthode itérative à deux
vecteurs. Il est nécessaire de stocker en plus de x* le vecteur w\

6.4. Critère de changement de base

La question est maintenant de savoir si je* est solution ; en général ce n'est
pas le cas.

PROPOSITION : Une condition suffisante pour que xN soit solution est que
y appartienne à l'intérieur de Urh, i. e.

f = t - TfxN > 0. ( 6 . 8 )

Démonstration : So i t L l ' e n s e m b l e d ' i n d i c e s d e { 1 , . . . , « + / > } déf in i p a r

L'hypothèse (6. S) implique qu'aucune variable de base ne s'annule, c'est-à-dire
que L est inclu dans 7. Cela entraîne que x1* appartient soit à l'intérieur de Ur

si L est vide, soit à la frontière de l'orthant positif hors la frontière de Urb. Il
existe donc une boule ouverte non vide B (xN, e) de centre xN de rayon e non nul
telle que

V z e J ^ x V j n Ur t - T*z > 0.

En particulier e? étant un vecteur de base de R" les points xN H- z^é appar-
tiennent à B(xN

3 s) n Ur si les scalaires Bj vérifient

s u p ( - a?, - e) < Ej < e , 7 = l , . . . , / i . (6.9)

On note cp la correspondance bijective qui pour le problème réduit considéré
est telle que

<P(/) = {1, . . . , * } .

Les conditions (6.9) se décomposent

Vj^cp(L) n; = sup ( - 4 , - e) ^ 8; < £ , r\j < 0 (6.10)
Vjecp(L) 0 < tj < e. (6.11)
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Remarquons que (p (L) est vide si et seulement si L est vide, i. e., x* appartient à
l'intérieur de Ur; cp(L) = { 1, . . . , n } si et seulement si L — 7, i.e.,xN = 0.

D'après (6.7)' x^ rend minimum dans les directions axiales la fonctionnelle F
convexe et G-dérivable, pour tout e,. de (6.9)

ce qui donne

Jf-(x*)>0 Vjecp(L).

En conséquence les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées en
^oxNeUr=> F'(xN) = 0

Si q>(L) # 0

Ces conditions nécessaires d'optimalité sont suffisantes puisque .F est convexe
(Q.E.D.).

Lorsque les relations (6.8) de la proposition précédente ne sont pas réalisées
on construit un nouveau problème réduit défini par une nouvelle base T. La
méthode de relaxation est à nouveau mise en œuvre à partir d'un point initial x°
de Ur qui appartient à l'intérieur du domaine Ürb et tel que F(x°) = F(xN).

6.5. Choix de la nouvelle base 7 et du point de départ je0

Nous sommes dans le cas où l'intersection de L et de / est non vide, soit

F = Lnl ^ 0 , card(7') = s.

Classons par ordre de grandeurs croissantes les composantes du vecteur

y* = t -

o - y h = yt2 - • • • = yu < yis+1 ^ yis+2 ^ ^ J ^ -

L'hypothèse de non dégénérescence H3 entraîne que tout point admissible v
du problème initial (2.1) admet au plus n composantes nulles ou encore
admet au moins p composantes positives, d'où

s < min(^, n).
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Si on classe les composantes de x^

*£ - *& - • * • - Xjs - • * * - XZ - °>
les s plus grandes sont certainement positives,

Soit /" le sous ensemble de /correspondant

Card(r) = card(/') = s.

On choisit alors pour I
ƒ = ƒ - / ' + ƒ". (6.12)

Cela revient à éliminer de l'ancien domaine réduit les contraintes de base
saturées en xN. Le nouveau vecteur y0 aura toutes ses composantes positives
en prenant

II lui correspond un élément x° de Ür qui appartient à l'intérieur de Urb.

avec y * = y?2 = . . . = y?s = 0. Si l'on note v l'élément de U décomposé en

Vf = xN , Vj = yN

ou encore dans la nouvelle base
vf = x° , vj = y0

on peut écrire
JF(Jc°) = F(xN) = J(v).

Il faut remarquer que dans la plupart des cas s est égal à l'unité, c'est-à-dire
qu'une seule contrainte de base est saturée en xN. Les calculs nécessaires à la
construction du nouveau « tableau » (T(I\ t(ï)) s'effectuent très exactement
comme dans la méthode du simplexe en programmation linéaire. Lorsque
s dépasse l'unité, le passage de / à /par (6.12) peut être considéré comme la
transformation de / par s changements de base successifs consistant chacun à
modifier un seul indice. Le calcul des colonnes du nouveau tableau peut donc
s'effectuer par la technique de factorisation de l'inverse (P.F.I.).

6.6. La méthode séquentielle réduite. Convergence

L'algorithme peut être représenté par
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A partir d'un point initial v° appartenant à U on choisit une base Io telle que
i?jo > 0 ce qui est toujours possible grâce à l'hypothèse H3 de non dégénéres-
cence. Avant d'expliciter M il est nécessaire de représenter le déroulement de
l'algorithme dans un organigramme de principe dont la version plus détaillée
sera modifiée par le fait que l'opération de base est la relaxation élémentaire y*
et non l'opération globale T.

Donnée : v e U et I tel que Vj > 0

étape 1 : Calcul du tableau (!*(ƒ), t(I))
étape 2 : Calcul de T(vj)
étape 3 : Si T(vf) ̂  vj- aller à l'étape 4 sinon à 5
étape 4 : Faire vj = T(vj) aller à Fétape 2
étape 5 : Si vx > 0, stop v solution ; sinon aller à l'étape 6
étape 6 : Déterminer / tel que Vf > 0, faire I = /aller à l'étape 1.

L'application M représentant l'algorithme est donc la composée de deux
applications M1 et M2

M, : {v, I) -> (v, h w)

M2 : (i>, /, w) -> M2(% ƒ, w) 3 (v*, I*).

Le vecteur w est défini par
u ' r - n t * ) (6.14)

Wl - /(ƒ) - TT{I) wt (6.15)

L'application M2 est multivoque ; en effet, lorsque se présente l'éventualité
d'un changement de base, il est possible que les s indices candidats à l'entrée
dans la nouvelle base (les indices des s plus grandes composantes positives
de vj) ne soient pas définis de façon unique. La règle de construction est la
suivante, si l'on note (v*, I#) le successeur de (v, I)

v* = w (6.16)
I„ = I si w± v (6.17)
I* = I - r + F si w = v. (6.18)

Les conditions de convergence vérifiées ici sont dues à W. I. Zangwill [13],
p. 241. En particulier les conditions ii. et iii. sont plus faibles que leurs homo-
logues du paragraphe 4.

Condition i : C'est l'hypothèse de compacité pour la suite (6.13). Le nombre
de bases étant fini les hypothèses Hx et H2 assurent d'autre part que tous les
t/ générés par (6.13) sont dans un ensemble compact.

Condition ii : Supposons que v ne soit pas solution. L'algorithme ne peut
s'arrêter à l'étape 5. On peut donc écrire soit dans l'ancienne base, soit dans la
nouvelle (grâce à l'hypothèse H3 de non dégénérescence) que
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Les relations (6.6) et (6.16) donnent

J(v) = F(vj) > F(vf) = J(v*).

Cette propriété est plus faible que ii a) du paragraphe 4. La suite { /(u')A"e N }
n'est pas décroissante au sens strict, mais l'hypothèse de non dégénérescence
implique que si vi+l = vl alors vi+2 =£ vi+i et J(vi+Z) < J(vi+1% à condition
que i?1 ne soit pas solution.

Si v est solution, on a évidemment vj = r(vf). Alors ou bien l'algorithme
s'arrête à l'étape 5, ou bien il y a un changement de base et l'algorithme
s'arrête au passage suivant. En effet dans la nouvelle base

vj = T(vj) et Vj > 0.

Condition iii : II faut vérifier qu'étant donnée une sous suite convergente

avec v non solution, alors il existe une sous suite convergente { Jiv^/i e K' },
telle que

limite J^1) < J(v).
ieK'

Puisqu'il y a un nombre fini de bases il existe une sous suite K" de K telle que

ieK" , ƒ ,==ƒ

L'hypothèse Ho de continuité de l'application F en tout point non solution
implique que F{vj) = vj. Puisque v n'est pas solution, vx ^ 0 et il est possible
de construire une nouvelle base 7* = ƒ — ƒ' + ƒ" telle que vjm = F (i;^) =£ vj^
ceci grâce à l'hypothèse de non dégénérescence.

Il existe donc une sous suite Kf, (Kf = K!' + 2) telle que

Les trois conditions précédentes étant remplies, l'algorithme s'arrête à un
point solution ou tout point d'adhérence de la suite (6.13) est solution.
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