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R A I R O
ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 10, n° 3, mars 1976, p 61 a 82)

CONTROLE DE MIN-MAX ET FEEDBACK LINEAIRE
POUR DES SYSTEMES DYNAMIQUES

APPROCHES EN NORME (*)

par A. N E G R O (a) et M. MILANESE (2)

Communiqué par P -J LAURENT

Résumé — On considère le problème du feed-back linéaire pour un système dynamique décrit
par un modèle gouverne par une équation d'évolution abstraite L'approximation entre système et
modèle étant donnée par la norme de la différence des deux opérateurs d'évolution, on se reduit à un
problème de min-max avec contraintes, nonusuel

On résoud ce problème en boucle ouverte et en boucle fermée et on donne des conditions pour
l'équivalence des deux contrôles

INTRODUCTION

On considère un problème usuel de contrôle optimal, avec une fonction
coût quadratique, pour un système décrit au moyen d'un modèle linéaire
gouverné par une équation d'évolution abstraite.

Une mesure convenable de l'approximation entre le système et le modèle
est donnée par la norme de la différence des deux opérateurs d'évolution,
qu'on peut estimer par les méthodes de Donati-Milanese [3], Milanese [10],
Milanese-Negro [11], Negro [12].

Utilisant cette estimation on se réduit à un problème de min-max pour le
modèle avec la sortie modifiée par une erreur bornée en fonction de la com-
mande (Menga-Milanese [9]).

(*) Cette etude a été effectuée avec l'aide financière du C N R Italien
(1) A Negro Istituto di Analisi Matematica, Umversita di Tonno e Gruppo di Informatica

e Automatica, Istituto Elettrotêcmco Nazionale Gahleo Ferrans-Pohtecnico di Tonno
(2) M Milanese Gruppo di Informatica e Automatica, Istituto Elettrotêcmco Nazionale

Gahleo Ferrans-Politecmco di Tonno
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62 A. NEGRO ET M. MILANESE

Ce problème de min-max n'est pas usuel dans la mesure où l'ensemble,
sur lequel la maximisation porte, dépend de la variable qui tend à minimiser.
On peut quand même le résoudre et caractériser la solution en boucle ouverte.

On se pose alors le problème du feedback linéaire sur la sortie du système :
on démontre que, si une condition supplémentaire sur le modèle n'est pas
satisfaite, le coût optimal en boucle fermée est supérieur au coût en boucle
ouverte.

Dans la démonstration on utilise des résultats sur les opérateurs de Riccati
analogues à ceux qu'on peut trouver dans Faurre [5].

1. DEFINITION DE L'INCERTITUDE
ET FORMULATION DU PROBLEME DE CONTROLE

On considère un problème de contrôle optimal pour un système dynamique
linéaire 5, sur l'intervalle de temps [O, 71] avec T < -f oo.

Soient U et Y deux espaces de Hubert séparables. Si up e L2(— oo, O; U)
est la commande passée et u e Ü{0, T; U) = 'IL est le contrôle présent, alors
la sortie du système ys e L2(O, T\ Y) = *y peut s'écrire sous la forme

(i) y. = *j*P + wsu

et l'on supposera que As, Ws soient des opérateurs (linéaires) bornés.

Le problème usuel du régulateur pour le système S est le suivant :

Problème 1. — Trouver w e U tel. que

(2) Js(u)^Js(v) Vt>eU,
ou

(3) ƒ,(«) = ||«||i + fljJS = H | i + \\Asup + Wsu\\l

Toutefois dans ce travail on veut considérer le cas dans lequel les équations
d'état de S ne sont pas connues et toute l'information sur les opérateurs As

et Ws est donnée par un ensemble de mesures d'entrée-sortie.

Utilisant les méthodes d'« approximation en norme » (Donati-Milanese [3],
Milanese [10], Milanese-Negro [11], Negro [12]) on peut décrire S comme
la somme d'un modèle linéaire M (qui peut être optimal dans une classe
donnée) et d'un système erreur 8 pour lequel on connaît une estimation de
la norme de l'opérateur d'évolution.

Pour décrire le modèle M on fera les hypothèses suivantes : soient V et H
des espaces de Hubert séparables, V c: H avec injection continue, V dense
dans H. Lorsque //est identifié à son dual on a H a V' avec injection continue.
Soit Ae£(V, F') tel que

(4) - (Av9 v)yv ^ a \\v\\l, a > 0, MveV.
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CONTROLE DE MIN-MAX, SYSTEMES APPROCHES EN NORME 63

Soient BeZ(U9 H), Ce£(F, 7); l'état x(t) et la sortie y(t) du modèle M
sont donnés par les équations

(5) ^(t) = Ax(t) + Bu(t) t e ] 0 , T [ ,

(6) x(0) = xo = UupeH,

(7) y(t) = Cx(t)

II est bien connu (Lions [8]) que (5), (6) ont une solution unique quelque
soit u e «U et que la solution est continue à valeurs dans H. La donnée initiale x0

est une fonction (TI) bornée de la commande passée du système.

La sortie y du modèle est fonction affine de u :

(8) y = Wu + ƒ

où

(9)

ƒ (t) =

w)W = f Ce ( t " s M

Jo

REMARQUE. — Peut être parfois commode de supposer que l'image de n
est même dans D(A \ ce que n'est pas très restrictif puisque il s'agit d'un modèle.

Soit e la sortie du système erreur e, correspondante au contrôle u ; on a
alors

(11) ys(t) = y(t) + e(t) t e [_O, T].

Les estimations sur la norme de l'opérateur d'évolution de s donnent la
contrainte

(12) e e S(a) = { e e S | \\e\\i ^ E2 \\u\\& + co2,

où les constantes E2 et co2 dépendent seulement de l'ensemble des mesures
d'entrée-sortie utilisé dans l'approximation en norme et de la commande
passée up.

On définit

(13) J{u9e)= \\u\\?n + \\Wu + f + e\\$

(avec fe V et W : ^L ->U).

On envisage une solution de min-max pour le problème 1 : E(w) étant la
boule fermée de centre O et de rayon b(u) = VE2 ||w||i+ œ2 dans Y, on
forme

(14) I(u) - max J{u, e)
eeï(u)

n° mars 1976.



6 4 A. NEGRO ET M. MILANESE

et l'on cherche w* tel que

(15) ƒ(«*) = min I(u)

Donc w* est solution du

Problème 2. — Trouver w* e ^ tel que

(16) 7(w*) = min max J(w, e).
ue^l eel(u)

Pour chaque u donné, le problème (14) est simple puisqu'il s'agit de trouver
le point \J/ (M) de E(w) à distance maximum de l'élément - Wu - ƒ :

a(u)= \\Wu + f\\

-Wu-f 2(u)

Figure 0
On a : \|/(«) = a{Wu + ƒ ) avec a tel que W ) soit sur la frontière de £(«)

II est alors clair que I(u) = \\u\\2 + (a(u) + b(u))2.

Au numéro suivant on démontre brièvement l'existence et l'unicité de la
solution de (15).

On a donc une solution du problème 2 en boucle ouverte. Mais le but
essentiel de ce travail est de vérifier si le contrôle optimal peut être synthétisé,
par analogie au cas classique, au moyen d'un feedback linéaire sur l'état du
système.

Pour cela on aura besoin de la caractérisation suivante (numéro 3) de u* : la
c o n t r a i n t e e e E(u) s ' é c r i t g(u, e) ^ 0 a v e c g(u, e) = \\e\\2 — E2 \\u\\2 — co2.

On introduit alors :

(17) Jy(u, e) = J{u,e) - yg{u9 e)

qui, pour y > 1, est convexe-concave et a un point de selle unique. On montre
qu'il existe y* unique pour lequel le point de selle correspondant [M*, e*] est
telque#(w*, e*) — 0. Ce point de selle est alors solution de (14) et (15)et Ton a :

= b(u*) + q(«*)

b(u*)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONTROLE DE MIN-MAX, SYSTEMES APPROCHES EN NORME 65

(18)

On forme alors (numéro 4) :

ƒ•(«) = (1 + y*£2) \\u\\2 +
y* - 1

f\\2 =

= max J *(M, e) — y*co2 = /(M) — y*œ 2 .

Le problème 2 est donc équivalent au calcul de y* et au problème qua-
dratique :

(19) ƒ*(«*) = min I*(u)

qui, moyennant l'équation de Riccati associée, donne u* comme feedback
linéaire sur l'état du modèle :

u*(t) = L*x*{t).

Avec une condition supplémentaire sur le choix du modèle, on verra dans
la suite que l'on peut modifier l'opérateur L* de façon à obtenir un feedback
linéaire optimal sur l'état du système (numéros 4 et 5).

Il est possible de réduire le problème 2 à la recherche des points de selle de
la fonction (17) si la méthode classique des multiplicateurs de Lagrange est
valable dans les hypothèses sous lesquelles le problème est donné.

Or il est connu que, même en dimension finie (Danskin [2]), l'utilisation
de la méthode des multiplicateurs de Lagrange dans les problèmes de min-max
est subordonnée, bien entendu à des questions de régularité, mais aussi à
l'unicité du maximum pour toute valeur fixée de la variable minimisante.

Donc les résultats du numéro 3 sont simples, mais non triviales, comme il
est montré par l'exemple suivant (fig. 1 ).

Figure 1

Les ellipses cx sont les lignes de niveau de

/(M, e) = [(M - p) cos a - (e - q) sin a ] 2

+ P~2[(w - p) sin a + (e - g) cos a ] 2 ,

n° mars 1976.



66 A. NEGRO ET M. MILANESE

avec p, q, a, (î convenables ; l'hyperbole F est le bord de l'ensemble
{ [M, e] e R2/é? € E(w) } défini par

gi(Mï e ) = e2 - E2u2 - a>2 < 0.

Dans la figure 1 la ligne en gras donne les points (u, ê) tels que

J(w, e) — max J(u, e).
g(ue)^0

Pour u = u* la ligne est discontinue (il y a deux points PxetP2 de maximum)
et pourtant w* réalise le min-max de / sous la contrainte g ^ 0.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange donne seulement les points A
et B qui ne sont pas de min-max.

2. EXISTENCE ET UNICITE DU CONTROLE DE MIN-MAX

Lemme 1. — Si x0 # 0, quelque soit u e ^ il y a une solution unique \|/(w)
de l'équation

(20) J(u, \|/(w) = max J(u, e),
eeZ(u)

qui est donnée par

(21) Mu) = aoc

En tout cas

(22) /(M) = raax J{u, e) = ||u||2 + { II Wu + f\\ + V'E2 \\u\\2 + co2 }2.
ee£(«)

Démonstration. — On remarque que si u0 # 0, VM G U on a ^w + ƒ ^ 0
et alors évidemment le maximum de | Wu + ƒ + e||2 dans la boule de centre O
et de rayon [£ 2

 ||M||2 + œ 2 ] 1 / 2 est atteint en \|/(w). Si Wu + ƒ = 0 on a
quand même /(M) = ||wj|2 -h £ 2 ||w||2 + œ2.

c.q.f.d.

Lemme 2. — /(w) est strictement convexe et continue sur C\JL.

Démonstration. — II est bien connu que si ƒ est convexe et monotone
non-décroissante et g est convexe, alors f o g est convexe.

Mais les fonctions z -> \/E2z2 -h co2 et z -> z2 sont convexes et croissantes
pourz ^ 0 et || • || est aussi convexe ; doncw -• { || Wu + ƒ || + JF2 ||w|]2 -h CÛ2 }2

est convexe. Puisque °IL est un espace de Hubert, u -> j|w||2 est strictement
convexe.

La continuité de I est triviale.
c.q.f.d.
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CONTROLE DE MIN-MAX, SYSTEMES APPROCHES EN NORME 6 7

Théorème 1. — Le problème 2 a une solution unique.

Démonstration. — On peut présenter le problème 2 sous la forme : trouver
u e ÎL tel que I(u) ^ /(u), Vu G CIL. Mais I est convexe et continue, donc s.c.i.
(semi continue inférieurement) pour la topologie faible de CU>. On peut vérifier
immédiatement que I(u) -» + oo et alors par un théorème bien connu on a
l'existence du minimum.

La convexité stricte implique l'unicité.
c.q.f.d.

3. LA METHODE DES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE

On considère la fonction

(23) Jy(u9 e) = J(u9 e) - y [ > | | 2 - E2 \\u\\2 - co2]
= ||w||2 + \\Wu + ƒ + e\\2 - y[ | | e | 2 - E2 \\u\\2 - ©2],

avec y e R.

Proposition 1. — Quel que soit y > 1 il existe un point de selle unique
(uv ey) de Jy sur HJL x (y, c'est-à-dire

(24) Jy(ur e) ^ Jy(uv ey) < Jy(u9 ey) Ve e U, Vw e U .

Le point de selle est la solution unique du système

(25) DeJy = 0, A / 7 = 0,

où

(26) DeJy - Wu + ƒ + e - ye,
(27) Z),/T - u + PP=(^w + ƒ + e) + y£2w

sont les dérivées de Fréchet de Jy par rapport à e et w.

Démonstration. — Jy(-, e) est strictement convexe, s.c.i. pour la topologie
faible de ^ et Jy(u, e) -> + oo lorsque ||w|| -» + oo. Si y > 1, 7y(w, .) est
strictement concave, s.c.s. (semi continue supérieurement) pour la topologie
faible de'y et Jy(u, e) -> - oo lorsque ||e|| -> + oo. Puisque HL et U sont des
espaces de Hubert, un théorème bien connu (Bensoussan [1], Lemaire [7],
Ekeland-Temam [4]) donne l'existence et l'unicité du point de selle.

Mais Jy est Fréchet-différentiable et alors le point de selle est caractérisé
par (25).

c.q.f.d.

n° mars 1976.



6 8 A. NEGRO ET M. MILANESE

Théorème 2. - Si x0 / 0 et si co2 # 0, le système d'équations

(28) Wu + ƒ + (1 - y)e = 0,

(29) (1 + Y£2)w + W*{Wu + ƒ + e) - 0,

(30) H 2 - £ 2 H | 2 - co2 = 0,

a une solution unique (u*,e*9 y*)«U x ^ x ]1, + oo[. Déplus (M*, e*)réalise
le min-max de / :

(31) J(u*, e*) — min max J(u, e)

* a* + 1 ,et Y* = ou

REMARQUE. — Par la proposition 1, pour chaque y > 1 il y a une solution
unique de (28), (29). Ce n'est pas évident à priori l'unicité de y e ]1, + oo [ tel
que le point de selle correspondant satisfait à la contrainte (30).

Démonstration. — Pour l'unicité on remarque que Vy on a

(32) J > , *(«)) = /(«, $(u)) = ƒ(«).

Par (28) e* = (y* - \)~l{Wu* + f) et par (30), puisque y* - 1 > 0,
on a (y* — l ) " 1 = a.*Donc e* = \|/(M*).

Il suffit de démontrer que I(u) est minimum en w*9 parce que /est strictement
convexe. Mais dans les hypothèses du théorème \|/ n'est pas seulement par-
faitement définie, mais aussi Fréchet-différentiable.

Donc

(33) DJ(u) - DJy.(u, Mu)) + DeJy.{u9 Mu)). Z>>(M)

et comme DJ^ = Z)e/Y* = 0 en (w*, \|/(M*)), /(M*) est minimum.

L'existence est une conséquence immédiate de la théorie usuelle des mul-
tiplicateurs de Lagrange (Schwartz [13]) lorsque on remarque que :

(34) min max J(u, é) — min max J(u, e\
UGXL eeZ(u) ueOL cerS(u)

OÙ

(35) 8L{u) = [eey\\\e\\2 - E2 \\u\\2 - co2 = 0 ] .

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONTROLE DE MIN-MAX, SYSTEMES APPROCHES EN NORME 6 9

De toute façon si (M*, e*) est le point de min-max de / , dont l'existence (et
oc* + 1

l'unicité) a été démontrée au Théorème 1, et si y* = ———, alors

(36) 4/>„/(«*) = (1 + Y * £ > * + (1 + ot*)^*(H/u* + ƒ ) = O,

(37) e* = \|/(u*) = (y* - ly^Wu* + ƒ)

et (M*, e*, y*) satisfont (28), (29), (30) c.q.f.d.

REMARQUE. — On peut souligner que les résultats de ce numéro sont liés
à la structure particulière de I et g pour l'unicité de y* dans ] 1 , + oo[; au
contraire l'existence des multiplicateurs de Lagrange dépend de l'unicité du
maximum et pas de la structure quadratique de I et g,

4. BOUCLE OUVERTE ET BOUCLE FERMEE

Par le théorème 2, le problème 2 se réduit au

Problème 3. — Trouver w* e CIL tel que

(38)

OÙ

(39)

avec

(40)

I*

dx
dt

I*(u

(u) - (1

= Ax +

*) sï I*(v)

+ y*E2) \\u\\

Bu, x(0)

Vu

2 + -

= x (

e «U,

Y*
y* — 1

yy = Cx.

En effet ƒ*(«) + y*co2 = Jy*(u, \|/(«)) = J(w, \|/(w)) = I{u).
Alors il est bien connu que le contrôle optimal u*(t) peut être réalisé

comme fonction linéaire de l'état x(t) au même instant.

(41) tt(t)

où Py.(t) e £(//), i»* (0 - Py.(t), {Pr{t)K h) > 0 VA e ^

et P7* satisfait à une équation de Riccati (Lions [8]).

Dans la suite on considérera le cas T — + oo de façon que Py*{t) = Py

indépendant de t, par le principe d'optimalité, et l'on écrira

(42) M*(f) = L*x{t).

n° mars 1976.



70 A. NEGRO ET M. MILANESE

La situation est montrée dans la figure 2 a où e est maintenant une sortie
admissible quelconque du système erreur s et pas nécessairement la pire. On
a fait.y = x, c'est-à-dire Y = H et C = /.

Cette hypothèse est nécessaire dans la suite.

Évidemment L* ne donne pas une solution en boucle fermée du problème
de contrôle parce que Z* est un feedback sur la sortie du modèle et pas sur la
sortie du système.

Un feedback sur la sortie du système est montré dans la figure 2 b, où L
est un élément quelconque de £(//, U).

Alors on considère le problème suivant : soit

(43) x = X(e,L), eeV, L e £(#, U)

la solution unique dans L2
OC (0, + oo ; V) de

(44)
dx
— = Ax + BL(x + e), x(0) = x0.

L'existence et l'unicité de x sont conséquences immédiates du fait que A

est générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contractions et que BL est
borné de H dans H. On sait de plus que dx/dr e L2

loc(0, + oo ; F ) et que x est
continu à valeurs dans H.

L*x
M

L*

L (x+ ej M

L

X 1

e

Figure 2 a Figure 2 b

On définit alors la fonction K : £(H9 U) x 'M -• [0, + oo] par

(45) K(L, e) = \\L{X(e9 L) + e)\\^ + \\X(e, L) + e\\$

(on prend K = + oo si x £ V).

On définit également l'ensemble

(46) T(L) = { e e U | \\e\\i < E2 \\L(X(e9 L) + * + a)2 }

(Si L{X(e9 Lj + e j ^ o n a e e r(L)).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



CONTROLE DE MIN-MAX, SYSTEMES APPROCHES EN NORME 71

Avec ces définitions on considère le

Problème 4. - Trouver L* e Z(H, U) telle que

(47) sup K(L*, e) = min sup K(L9 e)

Un premier résultat relativement à ce problème est donné par le

Théorème 3. — Sous les hypothèses x0 e D{A\ x0 ^ 0 et co2 ^ 0, on a
l'inégalité :

(48) inf sup K(L e) ̂  min max J(u, e).
Let(H,U) eer(L) ueV, eel(w)

On verra plus loin que, avec des hypothèses convenables sur le modèle M,
il y a égalité en (48).

Démonstration. — Soit JL le sous-ensemble de t(H, U) formé des L telles
que la solution x(L) de

( 4 9 )
dr v

appartient à ̂  (fig. 2 a).

On définit alors 0 :Xx e y-> [0, + oo[ par

(50) 0{L9e) = J(Lx(L\e)

Évidemment on a

(51) min max 0(L, e) = 0(L*, e*) = min max Jlu, e\
LeJL eéï.{Lx(L)) ue'M eeZ(u)

où L* est défini par (41), (42) et e* = a(Z*)x(-L*), avec

(52) oc(L) = Z-

REMARQUE. - Si on considère la fonction (i(L) = -——T^TT L définie

de JL dans Z(H, U\ on a

(53) sup K{\i(L\ e) ̂  K{\i(L\ a(L)x{L))

= 0(L, a(L)x{L)) = max 0(L, e).
eeL(Lx(L))

En efifet si e = <x(L)x(L\ alors x(L) est solution de

dx/dt = Ax + B[i(L)(x + e), x(0) = x0

n°mars 1976.



72 A. NEGRO ET M. MILANESE

et donc X(e, \i(L)) = x(L). De plus

OL(L)x(L)eX(Lx(L)) = X{\i{L)(x{L) + a(L)x(L)))

et alors <x(L)x{L) e T(\L(L)).

Maintenant il suffirait de montrer que l'infimum en (48) est égal à l'infimum
sur l'image de u.. On n'a pas exactement ça, mais on peut démontrer les propo-
sitions suivantes.

Proposition 2, — Soit E \\L\\ ^ 1, alors VM > 0 on peut trouver e e H telle

que ||e||-y ^ M et eeT(L).

On a donc

(54) sup K{L, e) = + oo.
eer<L)

Proposition 3. - Soit E \\L\\ < 1. On définit

(55) _ N/E2 lJLx(L)I^ +
( } T{) " ||x(L)||T
(56) (xr(L) = (1 + aT(L)YyL, T < + oo.

Alors VTeJO, -h cc[ il existe LeZ(H, U\ dépendant de 7, tel que

L = \iT{L\ c'est-à-dire

(57) [ L e Z(H, U) \ E \\L\\ < 1 } c /m^T V7 < + oo

Démonstration de la Proposition 2. — Pour tout 8 > 0 il existe h e ƒ/ tel que
||/z|| = 1 et ||ZA|| > \\L\\ - £. Soit en e V défini par

lorsque t e 0 , -
(58) e„(t)= ,

lorsque t > n"1,

dx
alors Ile ||î = z2 et la solution de l'équation ~r- = Xx + 5L(x + eAx(O) = un

est donnée par

(59)

(1) Si / e £foc(0, + oo ; £) avec £ espace de Banach, on note

\W2 _ | j| f(A\\2 fa
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pour t G [0, n x] Donc

(60) W O I I H ^ + C 2 - T = , ^ [ O , ^ 1 ] ,
f

\ 2

T
n

ou c1 et c2 sont des constantes On déduit que

| | X | | L 2 ( 0 H l H) =

et alors

(62) £2 |L(x + en)\\\ln + <o> > E2 [zyfa \\L\\ - s) +

r 2 2 z / z \ ~ 2 2I

1̂  \Jn \ v n/ J

Pour tout M > 0 on prend z ^ M, e tellement petit que

1 — Ü ( Ij Li || — S) 2
m2

(ce qui est loisible parce que E\ï\ ^ 1) et enfin n suffisamment grand pour

avoir 2zn~1/2E2 WL^fc, + c2-^) ^ ~ Alors
n/

(63) E2 \\L(x + en) \2i

2
7 2 _] " ^ T 2 —

et donc en e T{L)

REMARQUE — L'hypothèse co2 > 0 est essentielle lorsque E \\L\\ — 1

Démonstration de la Proposition 3 — 1 1 suffit de démontrer qu'il existe

z ^ 1 tel que, avec L = zL, on ait z = 1 + a r ( L ) , ce qui revient a résoudre
le système

(64) f a = z - l

t a = <P(Z) s ar( z^)
Or cp est strictement positive et, puisque x0 # 0, depend continuement

de z parce que x(L) depend continuement de L (Kato [6]) De plus on a la
majoration

£2|L 2z 2
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On démontrera dans un instant le

Lemme 3. — z2 ||x(zZ)||| -> + oo lorsque z -> + oo.

Alors le graphe de gT rencontre la droite a = z — 1, parce que E \\L\\ < 1.

Puisque le graphe de <p est connexe on voit qu'il existe au moins une solu-
tion de (64).

c.q.f.d.

Démonstration du Lemme 3. — x(zL) est solution sur [0, 71] de

-£ = (A + zBL)x, JC(O) = x0 G D(A)

et donc elle satisfait à l'égalité de l'énergie

(66) \x(t)\2
H - |xo |2 = 2Q(t) = 2 f ((A + zBL)x{s\ x(s))v^v ds.

Jo

Si b = ! 2?LII t ( l f) alors ||^(/4 + zBL)s|| ^ ezfts parce que A est de contraction.
On déduit :

(67) |2Q(t)| < 2 f e 2 ^ |xo| [ \Axo\ + zb |xo| ] ds
Jo

et donc

(68) |x(t)|2 > |xo|
|_zö |xo

Si z est suffisamment grand pour avoir \Axo\ < zb |xo|, on a

\X\L)\ ^ \xo\ \ô L e ' ^ ~21 °l

si ? < ^ = [ibzY1 In 5/4. Donc

(70) | | x ( z L ) | | ^

ce qui entraîne le Lemme.
c.q.f.d.

REMARQUE. — Les estimations dans le Lemme 3 sont indépendantes de T\
donc

(71) gT(z) ^ E \\L\\ z(l + Cz~'Yn

avec C indépendante de T. Alors les aT(L) solutions de (64) sont bornées
uniformément par rapport à T.
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On n'arrive pas à démontrer que l'ensemble des L telles que E \\L\\ < 1
est contenu dans l'image de ja, lorsque T = + oo. Mais dans la démonstration
du Théorème 3 on peut remplacer l'utilisation de (48) par le résultat de la
proposition suivante.

Proposition 4. - Soit E \\L\\ < 1. Alors il existe LeJL telle que

(72) sup K(L,e)^ max 0(L,e).

Démonstration. — Soient

KT(L, e) = \\L[X(e, L) + e ] | | 2 + \\X(e,L) + e||2r,

r r(L) = {e e L2(0, r ; 7) | ||e||î ^ E2 \\L(X{e9 L) + e)||2r + œ2 ),

0T(L, e\ Y,T(Lx(L)) définis analoguement.

On considère une suite Tn -• + oo ; pour tout 7̂  il existe, par la proposi-
tion 3, Ln telle que L = \iTn{Ln). Soit ocn = aTn(Ln), uniformément borné
(remarque précédente). Soit am une sous-suite convergente otm -• a*. Si
zm = l + am, on a zm -> 2^ = 1 + a* et Lm = zmL -+ zmL = Lœ dans

Si LM $ JMJ, alors VM > 0 on peut trouver 7 tel que

et pour m suffisamment grand on a aussi 0T(Lm, ctmx(Lm)) > M et Tm > T.
On définit em e ^ par

^ 0 si t > T9

alors puisque L = (1 + am)" 1Lm on a em e T(L) et

K(L9 em) ^ KTJÎ

) > M ;

donc sup K(L, e) = + oo.
eer(L)

Si au contraire L^ G JC, alors aœ = a(Lœ) est bien défini (mais pas néces-
sairement égal à a*) et pour tout T > 0 et £ > 0 on peut trouver m tellement
grand que Tm > T et

0T(Lm, amx(Lm)) 5* 0 ^ ^ , aoox(LQO)) - E.
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Puisque 0T(Lm, amx(Lm)) est croissant avec T et L = \iTm(Lm) on trouve :

K(L, ej ^ KTm(L9 amx(LJ) = 0TjLm9 amx(£j) ^

Mais, 7" et 8 étant arbitraires, on a

sup X(L, e) ^ 0(1^, a ^ - max 0(Lœ, e),

parce que0r(Loo, a0ûx(LûO)) converge par Lœ 6 X .
c.q.f.d.

On peut maintenant conclure la démonstration du théorème 3 : par la
proposition 2 il suffit de considérer les L telles que E \\L\\ < 1 ; mais alors la
proposition 4 et (51) montrent que (48) est vraie.

c.q.f.d.

5. VARIATION DE LA FONCTION COUT ET EQUIVALENCE
DU CONTROLE DE MIN-MAX EN BOUCLE OUVERTE

ET FERMEE

On considère la fonction Jy*(u, e\ définie par (23) au n.ro 3. Puisque
y* > 1, elle a un point selle unique (M*, e*) et

(73) e*(t) = (Wu* + f)(t) =
y* -

x(u*)(0.

(74)

Y* - 1

Le contrôle u*(t) est aussi fonction de l'état x(t) (n.ro 4, (42)) :

M*(t) - L*x(t) - -
1 + y*

où P7* est l'opérateur de Riccati pour le problème 3 sur [0, + oo [.
On applique maintenant les feedbacks L* et (y* — l)"1 sur le nouveau

système. On considère des perturbations ü et e comme dans la fig. 3.

u u M v x+ e

= L*x

Figure 3
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Le nouveau système est décrit par les équations :

(75) ^ = Ax + BL*x + Bu, x(0) = x0
Qt

(76) e = (y* - l } " 1 * + e = e{*] + e;

l'entrée totale w est

(77) M = L*x + M = w(*> + S.

On remarque que si ü ^ 0 alors w(*} ^ w* et e{*] ^ e*, parce que l'état x
dépend de w.

On veut calculer les variations de Jy. en fonction des perturbations ü et ^.

Lemme 4. - Pour tout w e ' U e t e e ^ o n a :

(78) JAu, e(*} + e) = (1 + y*£2) II «IL2. + Y* \\Wu + ƒ 11̂  +

- (y* - 1) p i 2 + y*cû2.

Démonstration, — Puisque e(*} = (y* — \)~x{Wu + ƒ) , la formule de
Taylor entraîne (78).

c.q.f.d.

La formule (78) montre que le maximum de Jy* pour tout u fixé est atteint
en é*\

Soit

(79) i|/(u) - (1 + y*£2) H u + —?- \\Wu + ƒ| |2 ,
y* — 1

on est intéressé à la fonction ü —• i|/(w(*) + w).

Pour l'analyse suivante il faut un résultat général sur les opérateurs de
Riccati.

Avec les mêmes hypothèses du n.ro 1 on considère le système

(80) ^ - Ax + Bu9 x(0) = x0, y = Cx, t e [0, T ]

et la fonction coût quadratique
(81) 0(u) = (Ru9u)<X{

La minimisation de 0 sur CIL, avec ƒ donné par (80), conduit à l'équation de
Riccati.

(82) ^ p + PA + >1*P - PBR~1B*P + C*QC - 0, P(T) = 0
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et la trajectoire optimale x est solution de

(83) ^ = Ax - BR-vB*Px, x(0) = x0 ;

on a donc y *= Cx et le contrôle optimal est

(84) û = - R~1B*Px.

On considère le système modifié par le feedback (84) et la commande
supplémentaire v :

(85) ^ = Ax - BR~iB*Px + Bv9 x(0) = x0.

Soit Wp — QPB l'opérateur d'évolution associé à (85) et soit fP la sortie
libre de (85), c'est-à-dire la solution de (85) avec v = 0.

On définit la fonctionnelle

(86) F(v) - \\v -R-'B^PiWpV + fP)\\2
R + \\C(Wpv + fP)\\2

Q,

où\\u\\2=(Ru,u)Cilct\\y\\2
Q = (Q]

Théorème 4. - On a F(0) = 0(w),

(87) F(v) = F(Q)

l'opérateur Qp satisfait à l'équation
/ Q Q \ {~\ # p DO _L O * DDD~ 1 Z>+ P O _1_ O * /'"*'# / l /^O H
^ooj — a*pj — Jrllp + \lpr£>K D r\lp ~r ii^C ^/Cl£p — U

Démonstration. — Lorsque u = 0 (85) se réduit à (83), donc F(0) = 0(w).
De plus F est minimum en 0, sinon F(v0) < F(0) entraîne 0(wo) < 0(«), avec
uo = vo ~~ ̂ - 1 • B*P(Wpv0 -h /p), ce qui est impossible.

Par la formule de Taylor on a alors :

(89) F{v) = F{0)+ \\CWPv\\l + ||(1 - R-lB*PWp)u\\2
R = F(0) + (At;,u)ni,

avec

(90) A - W*C*QCWP + (1 - JR-1B*/>^p)*7?(l - i r 1 ^ * / ^ ) .

Il faut démontrer que A = R; mais Wp = Qp5 et PFj5 = 5*QJ, donc il
suffit de démontrer (88).

Soit Dt = — ; l'équation de Riccati (82) peut s'écrire sous la forme

(91) - C*QC + P(Dt - A + BR~lB*P) - (Dt + ,4* - PBR~lB*)P +
- PBR~XB*P = 0

(1) Voir dans une situation analogue Faurre [5].
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Mais on a (Dt - A + BR=iB*P)QPx = x et aussi

Q*(Z), + ,4* - PBR~lB*)x = x si x(7) - 0;

donc si on multiplie (91 ) à gauche par Q£ et à droite par Qp on trouve (88).

c.q.f.d.

Du théorème 4 on déduit

(92) ^{u^ + S) = y\,{u*) + (1 + y*£2) [|w||c?t.

On a donc démontré la

Proposition 4. — La variation de Jy. pour les perturbations ü et
(76), (77) et fig. 3) est donnée par

(93) Jym(it*> + 2, <?<*> + ê) = JT.(M*. e*) +
+ (1 + Y * £ 2 ) | | W | | 2 - (y* - I

On va finalement démontrer le

ThéorèmeS. — SoitJ€y définie par

(94) ± T*
r 1 + y*£2 r r Y* - 1

alors siJ€Y* < 0 on a

(95) min max K(L, e) = min max J(u, e)

et Ie minimum est atteint en

(96) L* = n(L*) - Y* ~~ 1 L*.
T*

Démonstration. — Pour tout £ e T(L*) on considère l'équation

(97Ï — — Ax 4- RT*(x 4- ^ Ŷ Ô i — v

et l'on décompose e suivant

(98) e - e{*] + e = (y* - l ) " x x + ?.

On a alors

(99) L*(x + e) = 1—Zl L*\(i + 1 \x + è] =

= L*x + -i L*è = M(*} + «.
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Y* — 1
On utilise la proposition 4 avec u = ^—L*e et Ton trouve pour tout

e G r(Z*)
(100) K(l*, e) = J(L*{x + e), e) *£ Jy,(l*(x + e), e) =

-,2

jeT,e, e) ^ Jy.(u*, e*) =

= J(u*, e*),

avec egahte si e = 0 Donc

(101) max K(L*, e) = mm max J(u, e),

ce qui avec (48) entraîne (95)
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