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UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE
DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES

DE TYPE HAMMERSTEIN

par Paul SABLONNIERE *

Communiqué par PJ. LAURENT

Résumé. — On utilise h technique du plongement invariant pour résoudre numérique-
ment certaines équations intégrales de type Hammerstein, le paramètre étant la borne supérieure
de l'intégrale. On en déduit un système d'équations différentielles que Von intègre par des
méthodes numériques classiques.

I - INTRODUCTION

1.1. — Soient [a,b] un intervalle de JRtC[afb] l'espace de BANACH des fonc-
tions réelles continues muni de la norme du maximum. On cherche à résoudre
l'équation intégrale :

(1)

avec les hypothèses suivantes :

Hl) ƒ est une fonction réelle continue sur [a,b] et K une fonction
réelle continue sur [a,b] x [a,b].

H2) Pour tout f e C[a,b ] et tout r > 0, on pose :

D(f,r) = {(s,u) e JR2 \a <s<b et f (s) - r < u < / ( 5 ) + r [

f.r) = {yeC[a,b]\ \\y-f\\

On suppose que 0 (sfu) est une fonction réelle continue sur D (f,r) et

possèce une dérivée partielle -52. (s,u) (notée 0' dans la suite), lipschitzienne par
du

* I.U.T. Informatique - Lille
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106 P. SABLONNIERE

rapport à u ; plus précisément, il existe L^> 0 tel que, pour tous (s,Mj) et
(s,u2) de D(f,r):

H3) On choisit X e R tel que :

IX l < - min(-£- , - L )

où MK , M^ et Af̂ » désignent les maxima des fonctions I K(t,s) I, I <j>(sfu) \ et

I 0' (s,u) I sur leurs ensembles de continuité respectifs.

Ces hypothèses permettent de prouver le résultat suivant :

Théorème 1. — Si r > 0 est donné, l'équation (1) admet une solution unique dans
B(f.r)-

Démonstration. —

Désignons par P l'opérateur qui à y e C[a,b] fait correspondre Py e C[atb]
défini par :

=f{i) + X j£ K(t,s) 0 (s,y(s)) ds

Si y eB (ƒ,/•), alors (s,y(s)) eD(f,r) pour tout se [a,b], donc 0 (^ (5) ) a un sens
et on a :

- / I l < IX l (è -a)M A : M^<r d'après (H3)

On constate que P applique la boule B(f,r) dans elle-même (et même dans son
intérieur).

D'autre part, pour yl Qty2 eB(f,r) :

I 1 / ^ -fy2 I \<\W(b-a)MKM(p I l 7 l -y2 I I

et comme (H3) entraîne : I X \{b-a)MKM^ < 1, l'opérateur i* est contractant,
donc ü admet un point fixe dans la boule £ ( ƒ » , cq i .d . (Cf. [1], [2], [6]).

1.2. -Associons maintenant à l'équation (1) la famille d'équations dépendant du
paramètre x e [a,b] :
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UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE HAMMERSTEIN 107

(2) yx{t) = fit) + X f*K(t,s) <j>(s,yx (s)) ds

Pour chaque valeur de xy cette équation a une solution unique^ dans la boule
B(f,r), l'hypothèse (H3) entraînant la contraction de chaque opérateur intégral en JC.

Nous allons montrer que la fonctions : x ~* yx définie sur [a,b] et à valeurs
dans B(f,r) est dérivable et vérifie une équation différentielle de type initial que
Ton pourra résoudre numériquement par des méthodes par pas.

Auparavant, nous étudions une famille d'équations intégrales linéaires liées à
l'équation (1).

II - ÉTUDE D'UNE FAMILLE D'ÉQUATIONS LINÉAIRES

Posons, pour toute fonction i// eB(f,r) (t,s,z e [a,b]) :

(3)

(4)

L'équation intégrale linéaire suivante, où z est fixé dans [a,b ]

(5) 0z (t ; 0) = \F(t,z; *) + \J*H(t,s; *) 0r (s;

a un noyau vérifiant, en vertu de (H3) :

1 X 1 ( 2 0 ) ,
(t,s)€[a,b]2

Par conséquent, elle admet un noyau résolvant Tz (t,s ; t//) et une solution
unique rz {t ; \p) vérifiant le système différentiel de type initial (Cf [3] ).

(6)

± Tz (t,s ;*) = {t,z; (z,s ;

n° avril 1975, R-l.



108 P. SABLONNIERE

La solution de (5) est donnée également par :

rz (*;*) = \F{t,z ; *) + \ƒƒ Vz (ttu ;

ou encore

(7) TZ (t ; <//) = X <t> (z, .z) + X ƒƒ rz (r,« ; *)K(u,z) du]

Nous sommes amenés à introduire la fonction :

(8) (t,s ; i//) = K (t,s) + X ƒƒ Tz (?,« ; tlt)K(u,s) du

II est facile de voir que :

(9)

et que la fonction J2 (t,s ; \p) est solution de :

(10)

-^-7Z (/,* ; * ) = *' (z,* (z)) 72 (ï,z ; 0) 7Z (^s ;

En vertu de l'égalité (7), la solution de (5) ou de (6) est donnée sans calculs par :

ai)

Dès que Ton connaît yz solution de (10).

Nous allons étudier quelques propriétés de JZ et de

2,1. — Existence et unicité de la solution de (10)

II existe au moins une solution puisque la relation (8) exprime yz en fonction
de P z , résolvant de l'équation intégrale (5).

Pour l'unicité, nous écrivons (10) sous la forme :

(12) yz(t,s ; *) = K(t,s) + X ƒƒ 0' (M,

Si cette équation admet deux solutions bornées * et ^ avec I ̂  I et I ̂  I <MJ
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UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE HAMMERSTEIN 1 0 9

pour (z,s,t) e [a,b ]3 et \p eB(ftr) fixée, on peut écrire :

1 2 1 2
j(M ; $)-yz(t,s ; « l<2 \\\M^M (*)ƒƒ max\yu(t,s ; $)-yu(t,s ; $)\du

S t, S

Un lemme classique de majoration nous donne immédiatement :

1 2

Nous pouvons énoncer le :

Théorème 2. - L'équation différentielle :

(10)

~

admet, pour chaque fonction \p e B(f,r), une solution unique bornée sur [a,b]3.

2.2. — Évaluation d'une borne uniforme M

Compte tenu de (8) et des équations intégrales vérifiées par le résolvant F^,
on établit que :

(13) yz(tfs ; $)=K(t,s) + X ƒƒ/

qui donne la majoration suivante :

Compte tenu de Thypothèse (H3), on obtient :

(14) Y*
' 1 -

2.3. - Étude de l'application : \jj -• yz(t,s ; \jj)

Soient ^ et ^2 e B(f,r). La relation (13) ci-dessus nous permet d'écrire

\yz{tts ; ̂ ) -yz{t,s ; ̂ ) l< IXI ƒ/ I7z(r,« ; ̂ ) 0' ( M ^ ^ U ) ) ^ ^ ^

-ypM ; ̂ 2) 0' (Wï^2 (u))K(u,s)\du

n° avril 1975, R-l.



110 P. SABLONNIERE

Le second membre est inférieur ou égal à :

M*, ƒ/ \ySt,u ; \pt ) — 7„(/,w ;*K ) I du

On en déduit donc :

(15) y(t,s;t)-y(t,s;t)\^L
z * z 2 /

aVCt «v — ^ I / \ I ̂ t/ a^ *-*Af *v

2.4. — Étude de la solution de l'équation intégrale (5)

Rappelons (11) que :

Les calculs précédents nous conduisent à poser, pour toute fonction i?(/,r) et
toutze[a,Z>] :

(16)

F est une application de [a,b] xB(f,r) dans C[a,Z?].

On a alors le :

Théorème 3. — L'application F{z,ty) est uniformément lipschitzienne par rapport

Pour tout z e [a,b] et tout couple (\p , ^ ) deBifs), on a :

(17) '

Démonstration. —

A partir de (11), (H2) et (15), on peut écrire :

^ 0 0 ) yz(ttz ; 1>x) -X0(z ,* a (z)) T ^ Z ; *2)I

/?ev«e Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE HAMMERSTEIN 111

l ^ 1 («) -^ 2 ( " ) I c.q.f.d.

On peut remarquer également que, pour toute fonction \p e B(f,r) et tout
z e [a,b], la solution de l'équation intégrale (5) vérifie :

(18)

III - CONTINUITE ET DËRIVABILITE DE L'APPLICATION y ̂

Rappelons que, pour tout x e [a,b], y (x) = y est l'unique solution de l'équa-
tion (2) dans la boule B(f,r).

3 . 1 . - Continuité de y^

Théorème 4. - Les hypothèses (Hl), (H2) et (H3) entraînent que y est continue
sur [a,b],

«
Démonstration. —

Or, cette dernière quantité est majorée par :

M(j) \h\+ [k\MKMf% \yx + h(s)-yx{s) \ds

Puisque IXIAf̂  MAx-à) < \\\MKMAb-a)< 1

On en déduit :

\\y (x + h)-y (x)\\< . X KM<I> \h

ou encore, compte tenu de (18) :

\\yjx+h)-yjix) IKLj/zl c.q.f.d.

n°avrül975,R-l.



112 P. SABLONNIERE

3.2. — Dérivabilité de y

Nous allons construire une application y' de [a,b] dans C[afb] qui vérifie

V e > OH oc (e) > 0 tel que I h K a (e)

entraîne ;

(19) Wy^x+h)-y#(x)-hy'm(x)\\<€\h\

Puisque y ̂  (x) = y x e B(ffr), l'équation intégrale linéaire (5) du paragraphe
précédent a une solution unique rx (t;yx) quand on prend \p = y et z = x.
Enonçons le :

Théorème 5. - L'application y^ a pour dérivée sur [a,b] la fonction y^ telle
que y^(x) soit solution de l'équation intégrale linéaire (5) où

Démonstration. —

Si on pose j^ (x) = TX (t;yx)
9 (19) s'écrit :

Or, le premier membre est majoré par :

1X114*** K(t,s) 0 (s,yx + h (s)) ds - h K(t,x) <t>{x;yx{x)) I

\\MK Jx 10 ( s , ^ +A(5)) - 0 (.x,yx(s)) - h 0' ( s ^ ( S ) ) r x ( s ; ^ ) I ds

La première valeur absolue est majorée par une quantité de la forme I h I Wj (/i)
où WjC/t) -»• 0 avec h uniformément par rapport à x : ceci résulte de la continuité
uniforme de K,<pety sur leurs domaines respectifs.

La deuxième valeur absolue est majorée par :

IXIMK fa
x I(AA yx(s) 0' (s,yx(s) + Ah yx(s) . 0 (s)) - hy'(s,yx(s)) Tx(s;yx)\ds

où AA ̂ ( 5 ) = yx + A ( J ) - yx(s) et 0 < 0 (s) < 1.

Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE HAMMERSTEIN 113

Cette quantité peut être majorée à son tour par :

1 x l MK Mv % ' yx •*(«) - yx® - h Tx&yx) ' *

+ IXIM (x - a) I h IL ™«* 10' (s,y(s) + & (s) ^ y (s)) - 4>\s,y(s)) I

Comme IA^ yx(s) l < L IhI, on a aussi :

x © (s) Ah yx(a)) - 0WX(O V /, , fy

En résumé, on obtient :

ly
x + A W " y^W - ft 7 x < f ^ ) K I * I [w,(A) + co2{h)]

Af0. ƒ / I ^ +A (s) - ^ ( * ) - h rx(s,yx) I <fc

Cette majoration conduit à :

-,.»-*,;»

Comme co1 et co2 sont indépendants de x, on voit que :

Ve>03a(e)t.q. \hI<a(e)^ —^ll^^l— <€

Ceci prouve bien que .y' W = r x ( . \yx), c.q.f.d.

3 . 3 . - Équation différentielle vérifiée

Compte tenu des théorèmes 2, 3 et 5, nous pouvons énoncer le résultat
suivant :

Théorème 6. — Soit l'équation fonctionnelle :

(20)

n° avril 1975, R-l.



114 P. SABLONNIERE

avec F{xt \jj) — X(j) (x, \js(x)) y (., x;\p) où 7 est la solution unique de :

(10)

Alors (20) admet une solution unique sur [a,b] et, pour tout x e [a,b],
y (x) = yx est la solution unique de l'équation (2). En particulier y JJ>) est la
solution de (1).

Il y a donc équivalence entre le problème intégral (2) et le problème (20)
ci-dessus, moyennant le calcul de lx(f9xfyx) pour chaque valeur de x e [a,b]>

IV - RESOLUTION NUMERIQUE

4 . 1 . - Équation (10)

Cette équation généralise l'équation résolue dans [3], [7] et [9] au moyen de
méthodes à pas séparés de type RUNGE-KUTTA. Lorsque <p (s,u) - u, <P{stu) = 1,
et on retrouve l'équation de la résolvante des équations linéaires de 2ème espèce.

Pour le formalisme, nous renvoyons aux références ci-dessus.

4.2. - Équation (20)

Contrairement à ce qui se passe pour un problème initial classique du type :

on ne connaît qu'une expression approchée deF(x,y) qui est calculée au moyen
de l'équation (10). En généralisant un résultat de HENRICI [8], sur les équations
du type ci-dessus, on montre le résultat suivant :

Supposons que, pour toute fonction ^ e B(f9r\ tout h > 0 assez petit, on ait
obtenu :

e(h)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE MÉTHODE DE RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE HAMMERSTEIN 115

au moyen d'une méthode à pas séparés de rang q (où e (h) reste bornée quand
*-*0) .

Dans ce cas si on calcule y au moyen d'une méthode à pas séparés de rang p,
Terreur sera de l'ordre de hr où r = min (p,q).

Pratiquement» on a donc intérêt à utiliser des méthodes de même rang pour
résoudre (10) et (20).

V - EXEMPLE

5.1. — Résultats théoriques

Proposons-nous de chercher des conditions suffisantes sur a et X e R pour que
l'équation :

(21)

ait une solution réelle unique dans la boule B(f,r) oùf(t) — at et r > 0 est donné.

Les solutions de (21) sont de la forme y{i) = kt, ce qui conduit à l'équation :

(22) X k2 - Ak + 4a = 0

Comme A' = 4 — 4aX> on voit que k sera réel si Ton choisit a et X e IR tels que :

(23) ak < 1

Calculons maintenant la valeur maximale de

^n(r) = m u l ( ~ » )
MK(b-a) M^Mç

i n t e rvenan t d a n s l ' h y p o t h è s e ( H 3 ) , s achan t q u e n o u s avons i c i M K = 1 e t £ - 0 = 1
e t q u ' u n calcul s imple d o n n e :

- L = . r . e t 1 1
0 0 2( la Ur)

La valeur maximale de ces deux quantités étant atteinte pour r = I a I, on en
déduit que :

n° avril 1975, R-l.
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La condition suffisante (H3) est donc vérifiée si :

(24) I aX I < - L

qui est nettement plus restrictif que (23).

5.2. — Cas particulier

Si nous prenons a et X > 0, nous aurons une seule solution dans la bouleB(f,a)

de C[0,l] si Xa <—; cette solution est :
4

(25) y(t)=l(\-\/\-\ct)t
A

Prenons, par exemple a = 1 et X = _ :
8

OU

La solution unique dans la boule B{t, 1) est :

y(t) = (16 - 4 VÏ4) r ̂  1,03337 f

5.3. — Variations de ia solution en fonction de x e [0,1 ]

Considérons l'équation

x 8° " ̂
La solution dans la boule B(t, 1) est de la forme :

où k(x) est solution de :

x* k2(x)-32k(x) + 32=0

Comme A' = 256 - 32 x 4 , il y aura au moins une solution réelle si JC4 < 8,
soit x < 1,68 environ.

Cette solution est nécessairement :

J t ( x ) = i 5 ( l V l ± -
x4 8
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On constate que k*(x) = — (1 + V 1 — —) ne convient pas car k*(x) ->• 4- -
x4 8

quand x -> 0 tandis que k(x) -> 1.

5.4. - Solution numérique.

L'essai a été fait avec un pas k = — en utilisant la méthode d'Euler modifiée
8

(méthode de Runge-Kutta d'ordre 2).

t
X

0,25

0,5

0,75

1

0,125

0,4

0,15

0,34

0,56

0,25

0,07

0,37

0,69

1,13

0,375

0,11

0,46

1,03

1,69

0,5

0,15

0,61

1,38

2,26

0,625

0,19

0,76

1,72

2,83

0,750

0,23

0,92

2,07

3,39

0,875

0,27

1,07

2,41

3,96

1

0,30

1,22

2,76

4,53

(On donne dans ce tableau, pour différentes valeurs de x, les erreurs absolues
multipliées par 104)

Dans [5] et [11], on a donné des résultats numériques pour l'équation :

qui ne vérifie pas l'hypothèse (H3) sur X. Les résultats numériques obtenus sont
les suivants (on donne l'erreur en valeur absolue multipliée par 104 pour x =1).

t

l(fx err.

0

0

0,125

10,5

0,25

21

0,375

31,5

0,5

42

0,625

52,6

0,75

63,1

0,875

73,6

1

84,2
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