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R.A.Ï.R.O.
8* année, août 1974, R-2, p. 95 à 107)

SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG*

par F. MUSY (*) et M. CHARNAY (2)

Communiqué par F. ROBERT

Résumé. — On présente une extension du théorème de Stein-Rosenberg qui Véclaire
d'un nouveau point de vue : A étant une matrice carrée à éléments *> 0, on peut comparer
son rayon spectral avec celui d*un produit Ajr... Ajx de matrices « extraites » de A et de la
matrice unité.

1. INTRODUCTION

Rappelons la formulation classique du :

Théorème de Stein-Rosenberg [2] [4]

Soit A = L + U une matrice carrée à éléments ^ 0, de diagonale nulle,
de triangulaire inférieure stricte L, et de triangulaire supérieure U.

Seuls les trois cas suivants (mutuellement exclusifs) sont possibles :

a) 0 ^ pKI-Ly'U] < p(L + U) < 1

c) 1

p désigne la fonction rayon spectral : maximum des modules des valeurs
propres.

On rappelle que ce théorème règle la comparaison des méthodes de Jacobi
et Gauss Seidel dans le « cas nonnégatif » pour la résolution itérative de sys-
tèmes linéaires [4],

L'étude de procédés itératifs chaotiques pour la résolution de systèmes non
linéaires [3] nous a amenés à élaborer un résultat qui constitue en fait une
extension du théorème ci-dessus en l'éclairant d'un nouveau point de vue.

Le but de cet article est de mettre en forme cette extension.

(1) Ecole Centrale de Lyon.
(2) S.A.N.T.I.-U.E.R. de Mathématiques Lyon I.
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96 F. MUSY, M. CHÂRNAY

Une matrice A à éléments ^ 0 sera dite nonnégative (A ^ 0). Un vecteur u
de Rn à composantes > 0 sera noté u ̂  0 et u > 0 si toutes ses composantes
sont > 0; un vecteur u nonnégatif et différent de 0 sera noté ;|? 0.

Soit A une matrice («, n) nonnégative, et / une partie non vide de
{ 1, 2,..., n }. On définit la matrice (nonnégative) A3 de la façon suivante :

pour j eJAjSL mèmcjèmQ ligne que A
pour j iJAjâ même7ème ligne que la matrice unité (n, n).
EXEMPLE : n = 4 / = { 2, 4 } A = (ay). Alors

1 0 0 0

«21 «22 «23 «24

0 0 1 0

.«41 «42 «43 «44

2. RESULTATS PRELIMINAIRES

La proposition suivante montre comment, dans le théorème de Stein-
Rosenberg, la matrice (/—L)~ lU peut être obtenue à partir de A = L + U,
comme produit de matrices du type défini ci-dessus.

Proposition 1.

Soit A = L + U une matrice (n, n) nonnégative de diagonale nulle, de
triangulaire inférieure stricte L (et de triangulaire supérieure U). Alors
(I — LYlU s'écrit :

(I-L)-1U=A{n}...Am-A
m

La démonstration de cette identité, purement algébrique, ne présente
aucune difficulté.

EXEMPLE :
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SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 97

Notre but est de montrer que le théorème de Stein-Rosenberg s'applique en
fait à d'autres produits de matrices A3 que celui qui vient d'être mis en évidence.

Nous utiliserons pour cela le corollaire « fin » suivant du théorème clas-
sique de Perron-Frobenius.

Proposition 2 : [1] [2] [3] [5].

Soit A — (atj) une matrice nonnégative («, «). Pour u > 0 et v "^ 0
dans^iî", on pose :

riA(v)= Min £ flyj ; TA(U) = Max £ atJ H*
i=l,2...nj=l vi t=l,2...nj=l ui

Alors
Sup riA(v) = p(A) = Inf T^(M).
v>0 u>0

(L'intérêt de ce corollaire est d'être vrai que A soit ou non irréductible.)

3. LE RESULTAT PRINCIPAL

Nous l'énonçons dans le :

Théorème 1 : Soit A une matrice nonnégative (n, ri). Soit Ju J2 ... Jr

séquence de parties non vides de { 1, 2, ... n } dont l'union redonne
{1,2, . . . n } :

Û , { }
i-l

(On ne suppose pas nécessairement les / ; disjoints deux à deux). On pose

K= AJt* AJr-1 *... • AJx

Alors seuls les trois cas suivants (mutuellement exclusifs) sont possibles.

a) 0 < pG4)r ̂  P(K) < 9(A) < 1

b) ?(A) = 9(K) - 1

c) 1 < p(^) < p(K) ^ 9(A)r

1° Etablissons tout d'abord le point a).

Pour cela, démontrons un premier résultat intermédiaire.

n° août 1974, R-2.



98 F. MUSY, M. CHARNAY

Lemme 1 :

Soit A une matrice nonnégative (n, n) de rayon spectral p(A) < 1.
Soit u > 0 dans R" tel que TA(W) < 1 (un tel u existe d'après la proposition 2).
Soit T = AJp. ... Aj2 • Ajx où Jl9 J2,... J^ est une séquence de parties non
vides de { 1,2,... n }. Soient tiS les éléments de T.

Alors

Ê 'y £ « ^(«) pour i € Ji U / 2 ... U ƒ,

Preuve du lemme L

Elle se fait par récurrence.
Pour/? = 1 et pour i pris dans Ju il vient par définition :

Posons 5 = AJp_± • ̂ Jp_2 ••• ̂ J I -
Supposons, pour hypothèse de récurrence, stj étant les éléments de S, que :

V 1 U'

h su ,T < T (̂M> P°ur * € A U /2 ... U ƒ !

et montrons que
£ ' y ^ < - P » P°ur î € / x U J2 ... U/ ,

7=i Mi

Soit d'abord / € Jp. Puisque T= AJp* S, on a :

?= S
Or le produit à gauche par une matrice Aj ne perturbe que les lignes d'in-

dices pris dans / . A l'aide de cette remarque, on démontre aisément que pour
tout indice j pris dans { 1, 2,..., n} et n'appartenant pas k J1U J2 ... U Jp-U

layème ligne de S est la/ème ligne de la matrice unité.
Donc :

Grâce à l'hypothèse de récurrence, on déduit l'inégalité :

Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 9 9

D'où a fortiori, puisque T^(W) < 1

Supposons maintenant que

i € / 1 U , / 2 . . . U / r l et i$Jp

Puisque i$Jp la *ème ligne de A3 est [0... 0 1 0... 0], par définition

\
de AJp et puisque T = AJp • S, il est clair que Toi S ont même *'ème ligne. Donc :

ce qui achève la démonstration du lemme 1.

En appliquant ce résultat à la matrice K= AJr... Aj2* AJx et puisque
Jx U J2 ... U Jr = { 1, 2, . . . ,«}, on obtient, ktj étant les éléments de K :

pour tout « > 0 tel que T^(W) < 1 et pour tout i = 1, 2,..., n.

D'où

TK(W) = Max £ fco* !r < T^W

D'où encore

Inf TK(U) < Inf TX(M) ̂  Inf rA(u) = Inf ̂ A(u
u>0 «>0 «>O «>0

T4(U)<1 T^(«)<1

c'est-à-dire, d'après la proposition 2 :

Une partie du point a) est démontrée. Le reste de la démonstration est une
conséquence du

n° août 1974, R-2.



100 F. MUSY, M. CHARNAY

Lemme 2 :

Soit A une matrice nonnégative («, ri) de rayon spectral p{A) < 1. Soit
o ^ O u n secteur propre de A attaché à la valeur propre p(A). (Théorème
de Perron-Frobenius [5]).

Soit T = AJp ... Aj2 • Ajx où Jl9J2.»Jp est une séquence de parties non
vides de { 1, 2,..., n }.

Soit ƒ = {je{ 1, 2,..., n }/(ÙJ # 0 }.
Alors

Yahj—> P W Pour t € / n ( / 1 U ; 2 . . . U / p )

Preuve du lemme 2.

Elle se fait par une récurrence analogue à la précédente, p = !•
Soit i € / n Jx supposé non vide (sinon il n'y a rien à démontrer).

On pose à nouveau S = AJp_x... Aj2 • AJx

On suppose que

J su ^ > p(^)p"x pour i€/n(J1U/2 . . .U;p„1) ,
j=i tot

et on démontre que :

n

^ ttJ —i ^ pG4)p pour Ï € / H {Jx U / 2 ... U Jp)

Soit / € J (I / p supposé non vide.

Il vient en utilisant le calcul précédent :

y coj y / y CÛ

D'où :

Grâce à l'hypothèse de récurrence, on a :

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 101

d'où

puisque

Donc

D'autre part si ƒ fi (Jt U J2 ... U ./,_,) ^ 0 et pour
i € / O (Jt U 72 ... U ƒ,,_!) et ƒ $ Jp, on a encore :

et le lemme 2 est établi. On l'applique à la matrice K, d'où :

pour i£J

Donc p(A)r < IQKC )̂ ^ pC*O et a) est entièrement démontré.

2° On établit de façon analogue les points b) et c) par l'intermédiaire des
deux lemmes suivants.

Lemme 3 :

Soit A une matrice nonnégative (AZ, ri) de rayon spectral p(A) > 1.
Soient e réel > 0 donné et u > 0 dans 7?" tel que : T^(W) < p(A) + e [un
tel u existe d'après la proposition 2].

Soit T = AJp ... v4j2 • i4/x ou Jl9 J2 ... Jp est une séquence de parties non
vides de { 1, 2,..., n }. Alors :

p o u r z € / 1 U / 2 . . . U / p .

n° août 1974, R-2.
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Preuve du lemme 3.

Là aussi on mène une récurrence tout à fait semblable aux précédentes.
Notons p = ç>(A)
p = 1. Le résultat est évident.

On pose
S^AJp_^..AH.AJx

On suppose que

pour i € Jx U J2 ... U Jp„t.

Soit i € /p .

D 'où:

On décompose

> a + Vu— en > an—

D'où encore :

= f £ «il J)(P + e)""1 < (P + e)(p + s)'"1 = (p
i=i

ifevue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR LE THEOREME DE STEIN-ROSENBERG 103

D'autre part si i € Jt U J2 ... U Jp_t et i i Jp

ce qui achève la démonstration du lemme 3.

Lemme 4 :

Soit A une matrice non négative (n, n) de rayon spectral p(A) > 1.
Soit (Ù ̂  0 un vecteur propre de A attaché à la valeur propre p{A).

Soit r = AJp •... • Aj2 • Ajx ou Ju J2,..., /p est une séquence de parties
non vides de { 1, 2, ..., n }.

Soit / = {j € { 1, 2, ..., R }/<*>, # 0 }.
Alors

S fy -^ ^ p(^) pour Ï € / fl (/x U / 2 U ... U Jp)
i

La démonstration de ce lemme s'effectue en utilisant une technique
analogue à celle du lemme 2. C'est pourquoi elle n'est pas détaillée.

En appliquant les lemmes 3 et 4 à la matrice K, on a :

si p(A) ^ 1, J ] fcy — > P(^) P o u r * € /grâce au lemme 4.

D'où

p(K) = Sup T]K(Î;) ^ v]x(
tó) = Min ^ ktJ — ^ p(̂ 4) > 1

et grâce au lemme 3 :

Max 2L kij "̂  ^ (p + e) r

pour tout u > 0 tel que T^(M) < p + s (en notant p(̂ 4) = p).

D'où
p(K) = Inf TK(M) < Inf T£(M) < (p + e)r

u>0 u>0

Ainsi p(K) < (p + e)p et ceci pour tout e > 0; c'est-à-dire p(£) < pr. En
résumé : p ^ p(^) < pr et dans le cas particulier où p = 1, on obtient p(£) = 1.

La démonstration du théorème 1 est complète.

n°août 1974, R-2.
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EXEMPLE : n — 4 Jt =

•

1

0

0

0>

0,2 0,1

0,1 0

0 0

0 0

MUSY,

{1.2]

0,2

0,1

0,2

.0,2

0 0

1 0

0 1

M. CHARNAY

0,1

0

0,3

0,1

0

0

0

0,1 0,4 0

0,3

0,1

1

0

0,1

0,1

0

1

0,3

0,1

0,1

0,4

[1.3}

0,1

0,1

0,2

0

0,2 0,1

0 1

0,2 0,3

0 0

0,05

0,10

0,07

0,045

J-.

0,3

0

0,1

0

0,02

0

0,02

> = { 4 }

0,1'

0

0,2

1

0,37

0,10

0,19

0,012 0,16

0,13 '

0,10

0,25

0,136

On vérifie que Ton a

= 0,215 < p(K) = 0,457 ... < p(A) = 0,599 .., < 1.

La proposition suivante montre donc dans quel cas le produit AJr... AJfî • AJx

peut s'écrire sous la forme (/— L)~XU avec A = L + U,

Proposition 3 :

Soit A une matrice (n, n) nonnégative.

Soit Jl9J29*^Jr
 u n e séquence de parties non vides de {1, 2, ...,*t }

formant une partition de {1,2, . . . , n } :

Soit K — AJr... Aj2 • Ajv On peut construire, alors, deux matrices

L> 0 et U^ 0
telles que :

A=L+ U

(I — L)K= U

et comme p(L) = 0, K = (ƒ — L)" l U > 0.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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On va construire LetU par leurs éléments respectifs ltJ et u^.

Soit / € { 1, 2,..., n }; il existe/ unique dépendant de i tel que / € Jj puisque
les Js, s = 1, 2,..., n forment une partition de { 1, 2,..., n }.

Posons alors :

pour s e Jj U / j + i... U Jr

pour 5 $ / ; U /y+1 ... U Jr

hs =

On vérifie que L et U sont nonnégatives et que A = X + #• D'autre part,
on remarque que pour tout i € Jj :

Donc toujours pour i € / ; :

kis = E an • [^j,-,... ^ja^jjfa + a«, pour seJjU JJ+ x ... U Jr

et

* E ^-VJ^ P°Ur J*/yU/J+1...UJP

Donc pour i € Ji

k — V k 4- nour ^ J U J U J

et
ankis pour 5 $ J: U 7 / + 1 ... U Jr

ce qui s'écrit encore d'après la définition de L et U ;

U soit(/— L)K= U

II est facile de voir que la matrice L construite par ce procédé peut s'écrire
sous la forme L = PSP' où S est une matrice nonnégative triangulaire infé-
rieure stricte et P une matrice de permutation. Donc p(L) = 0 et L étant non
négative, /— i est une M matrice et K = (ƒ — L)~lU > 0.

août 1974, R-2.
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EXEMPLE : n = 4 J

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

F. MUSY, M. CHARNAY

= { 2, 4 } 72 = { 3 } J3 = { 1 }

L =

0

0

0

0

2

0

10

0

3

0

0

0

4

0

12

0

u =

1 0 0 0

5 6 7 8

9 0 11 0

13 14 15 16

A = L + U et p(L) = 0 < 1

1

0

0

0

2

1

0

0

3

0

1

0

4

0

0

1

1 0 0 0

0 1 0 0

9 10 11 12

0 0 0 1

1

5

0

0

6

0

0

7

1

13 14 15 16

708 752 857 896

5 6 7 8

215 228 261 272

13 14 15 16

On vérifie que l'on a :

K=(I—L)-ÏU avec d'ailleurs (théorème 1)

1 < p(A) = 36,2 < p(K) = 990,2 < p(A)3 = 47,5 • 103.

REMARQUE : la proposition 3 reste vraie si A est une matrice réelle («, n)
quelconque. Toutefois les matrices L, U et (J—L)~1U ne sont plus non-
négatives.

4. CAS PARTICULIER

Soit A une matrice nonnégative (n, n). Considérons la partition de
{1,2, . . . , n} en n parties Js = {j} (j= 1,2,...,«). Si l'on construit les
matrices L et U de la proposition 3, L est alors la triangulaire inférieure stricte
de A et U la triangulaire supérieure de A.

La proposition 3 redonne la proposition 1 et le théorème 1 permet d'énon-
cer le
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Théorème 2 : Soit A une matrice nonnégative (n, ri) de triangulaire
inférieure stricte L et de triangulaire supérieure U. Seuls les trois cas (mutuel-
lement exclusifs) sont possibles.

a) 0< p(L +U)n<* p((/— LyxU) ^ p(L + U) = p(A)

b) 9(A) =9(L+U) = pai-LT'U)^ 1

c) 1 < 9(A) - p(L + U) < p((7 — L ) - ^ ) ^ p(L + C0n

Ce résultat est à_ rapprocher de la version provenant dû  théorème de
« Stein-Rosenberg tronqué » [6], Notons toutefois que les inégalités intro-
duisant ç>(A)n sont nouvelles. Notons aussi que dans la proposition 1 et le
théorème de Stein-Rosenberg classique, la nullité de la diagonale de A est
une condition parfaitement anecdotique : elle peut être purement et simple-
ment supprimée.
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