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RJ.R.O.
(5e année, R-l, 1971, p. 49-72)

ETUDE D'UN SCHEMA AUX DIFFERENCES FINIES
POUR LA RESOLUTION NUMERIQUE
DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
COUPLEES A CELLE DE LA CHALEUR

par J. C. ZENOUDA

Résumé. — Après avoir formulé de façon précise le problème, on étudie la stabilité et la
convergence d'un schéma aux différences finies semi-explicite (Véquation de Navier-Stokes
en explicite, et Véquation de la chaleur en implicite) pour résoudre numériquement ces équa-
tions. La dimension d*espace étant égale à deux.

INTRODUCTION

Le but de ce travail est d'étudier les équations de libre convection non
stationnaire dans un domaine borné du plan. Soit Q, ce domaine borné, de
point générique X = { x, y } = { xl9 x2 }, de frontière F, supposée « suffi-
samment » régulière. On désigne par Q, le cylindre Q = Q, x ]0, T[9 T étant
fini, et par S, la frontière latérale de Q; 2 = F X ]0, T[. On désigne par
U(X, t) un vecteur (vecteur vitesse) U(X, t) = { u(X, t), v(X, t) }5 par p(X, t)
(pression) et w(X91) (température) des fonctions scalaires.

Les équations de Navier-Stokes couplées à l'équation de la chaleur cor-
respondent à un couplage « parabolique-parabolique ». Elles s'énoncent, dans
le cas d'évolution :

(1) _ v A 1/ + uDx U + vD2U +Zw= F(X, t) — grad/>du
dt

(2) div U = 0

(3) -gj — àw +. t / . grad w = 0
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5 0 J. C. ZENOUDA

avec les conditions aux limites

(4) U = 0, w = 0 sur 2

et les conditions initiales

(5) U(X, 0) = U0(X); w(X, 0) = wo(X)

où : £ est un vecteur donné de R2, F(X, t) et U0(X) sont des fonctions vecto-
rielles données, wo(X) une fonction scalaire donnée et v une constante positive
(coefficient de viscosité).

L'objet de ce travail est l'étude de l'approximation par une méthode de
différences finies du problème (1)... (5). Les équations de Navier-Stokes ont
fait l'objet de nombreux travaux dont, en particulier, ceux de Ladyzenskaya [8],
Chorin [4], Chernyakov [3], Jamet-Lascaux-Raviart [5], Krzywicki [7],
Teman [13] et [14], Raviart [12]. De nombreuses méthodes de résolution numé-
rique y sont étudiées dans le cas stationnaire, [10], [7], [12] comme dans le cas
non stationnaire [5], [6], [10], [13], avec différents types de conditions aux
limites. Certains résultats de cet article sont extraits de la thèse [15] où de
nombreux schémas aux différences finies explicite, semi-explicite et implicite,
sont étudiés et où un théorème d'Unicité y est établi.

Le plan est le suivant :

I. Formulation précise du problème.
II. Étude du schéma aux différences.
ffl. Étude de la stabilité.
IV. Étude de la convergence.
V. Résolution numérique des équations aux différences.

I. FORMULATION PRECISE DU PROBLEME

1.1. Espaces fonctionnels, notation

Nous ne considérerons que des fonctions à valeurs réelles. On désigne par
3)(Q) l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q et à support
compact dans Ï2; par L2(fï) l'espace des (classes de) fonctions de carré sommable
sur Q. Si ƒ, g € L2(O) leur produit scalaire est :

(ƒ.£)= f/O
Ja

) g(x) àx

Pour ce produit scalaire, L2(Cl) est un espace de Hubert. On désigne par
l'espace de Sobolev d'ordre 1.

H\Q) = {i;/»e L\QL), H € L\Q), i = 1, 2 }
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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 51

muni de la norme

* < « > = f M 2 2

âx

^Q) est un espace de Hubert.

On désigne par HQ(Q) l'adhérence dans H1^) de ©(H), nous avons aussi:

^ ^ v^O sur 8Q}

l'espace Ho(£ï) est muni de la structure Hilbertienne de sous-espace vectoriel
fermé de

On désigne par :

H = adhérence de V dans (L2(Q))2

pour 9, ^ £ H nous posons :

, , f » f , • • • , ,1/2
vPs T ) = = ^ J I tyiri d^C/ 9 ^ (9> 9)

On désigne par V l'adhérence de °U dans (/^(Q))2 nous avons la définition
équivalente, cf. Lions [9] [10]

V - { V/Vç (H*(&))2, div V = 0 }

On munit V du produit scalaire :

en identifiant H à son duai (H = /f'), nous avons :

(l'injection de V dans if est continue en raison de l'inégalité de Poincaré).
Posons :

b±(U, V, W) - £ f ^(A^)^i dx ; b2(U, vy w) = J f

pour 17, F, PFdes vecteurs, v et w des fonctions scalaires telles que les intégrales
convergent.

Rappelons quelques résultats relatifs aux formes énoncées ci-dessus
(Lions [9], [10], Ladyzenskaya [8])

la forme trilinéaire U9 V, W-> bt(U, V, W) est continue sur V X V X V

n° R-l, 1971.
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(car n = 2) (en raison de l'inégalité de Hölder) de même, la forme trilinéaire
U, v, w-> b2(U, v, w) est continue sur V X Hl(Q) X Hl(Cï)

Nous avons :

bx(U, U,U) = 0 t b^U, U9 V) = — b^U, V, U) => bx(U, F, V) = 0

b2(U9 v,w)= — b2(U9 w, v) => b2(U9 v,v)=Q

Ces égalités proviennent de l'équation :
div U = 0

De façon générale, soit T > 0 fixé, et soit X un espace de Banach; on
désigne par 2/(0, T; X) l'espace des (classes de) fonctions t—*f(f) de

qui sont mesurables, à valeurs dans X, et telles que :

a <0,T;X) < ° ° î

(ou sip = oo; supess ||/(0|U ^ 1/||LW(O,T;X) <

ainsi norme, l'espace Lp(0, T; X) est complet (cf. Bourbaki [1]).
On désigne par Ç(0, T; X) l'espace des fonctions continues sur [0, T] à

valeurs dans X (cf. Lions [9]).
Le problème de la recherche des solutions turbulentes des équations de

Navier-Stokes couplées à celle de la chaleur est, le suivant :

1.2. Problème

On donne F€L2(0,T;H); U0€H\ wo€L2(Q): trouver une fonction
vectorielle U et une fonction scalaire w telle que :

UeL2(0, T; V) H Z,°°(0, T; (L2(Q))2), w € L2(0, T; Hl(Cï)) 0 Z,œ(0, T; L2(Q))

et vérifiant :

f T{ - (U(t), O'(0) + v((tf(f), «(0)) + bx(U(t)9 U(t)9 O(0) + (Çw(0. *(0) } d*
Jo

Jo

I {— MO, <P'(0) + (W0,9(0)) + *2(^(0, w(0,9(0)} dt = (w09 <P(0))

Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle
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pour toute fonction €> telle que :

O € Ç(0, T;V); O' € L2(0, T; H); <D(T) = 0

et pour toute fonction 9 telle que :

9 € m T ; JÏ&O)), 9' € L2(0, T ; L2(Q)); q>(7) = 0

Considérons maintenant les deux théorèmes fondamentaux suivants :

Théorème 1

Le problème admet au moins une solution { U9 w } (cf. Chernyakov [3]).
La démonstration de la convergence de notre schéma numérique constituera
une nouvelle démonstration de ce théorème.

Théorème 2

Si la dimension n est égale à 2, le problème (1)... (5) admet une solu-
tion { U, w } unique. La démonstration se trouve dans [15],

REMARQUE

En utilisant l'équation (2), il est évident que l'on peut écrire les formes
trilinéaires comme suit :

\ + (^n w\

2(U, ç, «10 = ( A

U,V, W€LV ; U = iu,v};<p,

H. SCHEMA AUX DIFFERENCES

Posons :

X={x,y}={Xl,x2y, U={u,v}; F={f,g); Ç = { 5 i , Ç

avec ces notations, le système (1)... (5), sous forme conservative, s'écrit :

(7) JWto + l w + l ^ + t , . . , -
n°R-l, 197L



54 J. C. ZENOUDA

(8)

(9)

(10)

(H)

dx + dy

u = u0, v = vOi w ~ w0 à l'instant / = 0.

Soit h un nombre positif destiné à tendre vers zéro, on considère le
réseau 3t£ : ensemble des points du plan :

Mo = mi €Z.

Nous convenons d'exprimer la première composante u (resp. ƒ ) du vecteur
vitesse (resp F donné) aux points (/ + 1/2, j) et la seconde composante v
(resp g) aux points (i, j + 1/2), alors que la température w de la pression p
s'exprimeront aux points (i,j) du réseau 3l£ (voir figure ci-dessous).

0+1.J)

Figure 1

Introduisons les réseaux %l et %l définis de la façon suivante :

posons :

v(Mt) = { {{ml + 1/2) ± \)h, m2h } U { (m i + 1/2)*, (m2 ± 1)A }

Î;(M2) = { WjA, ((/w2 + 1/2) ± \)h } U { (mt ± 1)A, (m2 + l/2)h }

i?ev«e Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 55

On désigne par :

ïk — l'ensemble des points Mt € %l tels que : Mt et v(Mt) sont contenus
dans Q(i = 0, 1, 2)

Q étant la fermeture de Q dans R2.
A chaque pas h, nous allons considérer les espaces suivants :

Hlfh = l'espace des fonctions définies sur ftjj X %l à valeurs dans R2, nulles
sur' (%l x %l) — (Q}h x Q2)

H2h = l'espace des fonctions définies sur 3t£ à valeurs dans R, nulles sur

Pour toute fonction U €Hlh nous avons :

U= {«i+i/2,js vij+if2 } °ù w(resp v) est l'ensemble des composantes défi-
nies sur %\ (resp 3tî).

On définit sur Hx th les deux produits scalaires suivants : pour

iD Tj(2)\ _ h2 Y / (1) (2) , „(1) „(2)
i U )h — n LJ \ui+lf2,jUi+l/2J "T ViJ+l/2Vi,j

où

)i+ 1/2 J

)iJ+ 1/2
1

Vi-lf2,j+lf2)

J — T (w i+1/2, ;+1/2

1 ,

On désigne par |t/|A et ||l/||fc les normes correspondantes, elles sont équi-
valentes puisque H1H est de dimension finie.

De même, on définit sur H2>h les deux produits scalaires suivants : pour

2]
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On désigne de même par |q>|A et jj<p||ft les normes correspondantes, elles sont
équivalentes puisque H2h est de dimension finie. Évidemment, les espaces Hih

et Hlth ainsi normes sont des espaces de Hubert.

Posons :

On désigne par Vfc le sous-espace des fonctions UeHih telles q u e :
(di\hU)itj = 0 sur tout le réseau 31°.

Soit le vecteur (div hU)U défini par :

[(divhU)u]i+1/2J = r [(«.-+1 j — «,-,ƒ) +

où

Posons de même :

) £ + 1/2 J

Mi-l/2,y+l/2üi-l/2J+l/2)

^+1/2,/-

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle
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OÙ _ f « (_ 1 / 2 > , - Si UitJ > 0

[ f• • 1/2

I "
l vi,j+1/2

I Ui+l/2J

Ui+1/2J

si utJ < 0

si i;,.̂  ̂  0

si uift/ < 0

si ui+U2J+i/2 > 0
*»+1/2,7*+1/2

SI W;+i/2 ï+1/2 ^

_ J üi,y+i/2
Î+1/2.7+ 1/2 — ̂J

! si vi+1/2J+1/2 < 0

Pour t/, F, W€HUh, discrétisons la forme trilinéaire bt(U9 V, W),

Si nous posons : U = { u, v }, alors nous aurons par définition :

blth(U, VyW)^ (Vx(wF), W)h + (Vy(i?F), WOA

D'où l'expression de :

buh(U, U, U) = (Vx(uU), U)h + (VJpU), U)h

et finalement :

bUh(U, U, U) =

,j+ 1/2 Vi+ 1/2,7- l/2Wi+ 1/2,7- l/z)Ui+ 1/2J

M i - 1/2,7+ 1/2VÎ~ 1/2J + l/2/Vi,j+ 1/2

nous discrétisons de même la forme b2fh(U, 9, ̂ ) :

*2,h(^ 9, +) = (
où

où, de façon analogue, nous posons :

SI
9 i + 1/2,7 =

si viJ+lf2 > 0

t si viJ+lf2 < 0

n°R-l, 1971.



58 J. C. ZENOUDA

Considérons maintenant la discrétisation par rapport au temps. Soit
T

k = At = — le pas dans le temps.

Donnons-nous :

— UOth une fonction de Hlh

— wOjh une fonction de Hlh

— une famille de fonctions F\ (n étant un entier, 0 ^ n < N— 1) de Hlh.

UOth, wOfh et les F£ seront choisies telles que :

(12) f \U°>h\h ~^\U°\H quand h - * 0
quand h —>0

N-l \ l / 2

k 2 , \Fl\h -^ \F\LHO T-fl) quand h et k - ^ 0
n = 0 /

(Uo> Wo e t F s o n t l e s fonctions données du problème (1) ... (5).)

Nous pouvons ainsi formuler notre schéma aux différences finies de la
façon suivante : à partir du couple { UOth, wOh } donné dans Hx$h X H2ih, on
définit de proche en proche la famille de couples de fonctions

dans Vh x H2ih.

{ UOth, wOth } ... { UZ, w£}(0 ^ n < N) étant supposée déterminée, on
définit { £/;+1, wJJ+1 } suivant le schéma :

(13) -(UI!+1 [/" O). -f
k

pour toutes <E> € Vfc et 9 € H2h et pour n = 0, 1,... (N— 1) et d'après le
théorème de Riesz, le couple { J7"+1, wn+1 } est déterminé de façon unique.

m . ETUDE DE LA STABILITE DU SCHEMA

Lemme 3.1

Soit U = { M, v } un élément quelconque de Vft, alors, nous avons l'égalité
suivante :

(15) blth(U, U, U) = 2 ^ [ h + i J ("<+3/2j — ui+i/2j)2 +

X ( i

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle
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Démonstration

Pour tout U€Yh nous avons : (puisque divA Ü = 0)

blth(U, U, U) = bUh(U, U, £/)-i((div f t U)U9 U)h

soit

(16) bUh(U9 U9U)=hYj I«f+i,j«i+i1j — Kjuu +

+ Vi+l/2J+l/2Ui+lf2,j+lf2 Vi+l/2J-l/2Ui+l/2J-l/2

X ui+l/2jUUi+l/2J +
ij

ui-l/2$j+l/2Vi-lf2J+l/2 + ^ij+l^jj+l ViJViJ

l/2fo,j+l/2(Ui+l/2,j+l/2 Ui~l/2J+1/2J + Vi,j+t/2 X

X (Vi,j+i— »if;)]>ÎJ+I/2

autrement dit : ̂ lïft(C/s U9 U) = hÇL1 + S2)
Considérons S l 5 après quelques transformations élémentaires, il s'écrit

sous la forme :

Ui+3f2,j) + ô2-( Vi+l/2J+l/2(Ui+l/2,j wi+l/2J+l) X

soit finalement

^ 2 J K ' + l , . / l ( W i + 3 / 2 , j M i ) +

X

en opérant de même sur S2, nous déduisons (3.1).
C.Q.F.D.

Lemme 3.2

Soit U = { M, i? } un élément quelconque de Vft; w un élément quelconque
de H2h, alors, nous avons l'égalité :

( 1 7 ) b 2 t b ( U , w 9 w ) = / J \ \ J j \ +

+ K ; + i / 2 J \ w i J + i — Wi,j

n° R-l, 1971.



60 J. C. ZENOUDA

Démonstration

Elle est analogue à celle du lemme précédent.

Lemme 3.3

Soient U = { u, v } et <S> quelconques dans Vfc, w et 9 deux éléments de H2 h.
Posons par définition :

M(U) = Max Max { \ui+lf2J\9 \vu+x/2\ },

alors, nous avons :

(18) \bUh(U,U, ®)\ < S(h, U)[bith(U, U, U)}112 |O|A

(19) \b2th(U, w, <p)| ̂  S(A, U)[b2th(U, w, 9 ) ] 1 / 2 |9 | f t

où stoW-
Démonstration

On peut écrire :

buu, u, a») = bUh(u, u, d») - ((div, uw, <D)h

soit aussi, bXh(U, U, <E>) = - (^ + 5,0) f t où À et B sont des fonctions de Vh

définies par les formules :

J — Ui+ltj
ui+l,j UiJUZj (Ui+tj Ui,j)Ui+l/2,j

~ ui+l/2J+l/2Vi+lf2,j+l/2 U i - l / 2 , j ^

= = : Vi+l/2J+l/2Ui+l/2J+l/2 vi+l/2,j-l/2Ui+l/2J-lf2

Vi+l/2J-i/2)Ut+l/2J

i,j+ 1/2 = ^ j + l^ij+l Vi,jViJ (ü»\/+l Vi,j)Vi,j+1/2

Or nous avons :

1*, ,^, Ü; <D)|2 * ± \ A + B\1 \<b\\ < 1 ( |̂ |fc
2 + |

soit, il est facile de voir que nous avons :

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle
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soit finalement :

1 \A\2
h < 2M(U)Y[\ui+Uj\ (ui+V2J-ui+1/2J)

2 +
h ij

+ \ui+l/2J+lJ2\ \vi+l,j+l/2 Vij+1/2) ]

en raisonnant de même pour B, nous déduisons facilement (18). La démonstra-
tion de (19) se fait de façon analogue.

C.Q.F.D.
Lemme 3.4

Soit U quelconque dans Vft et soit w quelconque dans H2h, alors, nous
avons :

(20) \\U\\h< N(h)\U\h;\\W\\h< N(h)\w\h

OÙ Nh =*H
h

Démonstration

Voir [15].

Corollaire

Soient U et O quelconques dans Vft, w et 9 quelconques dans H2h9 alors,
nous avons les inégalités suivantes :

|((C7,(D))ft| < N(h) \\U\\h |O|h;| ((w, 9)), | ^ N(h) \\w\\h \<f\k

Lemme 3.5 (inégalité de Gronvall discrète)

T
n étant un entier naturel, 0 < n ̂  - ? Tétant fixé, positif, fini. On considère

une suite de nombres un ̂  0 tels que : il existe des constantes positives Co

et Ct pour lesquelles nous avons :

u0 ^ Co ; un < Co + Cxk J] ui P o u r n > 1

Alors, il existe une constante C ne dépendant que de COs Cj et T, et telle
que nous ayons :

un < C pour tout «.

Voir [5].

Lemme 3.6

Soient £/£ t/^+ i des fonctions de Vh5 et soient wl, wl+1 des fonctions de
H2)hi satisfaisant les équations aux différences. Alors, quels que soient les

noR-l, 1971.



6 2 J. C. ZENOUDA

nombres réels strictement positifs s et •»), nous avons les inégalités suivantes :

(21) | Un
h
 +1 \2 - | Un

h\
2 + k[2 - (1 + e + ri)kS2(ft, U^)]btth(U

n
h, Un

h, U£) +

k2tl+-)(\l\

+ \F»h\ „)2 + 2k |Ç| \w"h\h \U"h\h + 2k \F2\> \U»h\h

(22) kr lU2-K|A
2 + 2fc|K+1||*2<o

Démonstration
(Le principe est dû à Raviart [11] nous donnons les grandes lignes de la

démonstration que le lecteur trouvera dans [5] et dans [15]. On écrit (13) en
posant d'abord <ï> = C/J, puis O = £/£+1 — £/£, et (14) en posant <p = wjj+1.
D'où? à partir des égalités évidentes :

de l'inégalité non moins évidente :

(a + b + c)2^ (1 + s + -n)a2 + ( 1 + e + ~\b2 + ( 1 + *~\b2 + (

où e et 7] sont des nombres réels strictement positifs quelconques. Ainsi que des
principaux résultats énoncés dans les lemmes précédents, il est facile alors de
démontrer (21) et (22).

C.Q.F.D.
Lemme 3.7

Soit S un nombre réel positif : 0 < S < 1, posons :

£ = 2 5 7 3 = hM(U)' °Ù M(u) = M^xMax i\ui+i/2jl \vi,j+if2\ }•

Alors, si A et A: vérifient la condition :

(23) A-£ + AM(U)\ < l - 8
h2 "

nous avons :

(24) 2 — (1 + e + ri)kS2(h, U) > 0

(25) 2 — ( 1 + s + -\ kvN\h) > 8

Revue Française d'Informatique et de Recherche opérationnelle
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Démonstration
Voir [5].

Théorème 3.1

S étant un nombre réel tel que 0 < S < 1 ; si pour tout i9 pour tout j et
pour 0 ^ n < N la condition suivante est réalisée :

^ + 4 Max Max { K + 1 / 2 J j , \v!J+1/2\ } \ *k 1 - S
h ij n

Alors, la solution du schéma aux dififérences finies (13), (14) satisfait aux
estimations suivantes :

(26) \Ul\h < Ct pour 0 ^ n < N
N

CJ1\ 1r V II TTn\\ 2 <*?- C"
\£f) K Za \\Uh\\h < C l

» = 0
(28) \wl\h < C2 pour 0 < n ^ N

(29) ktQHU<C2

où Cu C2, C'u C2 sont des constantes indépendantes de k et de h.

Démonstration
Sachant que l'on a (12), de l'inégalité (22) nous déduisons par sommation :

d'où l'on déduit facilement (28) et (29).

Dans (21) nous posons : s = -z et y\ = v alors grâce au lemme 3.7,
2

nous aurons :

U2 |wfc"|h
2 + | ^ | h

2 ) + * \Ul\î
ce qui, en utilisant les résultats précédents, et après sommations nous conduit
à l'inégalité

t || ̂ ||ft
2 < C + k f

$=0 s=0
où C est une constante positive.
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A fortiori^ nous avons : |Z7jJ|jf < C + k ]T 1^1*, ce qui, en appliquant le
s = 0

lemme 3.5, démontre (26). De même nous avons :

Ê IIuh\\h < C + kNCl < C+ TC\
s = 0

Or sachant que :

nous avons :
v / c \\uh \\h ^ "7Y \uh\h

d'où résulte (29).

IV. ETUDE DE LA CONVERGENCE

Nous supposerons que la frontière de R2 — Q est identique à la fron-
tière T de £X

IV.l. Notations et définitions

Introduisons les notations suivantes : — GMO est le parallélotope ouvert de
centre Mo(= (ih,jh) e 31%) de côté h, autrement dit, 0Mo est le pavé :

— <yMl est le parallélotope ouvert de centre MA = { I i + - \h, jh j € 3tJ I de

côté h, autrement dit, aMl est le pavé :

ih, (i + ï)h\x\U — ̂ * [j + 5

— crM2 est le parallélotope ouvert de centre M2\ = j ih9 j j + •= \h J € Si2
h \

de côté h, autrement dit, aM2 est le pavé :

— WMi est la fonction caractéristique du parallélotope aMi, (i = 0, 1,2)

— PMÎ = °Mi U °Mi db * ' 0' = 0, 1, 2)
2
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Introduisons, pour chaque A, les opérateurs suivants :

V<Ê> € HUh ; V 9 € H2Jk ; V I € R 2 , (X = (xx, x2))

(pUhQ>)(X) = { O(1)(M1), O(2)(M2) }, Mt étant un point du réseau 3tj[, centre
du parallélotope aMi contenant xi? (i = 1, 2).

centre du parallélotope am contenant X. Nous avons alors :

/>M € £(JÏM,-(L2(R2))2) ; p~2fh e Z(H2th, L2(R2))

De même, nous définissons p1)h (resp p2j) comme étant la restriction à £2

de l'opérateur p7th(rQ$PP2,h)> e t n o u s avons :

PUH €Z(HUh, (L2(Û))2); p2ih € C(i/2(ft) L2(Û))

notons { Uh9 wh } le couple de fonctions en escalier défini sur ]0, T[ à valeurs
dans Yh x H2h et dont les valeurs sont les suivantes : Uh(t) — £/£ § wh(t) = wj
pour t € [«A;, (n + l)k[ (n = 0,..., N— 1). De même notons Fh9 la fonction en
escalier définie sur [05 T[ à valeur dans Hlh telle que : Fh(t) = F^ pour

t € [nfc, (n + !)*;[ (n - 0?..., N— 1).

IV.2. Énoncé du théorème de convergence

Soit { U, w } l'unique solution du problème (1) ... (5).

Supposons que :

* wo dans L2(Û)

Pi ,bFh - • F dans L2(05 T;

Alors nous avons le théorème :

Théorème 4.1

Dans le cas du schéma (13), (14), lorsque h et k tendent vers zéro, en véri-
fiant (23), alors, nous avons :

(30) plthUh «* U dans £"(0, T; (L2(CÏ))2) faible fl Z2(09T9. (L2(O))2) fort

(31) />2,*w* - * w d a n s L<X>(°> T> L2(O)) faible O L2(Q) fort

(32) ^ ^ V . D i - > H dans L2(0, T; (L2(Q))2) faible, (s = 1, 2)

(33) p2,hVswh - > | ^ dans L2(Ô) faible, (s - l,-2)
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REMARQUE

Si la dimension d'espace est > 2, la solution du problème (1)... (5) n'étant
pas unique, les propriétés (30), (31), (32), (33) sont encore vraies, mais seulement
pour une sous-suite extraite de la famille { Uk, wk }.

Lemme 4.1

II existe une sous-suite extraite de la famille des { Uh, wh } (que nous note-
rons encore { Uh, wh } ) et un couple de fonctions { Y, z } tels que :

Y € L°°(0, r ; (L2(Ci))2) H L2(0, T; V)
et

z € L°°(0, T; L\Q)) fl L2(0, T; Hh(Q))

et, lorsque h et k tendent vers zéro, nous avons :

(34) plthUh -+ Tdans L00(0, T ; (L2(Q))2) faible

(35) p2 fhwh -> z dans L°°(0, T ; L2(Q)) faible

(36) Pi,hV.Uh -+^dans L2(0, T; (L2(Q))2) faible

(37) PI^S^H - > ^ dans L2(0, T; L2(Ù)) faible

On a évidemment pour toute <&A € //i,fc et 9A € H2th

\\®H\\H

et

|/>2,A<PA| = |?A|* ; \P2jFs<?h\ < II9A 1A

D'où, d'après le théorème 3.1, il résulte que : p^thUh est borné dans

est borné dans L°°(0, T ; £2(R2)), il existe donc une sous-suite extraite de la
famille { Uh }, et une sous-suite extraite de la famille { wh }, et telles que,
lorsque k et h tendent vers zéro, nous ayons :

L°°(0, T; (L2(R2))2) faible

z dans Lm(0, T ; L2(R2)) faible

r5dans L2(0, T; (L2(R2 )2) faible
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II est facile alors de montrer que PtthVsUh —>«— au sens des distributions

dYet que par conséquent Ys = =— > alors on déduit que p1th divhUh —*div Y ,or,
^ s

puisque p^h divhUh = 0 pour tout h, on a : div y = 0.

Le même raisonnement conduit à: P2fh^swh —*à— a u s e n s des distributions,
cxs

d'où zs = ^—J enfin, si vFest un fermé quelconque de R2 — Q, alors, pour h
oxs

suffisamment petit nous avons :pithUh = 0 = Pz,hwh ̂ a n s & donc Y= 0 = z
dans ^ d'où l'on déduit : y = 0 = z dans R2 — Q donc Y = 0 = z presque
partout sur F. Ceci est dû, d'une part à l'hypothèse faite sur la frontière de
R2 — Ô, et d'autre part à la continuité de l'opérateur « trace » y,

Soit maintenant Y (resp z) la restriction de y (resp z ) à Û ( alors le couple de
fonctions [Y, z } vérifie les propriétés du lemme.

REMARQUE

Nulle part dans la démonstration n'intervient la dimension de l'espace,
aussi reste-t-elle vraie pour m > 2. Nous allons maintenant donner un résultat
de convergence forte.

Lemme 4*2

(38) PuhUh -* y dans L2(0, T; <X2(Q))2) fort

(39) p2thwh -> z dans L2(0, T; L2(Q)) fort

Démonstration

Le principe est dû à Raviart [11], elle est analogue à celle qui est traitée
dans [13], [14] et dans [5].

Lemme 4.3

Posons : Q = ux]09 T[, soit O ç Ç(0, T ; V) fl (K(Q))2 nous supposerons
que le support de O est contenu dans Qx[0, T], Alors, il existe une suite de
fonctions Oh de [0, T] dans Vh qui converge avec toutes ses différences premières,
vers <I> et ses dérivées correspondantes, uniformément lorsque h tend vers zéro.

La démonstration de ce lemme est analogue à celle qui se trouve dans [5]
Notons que les composantes de OA = { O\l^lf2j9 ^ifi+1/2 } n e s'expriment
pas aux mêmes points.
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Nous pouvons ainsi énoncer ;

Lemme 4.4

Soit <S> € £(0, T; V) D [ O Ö ) ] 2 teUe Que s o n support soit contenu dans
Qx[0, Tl avec <S(:T) = 0. Soit $„ une fonction de [0, T] dans Vh satisfaisant
le lemme précédent. Posons : <Ï>J = <bh(nk), 0 ^ n < iV, alors, lorsque A et fc
tendent vers zéro, nous avons :

(40) k 2 , i (DT 1 - Vn
h, <t>ï)k - - 7(0,

(41) * Ç ôM(D- U« O") -> ƒ bt{Y(t\ 7(0, *(0)d/

(42) * Ç ((Cft 4Ç)), -> ƒ ((Y(t), O(0)) d/

(44) k V (ÇwJ, <&X)ft - > (Çz(O» ^KO) df

Démonstration

Elle est analogue à celle qui se trouve dans [5] et dans [15], seulement le
lecteur devra faire attention au fait que les deux composantes de Uh ne s'ex-
priment pas aux mêmes points.

Maintenant, introduisons comme dans Céa [2], l'opérateur linéaire xh qui
applique ici : 2)(Q) dans Hlh. Pour toute fonction #€Ü)(£2) nous avons :
ihv = vh avec rfc(Af0) = v(M0)9 VAT0 ^ ^2- S o i t * € ^([O, 2T) avec ^(T) = 0;
posons : ^fl = $(nk), (n = 0,..., iV). Soit Ü choisie dans 3)(£3); on écrit (14)
avec (p = vh — rhv, on multiplie (14) par tyn et on ajoute toutes ces égalités
pour n = 0, 1,... (N— 1), il en résulte :

n=O n=0

N - l

n = 0

ce qui s'écrit :

A JV"1

J V - l

Revue Française d*Informatique et de Recherche opérationnelle



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 69

Nous pouvons ainsi énoncer le lemme :

Lemme 4*5

Sous les hypothèses précédentes faites sur <\t et sur vh, lorsque h et k tendent
vers zéro, nous avons :

(47) * " t l Wl - < +"»*)» —- f ' « O , +'(O«0 àt - (w0, i>(0)v)

(48) k "£ b2ih(UttH, wî+1, yvh) -* f rô2(7(0, * (0, +(0»)d/
n = O JO

(49) A; S ' ((<+S Vvh)\ -> f T((z(0, +(0o)) àt

Voir [15].

Démonstration du théorème IV. 1

Soit O une fonction satisfaisant les hypothèses du lemme 4.4, et soit OA

une fonction associée comme dans le lemme 4.3. De même cp une fonction
satisfaisant les hypothèses du lemme 4.5, et <ph une fonction associée.

Si dans (13) et (14) nous remplaçons O par <5̂ , et cp par cp£,
Si nous sommons de n = 0 à iV— 1, et si nous faisons tendre h et k vers

zéro, d'après les lemmes précédents, nous obtenons à la limite :

(50) JJ { - ( m, ^ )
} d/ - J V ( 0 , O(0) d; + {U09 O(0))

(51) J J { - Lt)9 ̂ f\ + b2(Y(t), z(t), Ç(O) + «z(0, 9(0))

= (w0. 9(0))

Comme le couple de fonctions {O, cp } est choisi arbitrairement dans un
ensemble dense de l'espace, produit des espaces qui interviennent dans la défi-
nition du problème (1.2), on en déduit que le couple de fonctions { Y, z } est
une solution du problème (1)... (5), or, dans le cas où la dimension de l'espace
est égale à 2, la solution est unique (cf. [15]) et par suite nous avons :U = Y
et w = z.

C.Q.F.D.
REMARQUES

1) Puisqu'il n'y a qu'une seule limite, c'est toute la famille { Uh, wh } qui
converge et non seulement une sous-suite extraite.
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2) Dans l'étude du problème (1) ... (5), nous aurions pu considérer l'équa-
tion (3) avec un second membre non nul, c'est-à-dire l'écrire sous la forme :

-x- — àw + U- grad w =f(x, t)

où/(JC, t) est une fonction scalaire convenablement choisie; alors, tout ce qui
a été dit reste valable.

V. RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Cette question a été longuement traitée dans [5] et dans [15], aussi, ici,
nous nous contenterons d'énoncer les principaux résultats. Nous aurons à
résoudre, à chaque pas dans le temps, le système d'équations aux différences
suivant :

(52) (DJ+1, <D)A = <D£ * ) à - *v((D£ <&))> - kbUh{Ul Un
h, O) -

- k&wl V)k + k{Fn
hy O), VO € VA

(53) (w^1, 9)u + k(«+\ 9))* + tóa.»(OE <+1> 9) -

(54) divA i7n+1 = 0 en tout point de &£

(55) C/^1 = 0 en tout point de (3$ x %2
h) — (Ql x 0%)

(56) / + x = 0 en tout point de fltj? — ûJ .

Les équations (54) et (55) expriment que C/n+1 € VA, alors que l'équation (56)
exprime que wn+1 €H2$h.

Ainsi, connaissant { £/0,
 wo }> grâce à (52), (54), (55) nous pouvons cal-

culer U1 ce qui nous permet d'avoir w1 grâce à (53), (56) et ainsi de suite. Donc
connaissant { U\ wn } nous opérons en deux temps pour calculer { Un+1

7w
n+1 }.

1er temps : Calcul de Un+1

Posons :

Ö. = {((/ +1)*. (y + ^ )^» / ( (« + i)*, j»

M / + IJA, a + w) e ûi et L, u + IJA j
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La méthode consiste à rechercher une base de Vft et à exprimer (52) pour
chaque fonction <E> de cette base.

Soit Kh l'espace des fonctions scalaires ty définies sur %hJ nulles à l'infini,
telles que :

Kty = 8 ^ = 0 dans %h — Ùh,
où par définition

)i+1/2J — tyi+l/2J+l/2 ^i+1/2,./-1/2

nous aurons alors le résultat suivant :

Lemrae 5.1

Vh est l'ensemble des fonctions vectorielles O — {$(i>?O
(2) } pour les-

quelles il existe une fonction ^ ç Kh telle que :

(57) O ( 1 ) = Sy+ et O ( 2 ) = — 6xty

pour chaque O e Vh la fonction ^ est unique.

Démonstration

Voir [5] et [15].

Considérons maintenant une base de Kh formée des fonctions <|> égales à 1
en un point P de Q^ et nulles partout ailleurs. (Ûf ~Sih — Gh où Gh est
l'ensemble des points P de %h tels que §(P) — 0, V^ € j ^ ) . Nous prendrons
alors, comme base de VA5 l'image de cette base par l'opérateur (57), c'est-à-dire
l'ensemble dés fonctions O telles que :

^iVi/2 j = — 1» «iVi/aj+i = + h ®{1) = 0 partout ailleurs

*iij+i/2 = + 1, « i ï i j+i/2 - — 1. ̂ ( 2 ) = 0 partout ailleurs.

D'où, en écrivant (52) pour chacune de ces fonctions, nous obtenons des
équations de la forme :

-,n + i A 7*
Vij+1/2J = Aij

où A"j exprime les différentes fonctions au temps n.

D'où, d'après le lemme 5.1, de (58) nous tirons le système d'équation.

(59)
2 J + I / 2 = 7 5

<KÏÎ/2 j+i/2 = 0 en tout point de %h — Q*
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OÙ

(60) àhtyï+t/2fs+i{2 = Jl 0W + ty
n

Nous sommes donc amenés à résoudre un problème de Dirichlet discret,
nous calculerons ensuite le vecteur £/n+1 au moyen des formules :

ui + l/2,j — YI+1/2J+1/2 YÎ+1/2J-1/2 J vi,J+l/2 — Wî+1/2J+1/2

^i-l/2,i+l/2)

2 e temps : Calcul de H>*+1

II est en tout point analogue à celui traité dans [15],
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