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R.I.R.O.
(lr« année, N° 1, 1967, p. 3-34)

SUR CERTAINS OPERATEURS
QUASI-ELLIPTIQUES

STATIONNAIRE ET D'EVOLUTION

par Moïse SIBONY (*)

SOMMAIRE

Après une brève introduction des opérateurs quasi-elliptiques, nous avons étudié, aux
paragraphes 2 et 3, un problème aux limites quasi-elliptiques stationnaire, pour lequel
nous avons démontré Vexistence et Vunicité de la solution.

Dans le paragraphe 4, nous étudions un problème aux limites quasi-elliptiques d'évo-
lution. Les paragraphes 5 et 6 sont consacrés à la discrétisation des deux problèmes
précédents, donnent des résultats de stabilité et des théorèmes de convergence.

Enfin, le paragraphe 7 est consacré aux applications numériques.

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

X = (rui, X2, ..., Xn) 6 R

a = (ai, a2, ..., a»)

est un point de Rn à coordonnées entières non négatives.
]a| — ai + a2 + ... + CCn

(x, y) = xiyi -\- ... + &nyn

Da =DÎl ...D°%
CL OL\ OLn

X = Xi ... Xn

dXj

P(y) est un polynôme de n variables yi, y^ ..., yn.(1) Faculté des Sciences de Rennes.
Ce travail est préparatoire à une thèse de Doctorat d'État es Sciences Mathéma-

tiques dont la soutenance est prévue en 1969. Enregistré au C.N.R.S. sous le numéro
A.O. 1268.
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P(D) est le polynôme difîérentiable obtenu en remplaçant y$ par Dj pour
1 < ƒ < n.

m; est l'exposant maximum de la variable y$ isolée dans le polynôme P{y)<

Posons m = max

( mm m\

mi rri2 mn]
Définition 1.1

Un opérateur quasi-elliptique est de la forme

P(D)=

vérifiant la condition.

aJa[ya^0 pour y 6 R

où aa sont des constantes complexes.

On vérifie facilement que l'opérateur

P(D) = (— l)miDlmiu + (—

mi étant des entiers ^ 0 i = 1, ..., n
est quasi-elliptique.

2. UN PROBLEME STATIONNAIRE QUASI-ELLIPTIQUE.
NOTATIONS

On se donne Q = (o, a) X (o, b) = £ix X Q^

Posons

F = 3Ü = frontière de Ü

On cherche u(x, y) solution de

94 «2

r^-1) ^ 4 ^ 2 — /
oa; or/

(Po) (2.2)

(2.3) = 0 (voir figure)
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on pose

JïS(Q) = { u | u € /^(Q) ; u \r = 0 }

H2'X(D) - 1 u | u eîD'(u), Df» € L2(O), D

T/^^Q) = adhérence deü)(Q) dans Jfa.i (O). On munit #2,i(Q) e t
la norme

J 1
de

+ 2
On montre facilement que //2»1(£2) est un espace de Hubert. On pose :

9 * *F(a;) = 9(o! — yY^iy) dy en supposant que ceci ait un sens.

Théorème 2.1.

Si on pose

= i u\u€H2-\Cï) u\r = 0, du
Sx . - I

Alors
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Lemme 2.1.

Si M € H%fl(Q) alors u\r = 0

DÉMONSTRATION

Comme i/2»1^) CH1(Q,) topologiquement ; on a :

Hl'\Q) C Hl{Ù)

Donc

Lemme 2.2.

Si u e Ha alors ^ a un sens et
du
dx

En effet, nous avons presque partout en x :

= 0.

— (x, y) = -— (U, y) + I —^ (ç, y) de, pour U < x < a

ce qui donne

f (0, y)
ex

du
— (x> y)
ex

ƒ'
Jo

5i y)

Intégrons les deux membres sur Q, et appliquons Fubini :

dx ^ (0, y) dy < 2 da;

/•a pb /»a
2 da; di/

Jo Jo Jo

8 u
—2 (5> 2/)
8?

ce qui donne :

(2.4)
8a;

du
dx

+ 2a
«2

8 u
dx

En utilisant la densité de 2)(Q) dans //o (Q) et l'inégalité (2.4) il
vient :

a Y
du
dx

_8u 89 n

8x 8a;
+ 2a

8 u 8 cpn
^ 2 ^ 2
dx ex

D'où

8a:
= 0.
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A partir de l'expression :

du du . , Çx 3 u „ N At

OX OX J& OC

on démontrerait de même que —
0

= 0

Donc —
3a;

= 0

Les lemmes 2.1 et 2.2 montrent que Jïo ' (Q)

Lemme 2.3.

On se donne la suite Qm{x) définie comme suit :

[il [ i l
0 p o u r a? € 0 , — I ; x € a — — , a

L mj L w J
2 2

1 pour x € I — 5 a — —
m m

et

On suppose de plus que :

| 6 . | < Ko ; |

Alors Qmu —>u dans Ho*1

| < Kim ;

quand m —>-oo

B B' A'

O 1 i-mm
Figure 2
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DÉMONSTRATION

une telle suite Qm{%) existe. Nous pouvons prendre :

0 pour a? € I 0, — I et # € I a — — > a\
[ m] [ ™ J

1 pour x €
m

3 G~3mx ^ I 1 2
pour « € I — > ™

1 m m•H1

3/ 1\3 6-3m(a-a;) I 2 i l
la-—• x — — I e pour x € \a — —, a 1
\ mj l m m\

posons Q = A\JB\JC\JB'\JA'.

Comme a(0, y) = 0 nous avons presque partout :

D'où:

(2.5) W ' « " ƒ . ' -<>, dt

La relation — (0, y) = 0 entraîne presque partout :

9w v I 3 u
[t9 y \ = I (5? «) d«

8t Jo 3s

«,r
Jo

et (2.5) devient :

(2.6) |« |

ce qui donne

D'où:

(2.7)

av.

2/ m

(*!»)

2/ m

d$

s)ât

9 M
di/

ƒ>"•«-•(?
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De même les conditions aux limites
du

u(a, y) = 0 et — (a, y) = 0
ax

entraînent :

(2.8) ƒ |«|2d^ = o(A

Les conditions — (0, y) — 0 et — (a, y) = 0 conduisent aux formules :
dx dx

(2.9)

(2.10)

ƒ.
ƒ ,

3w

3a;

3a;

Nous avons maintenant :

nU — M|| V = |6n»U — u\'
3a;

9 (8mu) 9 M

1° f |emu-u|2d?< f \u\*dl + K f |u|5
z-2

f |u|
J A'

quand m —>oo (d'après (2.7), (2.8) et du fait que mesure (A), mesure (A'),
mesure (B), mesure (B') tendent vers 0 quand m —>oo. D'où :

(2.11) l im f |0mw — u | 2 d £ =

f
Ja

9 .ft 9w
— (8»u) — —
oo; do?

9w 9u
r~ — T"
ex GX

f |6'mw|s

En remplaçant u par — dans (2.11) il vient :
dx

imlim
m

9w du

i I û / I 2 i >* ^ r^-2 2 j t I

\Vmu\ dl <: Kim \u\ d̂  + Kim \u\
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quand m ->oo d'après (2.7) et (2.8). D'où :

(2.12) lim f
m= oo j£3

3° Hm f
m= oo JQ

— (9mu) — —
d d

dy dy
= lim J du

dy

du

dy

II suffit de remplacer u par dujdy dans (2.11).

4° On montre facilement que

„ 3 u duL ö du
—i (6»M) — —goo: dx dx

quand m —*oo. Ceci démontre le lemme 2.3.

Lemme 2.4.

Posons 8mu — vmj m étant fixé.
On se donne une suite xn{y) définie par :

il

(2.13)

0 pour

2 2
1 pour y € t — » b — —

n n

b

On suppose de plus que :

UJ<*o ; \x'J<K1n; |£ | < JT,»1

Alors, il existe une suite (<pp) e©(Q) telle que cpp ^ 0 dans Ho'1^)
fort. J'->a>

DÉMONSTRATION

De la même manière que dans le lemme 2.3. nous avons lim ^ vm = vOT

dans HÏ\a) fort.
On se donne maintenant une suite régularisante p»(£) définie comme

suit : (cf. [2])

a) p.(Ç

Y)

Support (p«) =

pn > 0 et I pn
Jü2

< e, ,c, , c . 0}

= 1.



SUR CERTAINS OPERATEURS QUASI-ELLIPTIQUES 11

On sait que (xnVm) * p» = <pm €2)(Q) et Ton montre facilement que

9m —• X Vm dans Ho' (fi) fort

et d'après le lemme 2.4 nous avons :

S f lHSfl(Q) fort fort

Donc, quel que soit u € Vo(£ï) on a pu trouver une suite

(9P) = (9») 6ÎD(Û)

telle que <pp > u dans ffo'1^) fort. Ceci démontre le lemme 2.4 et

termine la démontration du théorème 2.1 (Ho^iQ)

3. FORMULATION VARATIONNELLE DU PROBLEME Po

Posons
«2 *2
8 U O

8u 3A
dy dy)

Le problème (Po) est alors équivalent au problème (Pi) suivant : on
cherche u € V(Q) vérifiant :

(3.1) a(u, 9) = (/, 9)*

V v£ V(Q); pour / donnée dans L2(O).

Théorème 3.1.

Le problème (Pi) admet une solution unique.

DÉMONSTRATION

Montrons que a(u, v) est une forme sesquilinéaire continue sur V X V
et F-elliptique, c'est-à-dire qu'il existe a > 0 tel que :

(3.2) \a{9, 9)\ > a lit*II 2 V 9 € V

Nous avons en effet :

1° |a(u,e) |«

or, pour ai, bi ^ 0 on a :

8a
U

dx +
L3

1/2

dy 82/

1/2
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ce qui donne :

|a(w, ?)|

MOÏSE SIBONY

~ 2
9a;

+
du

~ây

2 \ 1/2

8»

2 \ 1/2

H»,o)\ < [h\\r-\u\l - Ig iy^H'-H't f -8?

3a;

2 \l/2

D'où

2° Nous avons presque partout
V IT

9M „
9a;

9a;

da;

9 2 u . .
T l (*> 2/)
9a;

dxdt/

En posant Z2 = ~^ on a :
a

(3.3)

ce qui donne :
ai

9 u
« 2
9a;

9 9

dy

h
9a;

i i r f l - . - l l l - 9a;

or si f* e //o(û), iî étant un ouvert borné on a :

3a;
(3.4)

" )

où c(Q) est une constante positive ne dépendant que de ù.

En posant (3 = inf I - , — I on a := i n f I - , — I

D'où (3.2)
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4. UN PROBLEME D'EVOLUTION QUASI-ELLIPTIQUE,
NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

On se donne un ouvert borné O c Rn de la forme Q = Qx x O^,
O* C Rr

x ; Qtf C R* ; un point Ç € R» s'écrit :

l=(x,y) x£R\ y£Rs

Posons :

Hm'n{Q) = f u | u€îD'(û),JDÎu€Ll,Z);»€l.i(O) |p| < m 1

1 H < » I
m e t n étant des entiers non négatifs.

UII Œ / y |Diu|2 + y \DU\\ \m
Œ / y |Diu|22 + y \DU\\ \

\\P\<m \q\^n )

On note :

Hotn(Ü) est l'adhérence de 3)(O) dans Hm>n{Q).

Par définition H~m'~n(Q) = (H%$n(Q))' = dual topologique de
iïo*fW(0) ; c'est l'espace des distributions u de la forme :

u = > J5?/© + > DÏfn avec

On sait que si u € H?'*(Q) on a : (cf. [3])

— = Y(»-l/2) W = 0

... = S(ra_l/2) M = 0

où y* u e s t la restriction à S^ de la première dérivée normale de u par
rapport à 2^ et Sut est la restriction à Sx de la première dérivée normale
de u par rapport à S*.

( i\ * / i\ *
m — - j et j n — - j représentent les plus grands entiers non néga-

/ l\ / l \
tifs minorants U — — I et ( n i respectivement.

\ 2/ \ 2}
On note :

«(«) : («> y) - » "(« ; *» y)

f(t) : (a, î/) i-> f{t ; *, y)

t€[Q,T] xÇ. Cix, y € Qy.
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Problème (Po)

On cherche une fonction u(t) € L2(0, T ; H™'n{Ù))

u<(t) = d~€L2(0,T;H-m>-
àt

vérifiant :

(4.1) u'(t) + Au(t) = f{t)

(4.2) M(0) = uo

Pour l'opérateur A = ^4i + -̂2 avec :

Ai = (— i)P1DlPl + ... + ( -

avec f(t) donnée dans L2(0, T ; L2(O) ; u0 e La(£i).

Problème (Pi)

Trouver u € Z,8(0, T ; ^""(Û)) vérifiant :

(4.3) a(u(t), 0 + 7 (u(t), „) - (/(t), f) + (uo, *08
dt

Pour tout v € fT?'*(Q) et / donnée dans L2(0, T, L2); uo e La(O) avec

(4.4) a(u, V) 2 {Dîu, Dlv) + ^

772 = | p | = PI +

n = kl = ?i + — + ?s

— (i*(t)j p) étant la dérivée au sens des distributions sur ]0, T[ de la
dt
fonction i i—> (w(f), 9).

Problème (P2)

Trouver u e L2(0, T ; Jï? f "(Û)) vérifiant :

(4.5) f { a(u(t), 9{t)) - (u(t), <p'(t) } d« = f (/(t), 9(e)) dt + (uo, ç(0))

•70 JO

pour toute fonction

9 €0) = {9 | ? 6 ^ ( 0 , T; #? ' " ) , cp' CL2(O, T ; /f"" '""(û)); <p(T) = 0 }

uo et ƒ($) sont données dans L2(Q) et L2(0, T ; L2) respectivement.



SUR CERTAINS OPERATEURS QUASI-ELLIPTIQUES 15

On démontre comme dans [2] pages 44-46 la :

Proposition 4.1.

Les problèmes {Po), {Pi)y {P2) sont équivalents.

Proposition 4.2.

Le problème (Po) admet une solution unique.

DÉMONSTRATION

II suffit de démontrer (cf. [2]) que

1) a(u, 9) est une forme sesquilméaire continue sur Hontn(ù) X H™'n(Q)

2) II existe une constante réelle a > 0 :

—• a(uf v) est bien une forme sesquilinéaire sur i?o*|W(Q) X

a(u, *0 =
\p\=*m

I«(»,P)I < / 2 \D:«\I + 2 i^ i^^ f 2 1^1;
\|l»|-m |ff|-« / \\P\ = m

+ 2
\ 9 \ - n

D'où|a(u,,)| < \H\HH^^

— Sans restreindre les hypothèses3 supposons que 0 < xt < a% pour
tout L Nous avons alors :

D
Xi

u(x> y) = J o ~$xPi+± (Xi> •••» Xi~^ *> x*+i9 — > X r > y ) d t

| i )^u| 2 < a4 \D%+Iu(xi9 xt-i91, Xi+i} . . . , XT ; Î/) |2 df
v 0

\Dl\u\h < a, £ JJ4 |i)5f+1tt(«, y)|2 dt dx Ay
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Donc, il existe une constante c(Q) telle que

\|ft|<m } \p\-m

et de manière analogue, il existe c'(Q) telle que

t/r\\ / N ^ ! rkfc I 2 \ ^ NT I n« I2

I Z_* Z.2I Zw X.2

En posant a — inf (c, c'), il vient :

\a(u, u)\ ̂  a ||u||2m,n

5. PROBLEME STATIONNAIRE DISCRETISE

Notations et position du problème en différences finies

Nous écrirons un point de R2, M = Ç = (a;, z/) ; A =
On a alors :

? + hi = M + fti = (as + Ai, y)

\ + A2 — M + h% = {x, y + A2)
On pose :

= i
.RA s'appelle réseau de pas h.
(c, M) est le pavé ouvert de centre M, de côtés parallèles aux axes ox et oy
du plan et de longueurs Ai, h% respectivement.

On définira la croix de centre M comme suit :

P(M) = (c, M)U(c, M ± Ai)

Posons :
Q>n = {(c,M),MeRh;9(M)<Zi

hi

V«(V«u) = V?u

Qk approche Q au sens suivant : pour tout compact K C £2, il existe un
nombre A(i£) > 0 tel que si h < h(K) => K C Q,'h.
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En outre V*u(£) et V« u(£) sont bien définies dans Çï'h.
WM étant la fonction caractéristique de (c, M) soit :

Vn =

FA est un espace vectoriel de dimension finie, égale au nombre de points
de o».

Nous nous proposons d'approcher au sens de L2(Q,) la fonction M(Ç)
solution du problème (Pi) par une suite d'éléments de Vn. Nous cherchons
donc un € Vn telle que Ton ait :

- f 2 ~ f dx

Existence et unicité de la solution du problème (PA)

Lemme 5«1«

Si un € Vn => il existe une constante /e > 0 telle que :

DÉMONSTRATION

Considérons les entiers P et N tels que :

(2p + 1) ̂  < o < (2p + 3) ̂  et

Soit

Nh* ^ b < (N +

q = 1, 2, ...,

le réseau correspondant.
En prolongeant un(M) par zéro en dehors de Q et en supposant que

un{rhi, qhz) = 0 pour r = 0,1,. . . , M, quel que soit g, on vérifie les identités :
2P

«J (2p

u» (2p

) ~ , gis) =
2 /

— 1) - , qhA =
r = 0

— 2) - »
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pour soustraction membre à membre :
2P / h \

ViUh{phi, qhï) = hx V ViwA| (r — 1) — , qhÀ
r= 0 v '

ce qui donne :
N P N 2P

2
3= 1 r=0

,

par passage à la limite on a :

f \VlUh\
2dxdy < 2a2 f \Vlun\2 dx dy

D'où le lemme 5.1 en posant k = —- .
2a

Lemme 5.2.

Si Uh€n nous avons

où c(£î) est une constante ne dépendant que de 12.

DÉMONSTRATION

Comme dans le lemme 5.1 nous avons

( h \ 2 P

(2p + 1) —\
2

2' I
/

ce qui donne :

= 1,....

= i, - ,

h \ 2 2 P (h \
l)—,qh2] ^ 2pht V ViMftlr — » afa)
' 2 / ^ Z , 1 2 * /

iV P

2̂2 2

r=0

2 iST 2 P

< 2a2 2 J
3=1 r=0

VlUftij Ai

et par passage à la limite :

|«ft|2d 2a I |

D'où le lemme 5.2 en posant c(£î) = 2a2

Des deux lemmes précédents on déduit facilement le
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Lcmme 5.3»

II existe une constante a > 0 telle que :

\an{uhi Uh)\ > a(|ufc|z,2 4. |Viu&|z,2 + |V2U/i|z,2 + |VIU»|L9)

Convergence de la solution approchée vers la solution exacte

Théorème 5.1.

Il existe une sous-suite u&, extraite de un et un élément u* de V(Q)
tel que :

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

lim
fc=- 0

lim

lim

lim

DÉMONSTRATION

Du lemme 5.3 on

IV.

•Km

un

Uic = U

Viuk =

VaMfc =

V*.-

déduit

<

du

8w

aai

les

'1,

dans L2(O) fail

*

f

i

inégalités :

; \Vxun

; |VÏ M f t

bl(

1

1

a

On peut donc extraire une sous-suite ujc de un telle que u f

convergent respectivement vers u*, Wi, W%9 W3.
Nous sommes dans les hypothèses d'une proposition (cf. J. Cea [1],

théorème 2.1) qui donne :

3a; 3i/ ô ?

Théorème 5.2.

Si u = lim Uft ; —- = lim Viujc

du . 3 U , . „ 2 j T^frw r -T-i

= hm V2M& ; ^ = hm WiUk dans L (12) faible
dy &=t ° 3a; &=a °

et Oft est un ouvert approchant Q.
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Alors :

(5.5) "*L = 0

(5.6) = 0

DÉMONSTRATION

Comme un sont nulles au voisinage de F, on peut les considérer comme
définies dans R2, en les prolongeant par 0 hors de Q.

Nous avons alors :

lim Uk = ü dans L (R )
&= o
r Y7 3 "
hm \iujc — — — —
* = o dx
1* V7 ^ "
l im \2Ujc = -—• — —

r „2 du
lim ViUfc = —-k — —

*= o fa
où u = u* dans Q et îl = 0 hors de Q.

Alors
du 92W 9w r 2 / R 2 ,

ce qui entraîne u — 0 sur r et —• = 0. D'où le théorème.

La sous-suite extraite u& vérifie l'équation

(5.7) an(uk, WP) = (/, WP)L2{Q) pour tout p 6

Soit 9 €Ü)(Q) et posons q>& = 'V <P(M)WM.

Multiplions les 2 membres de (5.7) par ç(M) et sommons pour tous les
points p € £lh :

afc(ufc, ç*) = (/, cpfc) a
z. (fi)

On démontre facilement le

Lemme 5*4.

1° (5.8) Jm (/, 9 » ) ^ = (/,?)

2° (5.9) l i m aic(uic, cpfc) = a{u , 9)
*;= 0
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Théorème 5.3.

La suite u% converge faiblement dans L2(Ù) vers la solution u du
problème variationnel (P) :

a(u, 9) = (/, v)LHQ) quel que soit 9 € V

et l'on a dans L2(O) faible :

du. _ 3u. . _2 3 w
lim viu& = — , lim VzUh = — > l V

9 Q
A=* 0

DÉMONSTRATION

Par passage à la limite l'équation :

an{ujc, 9*) = (/,

devient d'après le lemme 5.4

a(u*,«p) = (/,

comme Ü)(Q) est dense dans

7(0) = j u u e Hi(O), % e La(Q), ̂  ^ 0 1
I dx dx s I

par prolongement par continuité on a :

a(u, 9) = (/, v)Lzm quel que soit 9 € V

comme le problème variationnel (P) admet une solution unique ; il s'en
suit que u* = u.

Par ailleurs, la limite u est indépendante de la sous-suite extraite Uk.

Donc la suite elle-même un >udans L2(£l) faible, et d'après le théo-

rème 5.1, on a dans L2(Q) faible :

__ * du ~. _- du .. _2 3 u
lim ViUft = — ; lim y%uu = — ; lim Viu^ = -—^

D'où le théorème 5.3.

Théorème 5»4. (récapitulatif).

Les problèmes (P) et (Pn) admettent des solutions uniques u € F(O)
et uh € Vu.

De plus on a dans L2(Q) fort :

(5.10) lim un •=• 0 ; lim Viuu = —

,r AAX 1T7 $U , . „2 du
(5.11) hm V2Uft = — ; lim viun, = —^

3î/ Sic
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DÉMONSTRATION

(cf, CEA [1] théorème général de la convergence forte).

Posons : F = (L2(O))4

Soit Pn : Vu ->F définie par la relation :

PnUh = (uo, WA, Uft, WA ) pour tout un €
avec

uo = restriction à Q de un

ul = — —

12
MA —

( ) peut être considéré comme un sous-espace fermé de F : c'est
le sous-espacc des fonctions (uo, M1, U2, U12) de F pour lesquelles

1 n 0 2 n 12 ^2

uo = u ; u — Diu ; u = Diu ; u = Dm.
On a (u, p)vto) = (W) )̂ jFtó) P o u r Wj ^'Ç ^(û)-

a(w, )̂ peut être prolongée en une forme sesquilinéaire continue sur
PV X PfyVn et l'on a encore :

(5.12) |a(u, u)| > oc H|^«2) P o u r t o u t u € PhVh'

D'après le théorème 5.3 nous avons :

lim Phun = u dans F(Q) faible.
A= 0

de plus :

(5.13) a,h(uh, un) = a(pnUh, pnun)

(5.14) (/, UA) = (/, PAUA)

d'après le théorème 5.3 et ce qui précède :

(5.15) lim a(p?iUh, u) = a(u, u)
A = o

(5.16) lim a(u9 pnUh) — a(u, u)
A= 0

(5.17) lim (ƒ, pnun) = (/, u)
A= 0

Les relations (5.13), (5.14), et (5.17) entraînent

lim ah(uh, un) = a(u, u)
A - 0

Donc
lim a(pjiUh — M, PAUA — u)
A- o

= lim a(p?tUhy pnUh) — lim a{pnuh, u) — lim a(u, pnun) + a(u, u) = 0
A=o ft=o ft«o



SUR CERTAINS OPERATEURS QUASI-ELLIPTIQUES 2 3

D'après (5.12) on aura :

lim WphUh — wil = 0 d'où le théorème.

6. PROBLEME D'EVOLUTION DISCRETISE

Problème en différences finies. Notations*

Soit

h = (Ai, A2, ... hr) hi > 0 Vt

k = (ftx, /e2, ... fe) fa > 0 V i

|/i| = hx -\- h% -\- ... -\- hr

\k\ = ki + k2 +... + k,

M = (Ixhx, lihz, ..., ZrAr ; Tniki, ... msks) Ç.R — iî X i?

31 = { M | M € i?n, m«Z< € Z, V i }

(C, M) est le pavé de centre M, de côtés parallèles aux axes et de
longueurs hi, A2, ..., hr, k, k^ ..., k$.

WM est la fonction caractéristique de (C, M). Posons :

-f- Z« — j I U

avec :
. , . . 1 1 . t = l ,2 , . . . , r

l = = : l j A* . . .» s

Qh= {M \ M €Rh, p(Af) C O }

c, M) I M

*.

Ai

en posant # -)- — = | xi, ..., xi + —, ^ + 1 , ..., aîi

3>*. **l i'a i*r
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Soit Vh une famille d'espaces de Hubert sur C On munit Vh de deux
produits scalaires :

(MA, Vh)h = J WA(#5 y)vh(x> y) dx ày

jQ(h)

((MA, PA))» — "V SluS^ dx Ay + I V tfyuSyV dx dy

On a donc :

( 1/2

2 W I + 2 i*5 1)En prolongeant u(x, y) par zéro en dehors de £1 = Qa X fi^ on
vérifie facilement les relations :

cyï

2**

D ' o ù :

(6.1) |UA|A < II WA Ij ft < C{h) |U A |A

avec
1/2

I — * A » A T

Posons :

(6.2) dh{Uhy Vh

\|<f<mA* \i\k»k* '

C'est une famille de formes sesquilinéaires continues sur Vh X Vh et
l'on a avec la même démonstration que dans le cas continu :

(6.3) \ah{uhi vh)\ ^ \\uh\\h \\vh\\h

(6.4) \an(uh, vn)\ ^ M (h) \UH\H \vh\h

avec

ié**
(6.5) |aft(ufc, Uft)| ^ oc (|uft||ft V MA € Fft a réel > 0
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Soit Ou € £ (L2, Vu) défini par :

25

... hrki... ka {c,M)
Udx\wM]

où U est le prolongement par O de u en dehors de ù
On a :

\0h\h = sup V i — *•

Considérons un découpage de (0, T) : 0, i, 21, ... mï = T. Soit Wr{t)
la fonction caractéristique de [ri, (r + 1)̂ [

Posons :

JBÏ(O, T + l ; FA) = 1 uhti[t) | u*fl(t) = 2 u*.*

r - 0

X

Problème (PA).

On cherche

(6.6)

h.t(t) € Ez(O, T +1; Vn) vérifiant :

pour t € [0? T[ 0 paramètre réel ^ 0.

V 9n € Vu

fe l

avec :
1

VlUhtl(t) = ~~ (Wfe,ï(t -f- Z) Mft,ï(i))
I

Proposition 6.1.

Le problème (Pu) admet une solution unique [4], unti v érifiant dans
FA l'équation discrète :

(6.7) Vtun,i(t) = fh.i{t)

avec :
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Majorations et stabilité de la solution Uh,i(t).

Définition.

La solution du problème (Pu) est L°°(O, T ; X)-stabIe, X étant un
espace de Banach ; s'il existe une constante C indépendante de h et l
telle que :

\\phUhti(t)\\x < C quel que soit t € [0, T[

où Pn est un prolongement de Vh dans X.

Théorème 6.1.

L™(0, T ; L%Q))stabilité.

1
1° Si 8 ^ - la solution Uh,i(t) dti problème (Pn) vérifie les majorations

A
suivantes, indépendantes de h et l :

\uh,i{t)\h < Ci

V 0

et U/M est L°°(ö5 T ; L2)-stable quels que soient h et l

2° Si 8 < - la solution uu,i vérifie les majorations :
2

\uh,i(t) + Ql Viuji,i(t)ll dt < I>2 et t € [0, T[
J o

Si entre h et /c on a la relation :

(6.8) if y Ç -i

•rj > 0 arbitrairement petit.

3° Une condition suffisante pour que uu.i soit L^O, T ; L2)-stable
est que l'on ait :

j ' > 0 arbitrairement petit.

DÉMONSTRATION

1° Les théorèmes 3.1 et 4.1 de [4] sont directement applicables.
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2° Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 6.1 de [4] en écrivant :

dh{uh, vu) = an{uh, Vn) + ah(un9 vu)

avec al(uh, vu) = 0.

i) Les formes an(uh, vu) sont sesquilinéaires continues sur Vn X Vn
pour tout t Ç [O, T1] et Ton a :

\ah{un,vn)\ ^ > 77
\ ^t ht

aft(^A, f») ^ a ||^fc||ft V ^ € Vn

ii) Comme les formes a^un, 9h) sont indépendantes de t, toutes les
hypothèses de différentiabilité en £, sont trivialement vérifiées. D'où
(6.8)

3° En prenant la partie principale de M (h) on a (6.9)

L2(O, T ; FyStabilitê

Posons F — (L2(Q))a ; a = r + s + l u n élément de F s'écrit alors :
U = (M, MI, W2, ..., ua). F est muni de la norme hilbertienne.

Si • 7T € C(-F, -^2) est défini par nU = u
• PA € C(FA, F) est défini par :

• ÇA € t( VA, L2) est défini par gftufc = MA € L2(Q)
On a alors :

Soit M la solution du problème continu ; et Pu la fonction qui la
prolonge par zéro en dehors de D.

Posons

SAM = V (f Pudx)wM
fllll2 ... hrkl ... ks J-*Q \J(C,M) J

Sh eZ(V, Vh) en posant V - Ho'n(&)
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On a :

il c ti II «SAM IL n u
SA A = sup Y ~ Î T ~ ^ C

Théorème 6.2.

On suppose que Mo € V et Uh,i{0) = ShUo. Alors :

11° Si 0 > - o n a les inégalités :
2

(6.10) ||MA,I|| < JDI pour tout t € [0, T]

rT

(6.11) |Viu»,i|îdt < D8

»/ o
et Uh,i(t) est inconditionnellement L°°(Oj T ; instable.

2° Si 6 < - o n a, (6.10) et (6.11) si la condition (6.8) a lieu.
2t

Une condition suffisante pour que Uh.k soit L°°(O, T ; i^-stable et que
l'on ait (6.9).

Convergence faible

Définissons un opérateur co € £( V, F) par la relation

Soit enfin m une application linéaire de 3)(Ü) dans FA défini par

rnv = "V ^ ( M ) W M pour tout P

Théorème 6.3.

On suppose que UA,I(*) est LQO(OÎ t, L2)-stable et L2(O, T ; instable.

Alors Uj étant la solution du problème continu on a :

[pfcMfc,i]o ->(ou dans L (0, T ; F) faible

[qhUh,i]o —> u dans L (0, T ; L ) faible

DÉMONSTRATION

D'après les majorations des théorèmes précédents, nous pouvons
extraire de (uhfi) une sous-suite encore notée (MA,0 telle que Ton ait :

(6.12) [p*uh,i]o - • U dans L2(0, T ; F] faible

(6.13) [qnuhti]o ->u = nU dans L^ (0, T ; Ü) faible
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[<p]o* désigne la restriction à [0, T] de la fonction <p(£). Vérifions les
points suivants :

1) M € L2{0, T ; V) => IJ = ûu

En effet U = (UQ, MI, ..., wa) et l'on montre facilement à l'aide de
(6.12) que l'on a au sens de 2)'(Û)

3Plu 8*u 9fcu

2) Soit Y(t) € t1 ([0, T]) avec ç(T) = 0.

Posons Y,(t) = y ^ ( ( r + l)I)Wr(«). On a alors ;

37

d t V »»(6.14) a»(«»,i(t),Ti(t)w)d«-> o(u(t),

En effet, pour t>

- <ÙV dans î  fort

TWP dans L2(0? T ; F) fort

et l'on en déduit (6.14).

3) De même la restriction à (O, T) de

ViYi = - ÇV{t) —Y(t — I)) -> Y'(t) dans L2(0, T) fort

ce qui entraîne :

(6.15) f ((a»ll(t),V,Y,(()w))»d(-> f («(t), Y'(0) L*dt

4) Enfin

et
(OAWOJ rAp) -> (woj P)L2 pour tout 9 €3)(O).

Nous venons de nous placer dans les hypothèses du théorème 8.1
de [4].
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Convergence forte

Théorème 6*4.

La solution un%i du problème (Pn) est telle que

[qhUh,i]o —> u dans L2(0, T ; L?)

u étant la solution du problème continu.

DÉMONSTRATION

D'après le théorème 6.3 nous avons déjà la convergence faible dans
T 2//O T « T fz\

Par ailleurs l'injection canonique de H™tn(Q.) dans L2(Q) est compacte.
On démontre que :

B = J qhuh | uh € I J VH, \\phUh\\F < Cte 1

est relativement compact et ceci démontre le théorème.

Conclusion.

Le schéma explicite correspondant au problème formel ;

x 6 Rn u(x, t) = uo(x) est stable si Ton a :

( n c\2mi

Si l'on cherche la solution dans un « bon espace » on obtient la conver-
gence forte de la solution du problème discrétisé vers la solution exacte du
problème continu.

7. APPLICATIONS NUMERIQUES

Etude d'un exemple : méthode de Gauss-SeideL

Donnons-nous ici, une solution analytique du problème (P) soit :

(7.1) u(x, y) = x2(x — a)2y(y — b)

elle vérifie (2.1), (2.2), (2.3) si on pose :

(7.2) f{x, y) = 2iy(y —b)— 2x\x — af

Nous nous proposons de calculer la solution approchée un à l'aide des
formules (PA).
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Nous donnons ici quelques tableaux récapitulatifs des différents cas
que nous avons étudiés, mettant en jeu le nombre de points du réseau, le
rapport &2/A1, le nombre d'itérations, l'erreur dans L2(O) et enfin l'erreur
maximum relative.

NOTATIONS

V(I, J) est la solution exacte au point de coordonnées (I, J) .
N = nombre de points du réseau.
K = nombre d'itération.
La résolution du système (Ph) a d'abord été faite par la méthode de

Gauss-Seidel [5],
Nous obtenons les résultats suivants pour

= 1000 - : = 2.

K

500

1000

1500

2 000

ERREUR DANS JL2(Û)

0,96635351 • 1 0 - 3

0,15893485 * 10~3

0,26438360 • 10-*

0,44804373 • 10~5

MAX V

0,19

0,80 • 1 0 - 1

0,33 • 10-1

0,145 • 10 - i

Pour un rapport hzfhx = 2, la convergence est très lente mais est
cependant améliorée par une initialisation à la valeur moyenne.

Pour N = 500 et &2/ / i i= l /2 la convergence est beaucoup plus
rapide et indépendante de l'initialisation.

K

2

200

500

800

1000

ERREUR DANS L2(Q)

0,63340228 • 10~2

0,22875134 . 1 0 ~ s

0,13782348 • 10-7

0,13062713 • 10-7

0,13062713 • 1 0 - 7

MIT
 V ~ U

0,105 • ÎO-2

0,101 • IQ-3

après K = 500 le nombre d'itérations n'améliore pratiquement pas les
résultats, tous les chiffres restent constants après K = 600.
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Pour confirmer les remarques qui vont suivre en ce qui concerne le
rapport A2/&1, nous avons étudié le cas où N — 767 et &2/&i= 0,75.

Nous obtenons les résultats suivants :

K

200

600

800

1 200

1 400

ERREUR DANS L2(Q,)

0,14088292 • 10-3

0,22690915 • 10-«

0,20887202 • 10—7

0,51474549 • 10-»

0,484954 • 10-8

M A X F - M

MAX y

0,84 • 10-1

0,37 • 10~2

0,10 • 10-2

0,68 • IO-3

0,665 • 10-3

A partir de K = 1 200, le nombre d'itérations n'améliore plus les
résultats.

Nous pouvons écrire l'équation (Pft) sous la forme

u(I, J) = Ai[u{I — 25 J) — 4u(/ — 1, J) — 4u(/ + 1, J)

+ A*[u(I, J - 1) + u(ƒ, /

u(I + 2, J)]

!)]+ D(I, J)
avec

-hî ht
6ht + 2ht 6ht + 2ht

Quel que soit le pas h — (hi, /12) nous avons l'identité

(7.3) — 6A1 + 2AZ = 1.
I4 â2

Elle exprime seulement que dans la discrétisation —- — —^ la

somme algébrique des coefficients est nulle.
Il est évident que si Ton prend Ai très grand par rapport à As ou le

contraire, Fun des crochets va être presque négligé par rapport à l'autre
bien que l'identité (7.3) reste vérifiée.

Ceci nous amène à étudier le rapport AifAz = —ht/ht ou bien le
rapport &2/A1.

Définition.

On appelle cellule Cu d'un réseau Ru, le pavé de côtés hi> A2 respective-
ment parallèles aux axes Ox et Oy.

On se propose de déterminer la cellule optimale pour le problème qui
nous intéresse.
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Appelons G{h%\h\) la courbe de l'erreur dans L2(O) en fonction du
nombre d'itérations K, pour A2/Ai donné.

En faisant varier ce rapport nous obtenons un éventail de courbes
comme ci-dessous.

La valeur optimale du rapport hzjhi est celle qui donne la plus forte
pente à la courbe C(h2Jhl).

Nous voyons que C(0,5) est la plus décroissante pour K < 400 mais elle
a l'inconvénient de « s'épuiser » assez rapidement.

C(0,75) continue à décroître pour K > 400, mais le nombre d'itérations
augmente. Nous payons en itérations ce que nous gagnons en précision.

L2

10"

10"

10

10"

-5

10

10"

-7

% ( 0,75;

200 400 600 800 1000 1400

Figure 3

2000

Méthode de relaxations successives.

Nous avons essayé la méthode bien connue de «relaxations successives »
cf. [5].
R étant le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel on sait que

2
7 = =

1 + V I — B
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Pour JV == 767 h%jhl = 0,75 et o> = 1,920. Nous avons les résul-
tats suivants :

K

50

100

150

200

ERREUR DANS L2(Q)

0,67916924 • 10~4

0,12570775 • 10~5

0,26951347 • 10-?

0,42046396 • 10~8

MAX ———

0,27 * 10~l

0,12 • 10-1

0,285 • 1 0 - 2

0,47 • Î O - 3

Nous pouvons conclure d'après ce qui précède que la convergence de
u(I9 J) vers la solution V(I, J) est nettement plus rapide si hzjhX < 1

et opt (A2//11) et 0,75, ce qui donne Ai et——A3 et la relation (7.3)

devient plus équilibrée.
Les calculs ont été effectués sur l'ordinateur I.B.M. 7094. La durée

de l'exécution du programme de Gauss-Seidel permettant le calcul de la
solution exacte en 767 points, des coordonnées, de la valeur moyenne, de
l'erreur dans L2(Q.) toutes les 200 itérations avec impressions partielles
toutes les 200 itérations, est de 1 mm 27 s.

Les mêmes calculs faits avec la méthode de relaxations successives ont
été effectués en 29 secondes pour 250 itérations.
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