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Conjecture de Littlewood
et récurrences linéaires

par BERNARD DE MATHAN

RESUME. Ce travail est essentiellement consacré & la construction
d’exemples effectifs de couples (a,3) de nombres réels & cons-
tantes de Markov finies, tels que 1, a et 3 soient Z-linéairement
indépendants, et satisfaisant a la conjecture de Littlewood.

ABSTRACT. This work is essentially devoted to construct effec-
tive examples of pairs of continued fractions (a, 3) with bounded
quotients, such that 1, a, and 8 are Z-linearly independent, and
satisfying Littlewood’s conjecture.

1. Introduction

La conjecture de Littlewood, en approximation diophantienne simul-
tanée, affirme que pour tout couple (a, 8) de nombre réels, et tout € > 0, il
existe des entiers ¢ > 0, r, et s, tels que

(1) glga —rllgB —s| < e
Notant, pour z € R, ||z|| = min{|z — n|;n € Z}, cet énoncé équivaut donc
a
(1) inf gllgal|llgBll = 0.
q>0

Remarquons que la conjecture est trivialement vérifiée si 'un des deux
nombres est & constante de Markov infinie, i.e. si

inf =

Inf gllqal] =0
ou

inf =0.

Inf qflgAl|

La conjecture est aussi triviale lorsqu’il y a une relation de dépendance
linéaire sur Z entre 1, a et 3, puisque le théoréme de Dirichlet montre qu’il
existe alors une infinité d’entiers ¢ > 0 pour lesquels |q|?|lge]||lg8]] < 1.
Peu de choses sont connues sur ce probleme. Le seul exemple naturel
est celui de deux nombres réels appartenant & un méme corps cubique,
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cf. [2] et [3], et précisément, on ignore si les nombres réels cubiques ne
rentrent pas dans le cas des nombres & constante de Markov infinie. On
ne connaissait jusqu’a présent aucun exemple de couple de nombres réels
(e, B) & constantes de Markov finies, et tels que 1, a, 8 soient linéairement
indépendants sur Z, vérifiant la conjecture. L’existence de tels couples est
cependant assurée par un résultat de Pollington et Velani, qui démontrent
dans [4] que pour tout « & constante de Markov finie, il existe une infinité
non dénombrable de nombres réels 8 & constante de Markov finie tels que
le couple (e, B) satisfasse la conjecture.

Nous montrons comment des méthodes de récurrence linéaire permettent
d’obtenir des exemples, et notamment nous construisons des exemples effec-
tifs de couples de nombres réels (a, 3) a constantes de Markov finies et tels
que 1, a, B soient linéairement indépendants sur Z, vérifiant la conjecture.
En particulier, nous donnons des développements en fractions continues a
quotients partiels bornés de nombres a non quadratiques, tels que le couple
(a,1/a) satisfasse la conjecture. En fait de tels exemples se trouvent déja
dans [5], oi Martine Queffélec donne des exemples naturels de nombres bien
approchables par des nombres quadratiques. Or c’est une simple remarque

que pour un tel nombre «, le couple (,1/a) satisfait & la conjecture de
Littlewood.

Pour z € R, on note {z} le nombre réel tel que z — {z} € Z, et —1/2 <

{z} <1/2 (donc ||z|| = |{z})).

2.

Soit @ un nombre réel irrationnel & quotients partiels bornés, et soit
(gn) la suite des dénominateurs des réduites de son développement en
fraction continue. La suite (gn) vérifie donc une relation de récurrence
Gn = QnQn-1 + gn—2, ou les a, sont des entiers positifs bornés (¢g_; = 0,
g = 1, ¢1 = a1 etc., les a, sont les quotients partiels de «). Puisque
la suite (p,) des numérateurs des réduites de a satisfait la méme rela-
tion de récurrence, les nombres o, = ¢, — p, satisfont encore la rela-
tion anp = anop—1 + an_g, et comme |gna — pp| < 1/gn41 < 1/2 pour
n > 1, on a ap = {gna} pour n > 1. Soit S un nombre réel, posons
Bn = {qnB}. Comme B, = anBn-1 + Bn—2 mod Z, posant pour n > 2,
On = Bn — anPn—-1 — Bn—o2, on définit donc ainsi une suite d’entiers bornée,
puisque |6, < 1+ %max an. Dans ce paragraphe, nous allons étudier les
propriétés d’approximation simultanée de o et B & 'aide des suites (an)
et (d,). Mais pour pouvoir assurer que 'on construit effectivement des
exemples, il est nécessaire d’avoir un résultat affirmant que certaines suites
d’entiers bornés (6,), données a priori, correspondent bien 4 un nombre
réel 5. C’est pourquoi nous établissons le résultat préliminaire suivant :
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Proposition 2.1. Soit o un nombre irrationnel 4 quotients partiels bornés,
soient (a,) et (qn) respectivement les suites des quotients partiels et des
dénominateurs des réduites de a. Supposons a,, > 2 pour tout n > 2. Soit
(0n)n>2 une suite de nombres entiers tels que |6,| < % — 1. II existe un

nombre réel B tel que 'on ait {qnB} — an{gn-18} — {gn-28} = d» pour tout
n > 2.

Preuve. La notation E(z), pour z € R, désigne l'entier E(z) = z—{z}, i.e.,
Pentier tel que E(z)—1/2 < z < E(z)+1/2. Comme {g,8}+E(qnB) = qnB,
la relation demandée équivaut a

E(qnf) — a'n.E((In—lﬂ) - E(Qn—2,3) = —0n

pour tout n > 2. Nous allons déterminer une constante réelle 0 < ¢ < 1/2
pour laquelle nous pourrons construire une suite d’entiers (E,)n>0 telle que

(2) E,—anEp_1— Epn_9= -6,

pour tout n > 2, et que, posant Iy =] — 1/2,1/2[, et pour n > 1, I, =
[(En —¢)/gn,(En+c)/qn], on ait In41 C I, pour tout n > 0. L’intersection
des I, sera alors un point 8 €]—1/2,1/2[, pour lequel on aura E(q,83) = E,
pour tout n > 0 (avec Ey = 0), puisque E, —1/2 < ¢,8 < E,+1/2. La suite
{gnB} satisfera donc bien la récurrence {gn8} — an{qn-18} — {qn-28} = on.

Si on prend E; = Ey = 0, la condition I; C Iy est bien satisfaite.
La relation de récurrence (2) détermine les entiers F, pour tout n > 0.
Supposons pour n > 1 la relation Ix41 C I établie pour tout 0 < k < n.
Pour avoir In4+y C I, i.e.,

(Brngr — )/ tn+1,(Ent1 + ¢)/qnt1] C [(En — C)/Qn,(En +¢)/qnl,
il faut et il suffit que

(ko L) Ba B (L L)

dn  qn+1 dn+1 dn dn  qn+1

et comme Ent1/qn+1 — En/qn = (ant1En + En-1 — 0n11)/n+1 — En/qn =
(gn=1/qn+1)(Bn-1/qn-1 — En/qn) — 6n+1/qn+1, cette condition équivaut &

(3) _C(q'n+1 - qn)/(ann—l) < En—l/Qn—l - En/(In - 5n+1/‘1n-—1
< c(qn+1 = Gn)/(@ngn-1).

Or, par récurrence, nous savons déja que —c(1/gn-1—1/qs) < En—1/qn-1—
En/gn < ¢(1/gn-1—1/gn), si bien que pour assurer la condition (3), il suffit
que C(Qn —gn-1) < c(gnyr — Gn) + gndn+1 et c(gn — gn-1) < c(gn+1 — n) —
Gndn+1, 1. €., &(qnt1 ~ 2gn + gn—-1) > @nldn+1]- Comme gni1 — 2gn + Gn-1 =
(an+1—2)gn+2gn_1 > 0, nous allons donc demander que ¢ > |6,+1|/(@ns1—
2+ 2¢n_1/gn) pour tout n > 1. Puisque gn/qn_1 < an + 1, il suffit pour
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cela que

(4) c> |‘5n+1|
Gny1 — 2+

2
an +1

et puisque ’ensemble des nombres |[0p+1|/(@n+1 — 2 + 2/(an + 1)) est fini
car les (an) et (J,) sont bornés, pour pouvoir choisir 0 < ¢ < 1/2 tel que
pour chaque n > 1, on ait (4), il suffit que |0p41| < (@n41 — 2)/2. O

Ce résultat n’est certainement pas optimal, il est seulement destiné ici &
assurer que 1’énoncé suivant n’est pas vide :

Proposition 2.2. Soit a un nombre réel irrationnel dont la suite (an) des
quotients partiels soit bornée, et soit (gn) la suite des dénominateurs de
ses réduites. Soit B un nombre réel, posons {gnB8} = Bn et, pour n > 2,
Brn —anPn-1— Bn_2 = 6n. Supposons qu’il existe des suites d’entiers positifs
(lk)ken et (nik)ken (@ = 0,1), avec nox < nig, telles que anyy, = an et
On+t, =0n pour nop+1<n<nyx+1. Alors, si

m (nl,k —MNok — 2lk) = 400

(5) k£+oo
le couple (o, B) satisfait a la conjecture de Littlewood.

Preuve. Comme la suite 7y, = fp41, —Bn vérifie la récurrence v, = anYn-1+
Yn—2 POur nox +1 < n < mygp+1, on ay, = Aggn + Bya, pour tout
ngkr—1 < n < nyg+1, ot Ag et By sont des constantes réelles ne dépendant
que de k, et que I'on peut déterminer par cette équation pour deux valeurs
consécutives de n . Puisque

qn  Qn+1
Qn  Qp4l

9n  4n+1
Pn Pn+1

(les pp étant les numérateurs des réduites de @), résolvant pour ngx — 1 <
n < ny; le systeme d’équations

= (-1)"!

Yn = AkGn + Biay, Tn+1 = Akgn+1 + Brany1,
on obtient
-1
A = (-1)"" (mant1 = Yny10n), Bp = (=)™ (Yngn+1 — Yn+19n)-
Choisissant n = ngx — 1, comme |y,| < 1, on obtient |Bi| < 2¢n,,, Puis,
faisant n = nyk, |Ak| < 2|an, ,|. Ainsi, pour tout nog—1<n<ng+1,
[Yn| < 2(gnlom, ;| + Ian|qnoyk). Alors
(gn+t, = @)1 (@i, —@n) @l (Gn1, —9n) Bl < 4gnti, |an|(@nlan, ;| +lonlgng )
et comme |an| < 1/¢n, on a donc

An+1,. 9
(6) (gn+i, — (@t — @) allll(@nst, —an)Bll < 4 (q"+"° 4 o "°"‘)

2
n1,k an
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Nous allons montrer qu’en Pappliquant pour des entiers n convenable-
ment choisis, cette inégalité prouve que le couple (a, ) satisfait la conjec-
ture de Littlewood. Pour cela, nous construisons une suite ngj d’entiefs,
avec nox < N3k < Nk, telle que

(7) lim feth g
k—+o00 an,
et
(8) lim Ing e+l Inok _ 0.
k—+o00 q1213,k

Pour assurer (7), il suffit que

9) k_lir_'l_loo(nl,k —n3x — lx) = +o00.

Pour (8), remarquons d’abord que g4y, = Ckgn+Drom pour tout ng x—1 <
n < nyi + 1, ou Ci et Dy sont des constantes réelles. On peut donc écrire
Gn+i,/9n = Ck + Dran/qn, et puisque la suite |an| est décroissante et que
a, est de signe (—1)", on voit que la suite n — gn41, /gn est décroissante
sur [ngx — 1,m1k + 1] pour les n pairs ou pour les n impairs, selon le signe
de Dj. Mais si a = maxa,, on a pour tout n > 0, ¢n < gnt+1 < (a + 1)¢n,
et donc gni1+4/9n+1 < (@ + 1)gnti, /qn- Ainsi pour tout nox < n <
ny1k, on a finalement g4y, /gn < (a + 1)2Qn0,k+lk /@n, , et on peut écrire
Gntixdno /B < (@ + 1)%Gng 41, /@n- La condition (8) sera donc réalisée si
limk_.)+oo qno',c+1k/qn3'k = 0, 1. €., si

(10) kgﬁl_loo(na,k —ngx — lx) = +oo.

La possibilité de construire une suite ng ; satisfaisant & la fois (9) et (10)

résulte alors de la condition (5). La suite (n3j) ainsi choisie, la suite

d’entiers Qr = Gng 4+i; — dng,, > 0 vérifie limg+o0 QkllQrell||QxBIl = 0.

Donc le couple (a, 8) satisfait & la conjecture de Littlewood. a
On peut aussi remarquer un cas un peu plus particulier :

Proposition 2.3. Avec les mémes notations qu’a la proposition 2.2, sup-
posons qu’il existe deuz suites d’entiers positifs (nix) (i =0,1) telles que

/ li - = +00
(5") k_irfoo(nl,k no,k)

et 0, = 0 pour tout n tel que ng+1 < n < nyx+1. Alors le couple (o, B)
satisfait @ la conjecture de Littlewood.

La différence avec la proposition 2.2 est que dans ce cas, il n’est pas
nécessaire d’imposer de condition sur les (a,). En effet, la suite (8,) sa-
tisfait alors la relation de récurrence B, = anfBn-1 + fn—2 pour ngx + 1 <
n < nyk + 1, et puisque |Bn| < 1/2, on peut alors majorer cette suite de la
méme fagon que la suite (y,) dans la démonstration de la proposition 2.2.
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On obtient ainsi |By| < gnlon, ;| + |@nl@ng, < Gn/dn, + no . /@n, pour
nox —1 <n < myk+1, et en prenant n3x = [(nok + n1.)/2], de sorte que

lim (n3x —nox) = lim (nyx —n3k) =+0
k—+oc0 k—+

on en conclut que limg 400 Bny, = 0. Ainsi le couple (e, B) satisfait & la
conjecture de Littlewood, puisque pour tout n, on a ¢a|lgnalllignBll < |Bnl,
et donc ici limg ;oo Qna,k“q"':;,ka””%z;;,k,B“ =0.

3.

Si les propositions 2.1, 2.2 et 2.3, permettent de construire pour oo donné,
a constante de Markov finie, des exemples de nombres S tels que le couple
(e, B) vérifie la conjecture de Littlewood, 'inconvénient de cette méthode
est qu’elle ne permet pas de savoir si les nombres 3 ainsi construits sont &
quotients partiels bornés, ou méme si 1, o, 5 sont linéairement indépendants
sur Z. Pour pouvoir construire des exemples de couples (a,3) de nom-
bres réels, tous deux a quotients partiels bornés, satisfaisant la conjecture
de Littlewood, et tels que 1, a et § soient Z-linéairement indépendants,
nous allons proposer des méthodes différentes. L’utilisation de récurrences
linéaires permet de démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.1. Soient a et B des nombres réels irrationnels, de dévelop-
pements en fractions continues

a=[ag,...,0n,...]
et

B=1lbo,..-sbn,...]
d quotients partiels bornés. Soient (pn/qn) et (pn/qh) leurs suites de ré-
duites. On suppose qu’il existe des suites d’entiers my >0, ng > 0, Ly > 2
et lx > 0, satisfaisant auz conditions :
(11) Amptr+le = Gmptr = bngtr
pour 2 <71 < Ly, et

2 3
Dor T 41, T
(12) lim inf -t e —
k_)+°° qu+Lk

Alors le couple de nombres (a, ) satisfait la conjecture de Littlewood.
Preuve. Posons gha — p, = an et ¢,8 — p}, = Bn (cette derniére notation
différant donc de celle du précédent paragraphe). La relation am,4+r+i, =
amy+r = bpy4r pour 2 < r < Ly permet d’écrire
(13) Q;zk+r = Ak‘]mk+r + Bk(Irnk+r+lk

pour tout 0 < r < Ly, ou A et By sont des constantes réelles. En effet,
la suite (gm+1/9m) est injective, puisqu’il est bien connu que ces nombres
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ont les développements en fractions continues : ¢m+1/¢m = [@m+1,---,a1],
et que le développement en fraction continue d’un nombre rationnel est
unique si 'on en fixe le dernier terme. Les deux premiéres équations dans
(13) (r = 0,1) déterminent alors Ay et By :

Ak = (Q;Ikaka-e-l - q;tk+1qu+lk)/(ka Imp+l+1 — qu-l-lqu-’-lk)

Bk = —(ka+1q;zk - quqzlk-l-l)/(quka—Hk-i—l - ka+1‘Imk+lk)
puis la relation (13) s’étend & 0 < r < Ly, grace & (11), puisque

dm = Cmgm—1 + qm-2, Q;n = mq;n—l + q;n—2'
Posons A = Gm,Gmp+l+1 — 9mg+19m,+1,, Ok est un entier non nul, et
A Ag ainsi que Ay By sont entiers. On a :
1Akl < gmpt1@metie+1s [BeAr] < Gy p19meti 41, 1AkBr| < @, 11Tmpt1-

L’entier non nul Qx = Axqy, ., vérifie donc

|Qkl < qu+1qu+zk+1q;,k+,;k-

On déduit de (13) que [|Qkall < |AxAk|lgm, + L.l + Ak Belllgm, + L 1.2,
et comme ||gme|| < 1/¢m+1, on a donc

|Qkell < an, +1(Gmp+ix+1/Tni+Li+1 + Gmit1/Gmg+Li+ie+1)-
Ainsi
IQkall < 24, 119m+1x+1/Tmp+Le+1-
Enfin, comme [|QiB]l < |Ak|llgn, +2,8ll, on a

lQ:Bll < q'mk+Ika+lk+1/an+Lk+1.
On obtient alors

(14)  1QllQealllQuBl < 2(ami+1)* (Gmy 1 +1)° Gy 1/ I+ L1
et la condition (12) montre que liminfx_, | o |Qk|l|Qrall|QxB] = 0. O

Nous ne donnerons pas pour le moment de condition suffisante pour que
1, a et B soient linéairement indépendants sur Z, car nous allons nous
intéresser au cas ou « est un nombre quadratique, et il suffit alors que le
développement en fraction continue de S ne soit pas ultimement périodique
pour pouvoir assurer que 3 n’est pas un nombre quadratique, donc que 1, &
et B sont linéairement indépendants sur Z. Dans le cas ou a est un nombre
quadratique, la suite (a,) est périodique & partir d’un certain rang, et on
peut sans perte de généralité supposer a,+i; = an pour tout n > 0, ou [ est
un entier positif. En effet, on peut remplacer a par un de ses successeurs
dans son développement en fraction continue, puisque, si A et B sont des
nombres rationnels, A # 0, la conjecture est équivalente pour le couple
(a, B) et pour le couple (Aa + B, 3). On peut alors énoncer :
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Corollaire 3.2. Soit

a=lag,...,8n,.--]
un nombre réel quadratique. On suppose an4+i = an pour tout entier n > 0,
ot | est un entier, | > 0. Soit

B=1[bo,...,bn,...]

un nombre réel & quotients partiels bornés. On désigne par (g,) et (g},)
les suites des dénominateurs des réduites de o et B respectivement. On
suppose qu’il eziste des suites d’entiers non négatifs (ng) et (Li) telles que

bnk+r = ar
pour tout 0 < r < Ly, avec
!
(15) liminf 2% — o,
k—+o0 qr,

Alors le couple (o, B) satisfait & la conjecture de Littlewood.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme 3.1, avec my = 0
et Iy =1. O

On peut donc construire de proche en proche des suites (ng) et (L)
satisfaisant & ces conditions : D’entier ny étant choisi, on choisit L; de
fagon que qr, > kg, , puis ngy1 > ng + Li. 1l est clair que 'on peut ainsi
construire une suite de quotients partiels (b,) non périodique, et méme
construire un tel ensemble de suites ayant la puissance du continu. Donnons
un exemple plus précis :

Corollaire 3.3. Soit @ un nombre quadratique, de développement en frac-
tion continue

a=[ag,...,0n,...]
Soit (sk)k>0 une suite strictement croissante d’entiers non négatifs telle
que

Sk — 28k
(16) sup £ 27621 oo
k>0 k
Soit (ex)k>0 une suite bornée d’entiers positifs, et soit B le nombre réel de
développement en fraction continue

B=1boy.-- bn,...]
0 by, = an sin & {sk; kK >0} et by, = e,. Alors le couple (o, B) vérifie la
conjecture de Littlewood.
Preuve. Le développement en fraction continue de o est ultimement pério-
dique (mais n’est plus supposé ici purement périodique, pour éviter une
perte de généralité sur (). Il existe donc des entiers mg > O et I > 0
tels que am4+; = am pour tout m > mg. Soit kg le plus petit des entiers
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k > 0 tels que s > mg. Pour k > ko, désignons par my ’entier tel que
mg < my < mg+ 1 et my = s mod [. La condition (11) est donc satisfaite
avec cette suite my, en prenant comme suite ny la suite ng = sx pour k > ko,
puisque b, 4r = Gsp4r = Gmy+r = Gmy+r4+1 pour tout 0 < 7 < Sgypq1 — s 5
on prendra Ly = sgq1 — sk — 1 et [ = pour tout k > ko. La suite (my)
restant bornée, la condition (12) se réduit & limy_, oo g5, /Gsx41—sx = 0. Or,

posant
maxy €
¢ = max (~———’i 1) ,

mingsq a,’

une récurrence évidente (sur k, puis sur n) montre que ¢}, = gp pour n <

s0 et ¢, < cFgn pour sp_; < m < s (le coefficient ag n’intervenant pas

puisque g; = go = 1). Par ailleurs, comme g,,2 > 2¢,, on a, pour r > s,
r—s—1 °

g > 2 2 gs. Comme ¢}, /qs s, < F*lqy, /qs;,,—s,, ON Obtient donc,

pour k tel que sy — 25, > 0,

Sk4-1— 25k
(17) q;k/q8k+1—sk S ‘/ick+1/2 2 .
La condition (12) résulte alors de (16). a

Une suite s, pour laquelle il existe v > 2 telle que s;/7* ait une limite
finie A # 0 pour & — +o00 convient, puisqu’alors sy —2sx_1 ~ A(y—2)v*"L.
Il est clair que pour un nombre quadratique a donné, on peut construire
ainsi une infinité non dénombrable de nombres réels 8 & quotients partiels
bornés, tels que le couple («, 3), vérifie la conjecture de Littlewood. Pour
construire explicitement 8 & quotients partiels bornés, tel que 1, a et g
soient linéairement indépendants sur Z, et que le couple (a, ) satisfasse la
conjecture, il suffit de prendre une suite (si) satisfaisant (16) et une suite
(ex) constante, €, = b, ou b ne soit pas une valeur prise une infinité de fois
par la suite (a,). Alors 8 n’est pas un nombre quadratique car la suite
(bp) n’est pas ultimement périodique, et donc 8 n’appartient pas & Q(a).
Dans le cas d’une suite s, ~ AMy* (A # 0, v > 2) on peut remarquer que le
nombre 3 ainsi obtenu est transcendant, car en reprenant la démonstration
du théoréme 3.1, on voit qu’alors |Qk| < g5,,, < A%+, avec A > 1. Or
d’apres (14), on a ici

|Qk|”Qka””Qkﬁ“ < q;k/q5k+1—-5k

et on tire donc de (17) que pour tout € > 0,

Sk+1—28
2

|Qk" (| Qrall|QrBIl < FASk+ /2 ,

ce que nous écrivons :

1kl e 1 Qrallll Qi < /2"

1—-2¢ logy A)sg 1—2%
2
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11 suffit donc de choisir € > 0 tel que (1 — 2elog, A)y > 2 pour que
lim |Qx|'"**||QkellllQxBIl = .
k—+oc0

Comme 1, @, 3 sont linéairement indépendants sur Z, puisque 8 € Q(a), il
résulte alors du théoréme de Schmidt [6] que B est transcendant.

Nous allons aussi donner des exemples de nombres réels o & constante
de Markov finie, non quadratiques, tels que le couple (o, 1/a) satisfasse a
la conjecture. Le théoréme 3.1 peut s’adapter 4 ce cas en en modifiant trés
légérement la démonstration, mais nous allons préférer une autre méthode,
qui conduit & un meilleur résultat.

4. La conjecture duale
Rappelons que la condition (1’) est équivalente & la suivante

(18) max(|4],1) max(|C|,1)|| Ae + CB|| = 0

inf
(A,C)eZxZ\{(0,0)}
(conjecture duale, cf. [2], p. 82, Lemme 5, ol est en fait démontrée
Pimplication (18) = (1'), seule utilisée ici).

On dit qu’un nombre réel a est bien approchable par des nombres quadra-
tiques si pour tout € > 0, il existe un nombre quadratique ¢ tel que |a—¢| <
e(H(£))73, ou H(E) est la hauteur de &, i.e. H(¢) = max(|4|,|B|,|C)), 4,
B, et C étant les coefficients d’un polynoéme irréductible sur Z, AX?2 +
BX + C, tel que A¢? + B¢ + C = 0. Puisque |¢| > 2—1-{115 (sinon on aurait
|C| = |A¢% + B¢| < 1), un tel nombre o ne peut étre nul, ni d’ailleurs
rationnel. On a le résultat trés simple suivant :

Lemme 4.1. Si « est bien approchable par les quadratiques, alors le couple
(a, 1/ ) satisfait @ la conjecture de Littlewood.

En effet, pour € > 0, si £ est un nombre quadratique, zéro du polynéme
irréductible sur Z, AX? + BX + C, tel que max(|A4|,|B|,|C|) = H et
| — €| < eH™3, écrivant A¢ + B + C/¢ = 0, on voit que pour 0 < € < J—;—l,
on a |Aa+ B+ C/a| < (1+2/a?)eH~2. Ainsi, le couple (, 1/c) satisfait
la conjecture duale, donc la conjecture de Littlewood.

Nous dirons aussi que a est trés bien approchable par des nombres
quadratiques s’il existe un nombre réel v > 3 pour lequel il existe une
infinité de nombres quadratiques £ tels que |a@ — ¢| < (H(£))™Y. Naturelle-
ment, un nombre réel trés bien approchable par des quadratiques est aussi
bien approchable par des quadratiques. Rappelons qu’un tel nombre est
transcendant en raison du théoréme de Schmidt (cf. [7], théoréme 7H).
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La facon la plus simple de construire des nombres non quadratiques et
bien approchables par des nombres quadratiques, est de perturber faible-
ment le développement en fraction continue d’un nombre quadratique. On
peut ainsi démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.2. Soit a un nombre quadratique, de développement en frac-
tion continue

a=[ag,...,8n,...]).
Soit (Sk)kzo une suite strictement croissante d’entiers non négatifs pour
laquelle

(19) sup Sk = 3%k-1 = +00.
k>0 k

Soit (fk)kzo une suite bornée d’entiers positifs, et soit 8 le nombre réel de
développement en fraction continue

B=1b0,--rbny---]

ot by, = an sin & {sg; k> 0} etbs, = ex. Alors le couple (B8,1/8) satisfait
a la conjecture de Littlewood.

Preuve. Montrons que 8 est bien approchable par des nombres quadra-
tiques. Désignons par Bj le nombre By = [bok, ... ,bnk,-..], OU bk = ay si
n & {5150 <1 <k} et by, = ¢ pour 0 < I < k. Désignons par (pn/gn)n>0
et (pl,/dah)n>0 la suite des réduites de o et 3 respectivement. Puisque les
premiéres réduites de 8 (jusqu'a pj, ,, 1/, ,,—1) sont les mémes que celles
de B, on a

2
Iﬂ - ﬂkl S ]‘/qlsk+1—1'
En effet 8 et [ appartiennent tous deux & lintervalle d’extrémités
/ /
psk+1-—1/qsk+1—l et (-p2;k+1_1 +p-’9k+1_2)/(q;k+1_’1 +q;k+l_2)’ dont la' longueur
est inférieure & 1/q';, . ;. Mais By est un nombre quadratique, on peut
écrire B = [by, ..., bs,, '], ou o est un successeur de «, donc :
i
g5, + q;k—1 ’
et comme a n’a qu’un nombre fini de successeurs dans son développement
en fraction continue, on a donc clairement
Ara + By
e
Cra + Dy,
ou Ak, Bg, Cy et Dy sont des entiers tels que |AxDy — BrCi| = 1 et
max (| Ak, |Bkl, |Ckl,|Dk|) < ¢},. En résolvant, on a a = (—Difk +
By)/(CrBr — Ak), et on obtient aussitot que

H(B) < ¢ .

Bx =
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Il suffit donc de s’assurer que
(20) lim sup q;kﬂ/q:;’k = +4o00.

Or, comme précédemment, on a d’”’zq's,=+1 2 Gspyqs OU
. maXn>0 an
d = max (—.————, 1) .

ming, >0 €k

Par ailleurs il existe & > 1 tel que g, < 0", et la condition (20) sera
donc assurée si sup d—%0%+1-35%k = (. Ainsi 3 est bien approchable par les
nombres quadratiques, et donc le couple (3,1/8) satisfait & la conjecture
de Littlewood. |

Bien entendu, comme ci-dessus, on peut assurer de maniére effective que
B ne soit pas quadratique en choisissant la suite (¢;) de fagon que la suite
(bn) ne soit pas ultimement périodique (par exemple en prenant ex = b, out
b n’est pas une valeur prise une infinité de fois par la suite (a,)). Si de plus
sk ~ A%, X\ # 0, v > 3, on obtient alors un nombre S transcendant, car
trés bien approchable par des quadratiques. En effet, soit 3 < v < v ; on a
supd~k@%k+17¥%k = 0, puisque vsg —sg41 ~ A(v—7)7F, et ainsi qgw >qs,.

En fait, on peut aussi démontrer le théoréme 4.2 par la méthode de
récurrence linéaire du théoréeme 3.1, mais on obtient un moins bon résultat
car on a besoin de la condition (21) : sup(sx — 6sg—1)/k = +00, & la place
de (19) : sup(sg — 3sk—1)/k = +00. A chaque fois, nous avons choisi la
méthode donnant le meilleur résultat.

Nous avons aussi cherché & construire un exemple de couple satisfaisant
& la conjecture avec des périodes distinctes apparaissant dans les plages
de périodicité du développement en fraction continue de chacun des deux
nombres :

Théoréme 4.3. Soient o et B des nombres irrationnels, appartenant 6 un
méme corps quadratique réel, de développements en fractions continues
a=[ag,--,0n,...]
et
B =[bo,-.-,bn,...].
Soient vy et § des nombres réels irrationnels,
v=1l[co,--»Cns---]
et -
6= [dO,--'adn7"']?
d quotients partiels bornés. Soient (Pn/qn) et (py,/an) leurs suites de ré-
duites. On suppose qu’il eziste des suites d’entiers mr >0, ng >0, Ly >0
et My > 0, telles que
Cmy+r = Qr
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pour 0 < r < Lg,
dnk+s = by
pour 0 < s < Mg, et que
. g%, 4'n
inf — ko = 0.
(k1) mln(qu+Lk7 qnz+Ml)
Alors le couple (7, 6) satisfait a la conjecture de Littlewood.

Si de plus, il existe des suites (k(i)) et (I(z)) d’entiers positifs et une
constante N, telles que pour chaque © € N, il eziste des entiers r; et s;,
avec Ly <1 < Ly + N, Mygy < si < My + N, tels que cmy ;) +r; 7 ar
et dn[(i)-f—si 7é bsu st

(22)

. adm 3 +La
(23) lim 0 =
1—>+00 qnl(i)+Ml(i)
et st
2 2
. . qm i qln i
(24) lim inf —&- O _ ¢
Amyy+Ley

alors, 1, v et 8, sont Z-linéairement indépendants.

Preuve. Nous établissons la premiére partie du résultat par le biais de la
conjecture duale. Posons

Ye = [COa ee ey Cmy—1, a]
et
5/(: = [dOa ey dnk—l,ﬂ]-

Puisque pour tout 0 < n < my, + L, Pn/qn est une réduite commune a v
et vk, on a

(25) Iy = el € 1/% 11,
et de méme
(26) 16— 04l < 1/gn, 4arz-

Les nombres i et ; appartiennent au corps Q(a),
pmk—la + pmk—2
YT =
dm;—1% + dm; —2

et , ,
— pnk——lﬂ + pnk—2

5 .
Qnpa1B + 2

On peut donc écrire :
(27) Yk = (Uka + Vi) /Wi
(28) O = (Xpa + Yi)/Zy
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ou Uk, Vi, Wi, Xk, Yk, et Zj, sont des entiers tels que U X Wi Z; # 0,
max (|Ukl, |Vil, Wil) < 2, et max(|Xkl,|Ykl,|Zk]) < ¢'a,. Par élimina-
tion de « entre (27) et (28), en dédoublant ’indice k, on obtient donc pour
k et [ entiers non négatifs une relation de la forme

(29) Aggvk + B +Cry =0
ou Ag,, Bx,, et Ci,; sont des entiers, Ag Bk # 0, et
(30) max (| Ak il |Bel, |Cril) < (gmidn,)*-

Mais (25), (26), et (29), conduisent immédiatement &
(31)  |Akyy + Biud + Cril < (gmydn,)*/ min(gm, 41, Gnyrne2)-

La condition (22) montre alors que le couple (7, d) satisfait & la conjecture
duale (18).

Montrons maintenant la deuxiéme partie. Supposons que Ay+Bd+C =
0, ou A, B, et C sont des entiers non tous nuls. Les nombres 7 et § étant
irrationnels, A et B sont non nuls. Eliminons + entre la relation Ay + Bd+
C = 0 et (31), appliquée au couple (k(2),1(2)) : comme (23) assure que
Gy +Ligy < q;n(i) +M;, Pour 1 suffisamment grand, on obtient I'inégalité
|Di6 + Eil < (Gmsyny;))°/ qunk(.-)+Lk(.-)7 ot D; = ABy;) 1) — BAkG)6)
et E; = ACy() i) — CAx(i), (i) sont des entiers tels que max(|D;l, |Ei|) <
(GmpgsyIn, (i))z. Puisque § est & quotients partiels bornés, il résulte de (24)
que l'on a donc D; = E; = 0 pour une infinité de i. Cela signifie que les
coefficients (Ags),1(i)> Bk(i),i(i)» Ck(s),i(s)) sont proportionnels aux (4, B, C),
et donc (29) devient

(29") A'ch(i) + B‘sl(i) +C =0.
Par différence
(32) AV — 1) = =B(d5) — 9)-

Or, la notation =< signifiant qu’on a & la fois les encadrements < et >,
nous allons montrer que les inégalités (25) et (26) deviennent maintenant

(25") Y = Ml < l/q"2nk(i)+Lk(i)
et
(26") 16 — iyl =< l/qnt(i)’rM’?(i)'

En effet, soit r; I’ entier tel que cm, ;) +r = ar pour 0 < 7 < 1y et cmy iy +ri #
ar;. Les conditions de la seconde partie du théoréme 4.3 assurent que cet
entier existe, et on a Ly;y < 7 < Lg(;) + N. Posons

p‘t = [c7nk(i)+ri""’c’1""]
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en sorte que
Y= [CO7 .- 7c7’nk(i)+7'i“17 Pi]
et
YeG) = [co, - - -, Crg(iy+ri—1s o)
ol ¢o; est un successeur de a. On a
_ pmk(,;)+f'i-1pi +pmk(,~)+1'i—2

qu(i)-}"l'i—lp’i + qu(,-)-|-1',' -2

et
Py +ri—104 + Pmygiy+ri—2

V(i) = .
® ka(i)+ri—1ai + qu(,-)+1‘,'—2

Puisque Pmk(i)+r,~—Ika(,<)+r,~—2 - ka(,-)+r,~—lpmk(,-)+ri—2 = :l:17 on a donc
_ _lpi — ail

1Y = M)l X 57—

Dm iy + Ly
La partie entiére de p; est [p;] = cmy;y+r;, alors que [a;] = ar;, et donc
[pi] # [@i]. Comme de plus p; — [p;] > 1 et a; — [05] > 1 puisque « et
v sont & quotients partiels bornés, on en conclut que |p; — ;| > 1, d’ou
(25'), et de méme (26'). Mais alors, en raison de (23), la relation (32) est
incompatible avec (25') et (26'). a

Exemple. Prenons o = 1 ++v2 = [2,2,...,2,...] et B = 1—?@ =
[1,4,1,4,...1,4...]. Soit sx une suite strictement croissante d’entiers posi-
tifs impairs telle que

(33) sup Sk = 05k-1 = +4-00.

k>0 k
Soient (cn)n>0 €t (dn)n>0 les suites ainsi définies : ¢, =2sin ¢ {sk; k € N}
et ¢, =1 ;d, =1 sin est pair, d, = 4 si n est impair et n’appartient pas
a I’ensemble des valeurs de la suite (si), et ds, = 5. Nous allons montrer a
I’aide du théoréme 4.3 que le couple des deux nombres

v =[coy---1¢ny---]
et

d =[do,...,dn,...],
satisfait & la conjecture de Littlewood, et que 1, v, §, sont linéairement
indépendants sur Z. En effet, soient (un) et (v,) les suites des dénomina-
teurs des réduites de a et 3 respectivement. On vérifie aisément que u, =<
vp =< (1 4+ v/2)". Soient aussi g, et g/, respectivement les dénominateurs
de réduites de v et de 4. On a trivialement ¢, < u, et, comme dans la
démonstration du corollaire 3.3, u, < 2%q, pour sx_; < n < sg. Nous
aurons aussi besoin de l'inégalité :

(34) un > (13/9)%qn
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pour sx—1 < mn < Sk, que nous allons montrer par récurrence sur k. Cette
inégalité est triviale pour k£ = 0 (on prend s—; = 0), et si on suppose (34)
pour sg—1 < n < s, on établit d’abord que

(35) us, > (5/3)(13/9)F gs,.

En effet, si so = 1, (35) est triviale pour us, puisque alors u; = 2 = 2q;.
Sinon sg—2 > sk et d’apres (34), us, = 2us,—1+Us—2 > (13/9)%(2gs, -1+
gsp—2)- Puis 2g5,—1 + gs,—2 > (5/3)gs,, parce que gs, = gs,—1 + gs,—2, et
Qsp—1 = 2qs,—2 + Qs —3 > 2¢s,—2, or (2z+1)/(z+1) > 5/3 pour z > 2. On
a ainsi (35), montrons ensuite que

(36) Ugpr1 > (13/9)% gg41.

En eﬁet, Usp+1 = 2usk + g —1 2> (13/9)k((10/3)q3k + ‘ISk—-l)- Or dsp+1 =
2¢s;, + gs,—1, et (10/3)qs, + Qsp-1 2 (13/9)(2‘13k + gs,—1), parce que g5, >
gs,—1, €t ((10/3)z+1)/(2z+1) > 13/9 pour z > 1. Ainsi (10/3)qs, +gs,—1 >
(13/9)gs,+1, et on obtient (36). Enfin, comme, pour sy < n < Sg41, on
a Uy = 2Up—1 + Upn—2 €t @ = 2¢n—1 + gn—2, les inégalités (35) et (36)
impliquent alors que u, > (13/9)**1g, pour tout sy < n < sk, et par
récurrence, (34) est donc établie pour tout k.

On a trivialement v, < gJ,, et comme dans la démonstration du corol-
laire 3.3, ¢/, < (5/4)**lv, pour sy < n < sg41. On applique alors le
théoréme 4.3 avec my = ng = sp + 1, Ly = My = sgy1 — Sk — 2 (donc
mg + Ly = ng + M = sg41 — 1), et en prenant k& = [. Les suites k(7)
et [(z) sont chacune la suite de tous les entiers positifs, et la valeur de la
constante N est N =1. Ona qsk+1;1/q;k+1—1 < (9/13)*, ainsi la condition

3 !
min(qﬂlqkn-?;-qukjl;:u*I-Mz) s (qsk+1q«,9k+1)3/qsk+1_1 <

(5/4)%k2F (1 4+ /2)8%k—k+1_ qui, grice & (33), assure (22) et (24).

(23) est satisfaite, et

5. Conclusion

Le théoreme 4.2 donne un procédé permettant de construire une infinité
non dénombrable de nombres réels trés bien approchables par des nombres
quadratiques. Mais des exemples naturels sont déja connus. Ainsi Martine
Queffélec [5] montre que le nombre réel a €]0, 1[ dont le développement en
fraction continue a pour suite de quotients partiels, la suite de Thue-Morse
sur lalphabet {1,2} (ou sur un alphabet formé de deux entiers positifs)
est tres bien approchable par les nombres quadratiques. Donc le couple
(a,1/a) vérifie la conjecture de Littlewood. C’est & ma connaissance le
premier exemple connu d’un couple “naturel” (a,) de nombres réels a
quotients partiels bornés, tels que 1, a et 3 soient linéairement indépendants
sur Z, vérifiant la conjecture de Littlewood.
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D’autres exemples de nombres & quotients partiels bornés trés bien ap-
prochés par des nombres quadratiques sont donnés dans [1]. Cela méne &
de nouveaux exemples de nombres réels a & quotients partiels bornés, non
quadratiques, tels que le couple (o, 1/a) satisfasse la conjecture de Little-
wood. Nous ne savons pas démontrer qu’il en est ainsi pour tout nombre
réel a # 0. On peut remarquer que si & est un nombre cubique, il n’est
pas bien approché par les nombres quadratiques, car si £ est un nombre
quadratique, zéro du polynéme irréductible de Z[X], AX? + BX + C, avec
max(|Al,|B|,|C|) = H, et si | —a| <1,on a |Ac®? + Ba+ C| < H|¢ — q.
Mais pour chacun des conjugués oy, as de a (autres que a = ay), on a
|Aoz,2 + Ba; + C| < H. Or si D est un entier positif tel que Da soit entier
algébrique, D3 ].—L?:O Aoa?+Ba;+C = D3NQ(a) /o (@) est un entier non nul.
Ainsi ]2, |Aa? + Ba; + C| > 1. Donc |¢ — a| > 1/H?, et a est mal
approché par les quadratiques. Cependant, d’apres le théoréme de Cassels
et Swinnerton-Dyer, le couple (¢,1/a) satisfait & la conjecture de Little-
wood. Il serait trés intéressant de donner un exemple de nombre réel a a
constante de Markov finie, mal approchable par des nombres quadratiques,
et tel que (@, 1/a) vérifie la conjecture de Littlewood.

Par ailleurs, pour « irrationnel donné, a constante de Markov finie, nous
ne savons construire de fagon explicite un irrationnel 8 & constante de
Markov finie, tel que le couple (o, ) vérifie non trivialement la conjec-
ture, que pour des éléments o particuliers (par exemple, les quadratiques).
Ce serait déja un progres intéressant de savoir le faire pour a quelconque
(Pexistence d’un tel B étant par contre assurée par [4]). Un autre progres
intéressant serait de pouvoir affaiblir la condition (15) du corollaire 3.2 et,
par exemple de montrer que si « est un nombre quadratique, si la suite des
quotients partiels de 8 a des plages communes de longueurs non bornées
avec celle de a, alors le couple (o, B) satisfait & la conjecture.
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