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Construction de base normale pour les

extensions de Q à groupe D4

par JEAN COUGNARD

À Jacques Martinet pour son soixantième anniversaire,
en témoignage de reconnaissance et d’amitié

RÉSUMÉ. Dans son article de 1971, essentiellement consacré aux
extensions quaternioniennes de degré 8, J. Martinet prouve, au

passage, l’existence de bases normales pour les entiers des exten-

sions modérément ramifiées de Q de groupe D4. On en donne une
construction en reprenant les méthodes de sa thèse.

ABSTRACT. In a paper published in 1971, mainly devoted to
quaternionian extensions, J. Martinet proved the existence of nor-
mal integral bases for tame D4 extensions of Q. We give a con-
structive proof of this result.

Introduction

Soit N /Q une extension galoisienne de groupe de Galois G et ZN son
anneau des entiers ; si les indices de ramification des idéaux sont premiers
aux caractéristiques de leurs corps résiduels (on dit que l’extension est
modérément ramifiée) ZN est un Z[G]-module projectif. La question se
pose alors de savoir s’il est ou non libre. Si c’est le cas, il possède une
Z-base formée des conjugués d’un même élément : on dit qu’il possède une
base normale.

Dans le cas des extensions abéliennes modérément ramifiées l’existence
et la construction d’une base normale se déduit du Bericht Hilbert [H].

J. Martinet prouve dans [Ml] l’existence d’une base normale pour les
extensions à groupe de Galois diédral de degré 2p, p premier. L’existence
de base normale repose sur une étude qui conduit à un algorithme de con-
struction.

Dans ~M2~, il donne un critère pour que l’anneau des entiers d’une ex-
tension quaternionienne de degré 8, modérément ramifiée possède une base
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normale ; l’article donne des exemples de chacun des cas ; on y trouve le pre-
mier exemple connu d’extension modérément ramifiée sans base normale.
Lorsque la base normale existe, on peut la construire ~C~.
Dans le même article, J. Martinet montre que le groupe des classes pro-

jectives Cé[D4] (D4 groupe diédral d’ordre 8) est trivial d’où l’existence de
bases normales pour les extensions modérément ramifiées de groupe D4.
On donne une démonstration constructive de ce résultat en s’inspirant

des méthodes de [Ml]. La construction que l’on donne peut donc s’appliquer
à tout Z[D4]-module dont on ne connaît qu’une Z-base et dont on sait qu’il
est Z[D4]-libre. On pourraît ainsi construire une base normale des entiers
d’une extension modérément ramifiée à groupe D4 x C2.

Soit le groupe D4 : f Q, T ~ 1 ~4 = T2 = 1, TQT = et une

extension galoisienne de groupe D4 modérément ramifiée. On note Ml
(resp. le sous-corps invariant par T (resp. T7~), MZ (resp. M2)
celui invariant par (resp. TQ3), M le sous-corps invariant par a2, F
le sous-corps invariant par Q et enfin Fi (resp. F2) le corps invariant par
 T, ~2 &#x3E; (resp.  TQ, Q2 &#x3E;). Pour chaque corps K, 7GK est l’anneau des
entiers de K. On note dl, d, d2 les entiers non divisibles par un carré et
congrus à 1 modulo 4 tels que FI = F = ~(~), F2 = Q( Vd2).
L’anneau des entiers 7GM possède une base normale, formée des conjugués

où E = 1 (resp. -1) si le pgcd de dl et de d est
congru à 1 modulo 4 (resp. à 3 modulo 4). L’anneau des entiers du corps
F (resp. Fl, F2) est la trace de ZM sur F (resp. Fi, F2) on note cv (resp.
cvl, w2) la trace de yy sur F (resp. Fl, F2). On a le diagramme de corps
suivant :

1. Images des traces

Proposition 1.1. Supposons Mi/Q modérément rarraifiée. Il existe des
éléments cp, de forment une Z-base de et tels que

-Wl~ 
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Démonstration. Soit u et v E dont les images forment une Z-base de
Les éléments de s’écrivent de manière unique sous la forme :

zuu + zvv + acvl + avec les coefficients a, b, zu, zv E Z. Comme
l’extension est modérément ramifiée, les entiers de Fi s’écrivent :

(u) + ZvTMt/Ft (v) -f- 2aw1 -f- 
Il en résulte immédiatement que (u), TMt/Ft (v) forment une F2-base
de qui est un F2[C2]-module libre dont une base est l’image de wi.
On peut maintenant trouver pi, 1/11 combinaisons linéaires, à coefficients
entiers de u et v formant une Z-base de tels que 

TMt/Ft (?~1 ) aient même image respectivement que wi, Q (cv1 ) dans 
Comme la trace de dans est surjective, on peut retrancher à cp1 un
élément x de pour obtenir un élément cp dont la trace est Wl. On a alors

E 2ZMi = il suffit d’ajouter à ~1
un élément y de pour que l’on = -I- y) ;
on 01 -- . 0

Proposition 1.2. Soit R un sous-Z [D4] -module projectif de ZN, contenant
7lMt et ZM, Sp et 0 deux éléments de Zml tels que =

(1/;), alors il existe un élément 0 E R tel que p = TN/Ml (o), ~ -
TN/Mt (o,(O». Deux choix de 0 diffèrent par un élément de ZM de trace
null e sur Fi.

Démonstration. Si 8 et 0’ sont deux solutions du problème,

Posons À = 0 - 0’, la relation devient

soit en appliquant à la première égalité :

ce qui donne par soustraction : 7-(u(A» = u(7-(A» = T(Q3(.~)) (en tenant
compte des relations dans le groupe). Ceci équivaut à À = a2(À). Comme
R C ZN, À e C = ZM et 0 = À + T(À) = TMIF, (A). Inversement,
si 0 est une solution et À E ZM et TMIF, (À) = 0, À E il est évident

que 0 + À est une autre solution.
Intéressons-nous maintenant à l’existence de 0. Prenons d’abord le cas

particulier où cp = 0. On a donc = 0. On a les doubles inclu-
sions :

En prenant les invariants par T dans la première, par o-2 dans la seconde,
ona: 

-
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Comme R est sans torsion et Z[D4]-projectif, il est cohomologiquement
trivial, en particulier (1 + T)R = RT = il existe donc u E R tel

+ T(u) . Le cas particulier envisagé implique 0 = (1 + 0~2~ (~~ _
(1+a2)TN/Ml (u) = (1-~-Q2)(1~-T)(u) = 0 ce qui est égal, puisque Q2 est dans
le centre du groupe D4, à (1+r)(1+a2)(u) = Comme R
est cohomologiquement trivial il existe v E 7GM tel que TN/M(U) = v-T(v),
puis w E R tel que v = (1 + a2)(w). Calculons :

Il existe 0’ E R tel que 6~-QZ(6~) = u - (w - T (w) ) = ~(B~~)-Q-1(B") (avec
0" = -Q(9~)). Posons alors 8 = B" - T(9") E R, on a bien évidemment
TNIM, (0) = 0, tandis que :

Le passage au cas général se traite comme dans la proposition VI de
~M1~. p

Remarque. Ce qui précède reste valable si on remplace Z par tout autre
anneau de Dedekind A contenu dans Q et les 7GK par la clôture intégrale
de A dans K. En particulier, on peut choisir A = Q ou un localisé de Z.

Comme N /Q est modérément ramifiée, ZN est Z[D4]-projectif, on en
déduit :

Corollaire 1.3. Soit N /Q modérément ramifiée, cp deux éléments de
tels que = U(TNIM, (cp)) alors il existe un élément 0 E ZN

tel que cp = TN/Ml (0), ’l/J = TNIM, (a(O)). Deux choix de 0 diffèrent d’un
élérnent de ZM de trace nulle sur Fl.

Remarque. Comme l’extension N /Q est modérément ramifiée, les À E 7GM
de trace nulle sur Fi sont tous de la forme (1 - 7-) (1 + a’) (x) avec e Z N .
L’élément ( 1 - T) (1 + (2) est à nouveau mis en évidence plus loin.

Si on choisit A = Q comme anneau de Dedekind, on trouve un énoncé
analogue où les anneaux d’entiers sont remplacés par les corps et N est
Q[D4]-libre d’où :
Corollaire 1.4. Soit cp et 0 deux éléments de Mi tels que 

a(TN/Ml (cp)) alors il existe un élément 0 E N tel que cp = TN/Ml (8), ~ _
Deux choix de 0 diffèrent d’un élément de M de trace nulle

sur Fi.
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Corollaire 1.5. Soit R un sous-Z[D4] -module projectif de ZN contenant
et 7GM ; alors R = 7GN.

Démonstration. Soit 0 dans Z N et posons cp = 
la proposition montre qu’il existe 0’ E R tel que cp = 

(Q(8’)). Par le corollaire 1.4, 0 - 0’ E M et par construction 0 - 0’ E
7GN par conséquent 0 - 0’ E et 0 = 0’+ (8 - 0’) E R comme on a déjà
l’inclusion R C 7GN on a l’égalité de ces deux Z[D4]-modules. D

2. Invariants associés à l’anneau ZN

Proposition 2.1. Soit 0 E 7~N vérifiant Les conditions de la proposition 1. 2
alors les éléments (1 +T)Qi(8), (0  i  3) forment une base de 
peut être choisi de telle sorte qu’avec ses conjugués il forme une Q-base de
N/Q.
Démonstration. Avec les notations de la proposition 1.2, les éléments cons-
truits dans l’énoncé sont :

On en déduit que le Z-module engendré par les (1 (0  i  3)
contient Wl, et par conséquent contient

comme cp et 0 forment une Z-base de la première partie est
démontrée.

Supposons maintenant que l’on ait une relation de dépendance linéaire
entre les conjugués de 0, on l’écrit : 0 Appliquons

à cette relation, on obtient quel que soit i :
+ + T)aJ (0) = 0. Comme les (1 forment une

base de on en déduit :

La relation de dépendance linéaire devient :

où l’on peut remplacer 0 par 0 avec ~, E ZM, TM/FI = 0. On peut
donc écrire M = ~ - T(~), A E 7GM et la relation de dépendance se ramène
à : 4(1 - + et À peut être choisi de telle sorte que cette
relation implique ao = ai = 0. D

On a, en résumé, montré l’existence d’un élément 0 de 7GN tel que :
1 - avec ses conjugués il forme une Q-base de N,
2 - 

@ forment une
base de 7GM1

Intéressons nous aux éléments 0 E ~~r vérifiant la condition 2. On a alors :
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Lemme 2.2. Soit 0 tel que TN/Ml (B), TN/Ml (0, (0» @ TN/Ml (a2(0)) et

TN/Ml (~3(B)) forment une base de alors la trace dans Ml/Fl de
( 1 + T) (Ù) est l’un des éléments :1:(17 + 7(17)), ~Q(r~+T(r~)).

Démonstration. La trace de 7GM1 dans Mi /Fi est égale à 7GF1 (ramification
modérée), or elle est engendrée par (1 + T) (1-~ ~2) (9) et (1 +7)(1 +(2)a(0)
qui sont conjugués : c’est donc une base normale de On sait que
iî + en est une et que les autres s’en déduisent par conjugaison et
multiplication par t1. 0

Pour u E Z[D4] et 0 E ZN on fabrique le quadruplet :

Soit 0 et 0’ E ~GN tels que les (1 (0  i  3) forment une base de
et tels que (1 + 7-) ui (0) = (1 (0  i  3) alors :

mais 0 - 0’ E M extension abélienne, les restrictions des automorphismes
commutent. On a donc (1 0’)) = Qi(u(1 -f- T) (0 - 9’)) mais
on sait (proposition 1.2) que (1 + T)(8 - 0’) = 0. Le quadruplet est

indépendant du choix de 6 vérifiant la condition 2. On a par ailleurs les
relations :

L’élément (1 - T)(1 + 0-2) appartient au centre de Z[D4] (divisé par 4 c’est
un idempotent central de l’algèbre Z [D4]) donc (1-T)(1 + 0-2)Z[D4] est un
idéal bilatère de Z[D4] noté 2t.

Prenons maintenant u et v e Z [D4] tels que u-v E 2L Le calcul suivant :

avec g E Z [D4] conduit à :

Proposition 2.3. Le quadruplent ne dépend que de l’image de u
dans l’algèbre Z[D4]/21 et est indépendant du choix vérifiant la condi-
tion 2.

Proposition 2.4. Soit u E Q[D4] tel que pour tout i, 0  i  3

(1+T)a2u E Z[D4], alors il existe v E Z[D4] tel que pour tout i : =

(1 -~- 
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Démonstration. On écrit u = 

L’écriture de (1 E 7G~D4~ montre (en utilisant le calcul (*)
de la proposition 2.1) que les sommes :

appartiennent à Z. Posons :

les propriétés sur les sommes de ai et ak montrent que v E Z[D4] et le calcul
de la proposition 2.1 déjà invoqué montre que l’on a bien (1 =

(1 + T)aiv. E

Lemme 2.5. Les images de 1 + u - aT et T + a - aT sont inversibles dans
l’algèbre 

Démonstration. Cela résulte immédiatement des identités :

3. Existence et construction de la base normale

Definition 3.1. Soit 0 E ZN tel que le quadruplet : f (1 + T)(9),
(1+T)Q((B)), (1+T)Q2(9), (1 +T)Q3(9)} forme une base 13 de Une telle
base est appelée base «normale» de On a vu que l’on peut supposer
que 0 engendre avec ses conjugués une Q-base de N.

À tout élément u E Z[D4] et toute base ((normale» ,~i de on associe
le quadruplet

on a vu qu’il ne dépend pas du choix de 9 définissant la base ,L3 et ne dépend
que de la classe u de u dans Z[D4]/21, on note donc (u(B)) le quadruplet

(0  3) ; nous en étudions maintenant les propriétés.
Théorème 3.2. Soit 8 une base onormale» de l’application qui à
un élément u de associe le quadruplet û(13) d’éléments de 7GM~
établit une bijection avec l’ensemble des bases «normales» de 

Démonstration. On remarque d’abord que si u E Z[D4] les éléments =

sont des combinaisons linéaires des 0j . Si t6 est inversible dans

Z[D4J/2t, il existe v et fi e Z[D4] tels que vu = 1 + J-t(1 - T)(1 + (2) et
donc :
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Comme s’exprime comme combinaison linéaire à coefficients entiers
des ces derniers forment une nouvelle base. Si ,~ est une base «normale »
de alors t6(S) en est une autre.

Soit B’ une autre base «normale» de il existe, par définition, 8’ E ZN
tel que ~3’ = (0j) ; comme on peut aussi supposer que 0’ engendre avec ses
conjugués une Q-base de N, il existe u et ~c’ E Q[D4] tels que 0’ = ~c8,
8 = u’0’ et uu’ = 1. On en déduit immédiatement que 0( = (1 + 
et que 82 = (1 + comme on a deux bases de ZMI il en résulte

que quel que soit z, (1 + r)aiu et (1 + appartiennent à Z[D4]. En
appliquant la proposition 2.3, il existe v et v’ E Z[D4] tels que pour tout i :
92 = (1 + et 82 = (1 + r)aiv’(O’). Le calcul de la proposition 2.1
montre que u - v, u’ - v’ appartiennent à (1- T) (1 + ~2)~(D4~, il s’ensuit
que uu’ - vv’ =1- vv’ E Z [D4] f 1 ( 1- T) ( 1 + ~2 ) ~ (D4~ . Déterminons cette
intersection. Soit

En développant on obtient :

autrement dit vv’ = 1 dans Z[D4]/2L L’application de (Z[D4]/2t)* dans
l’ensemble des bases «normales)) est surjective.

Enfin, l’application û H u(B) est injective. Soit tels que û(~3) _
v(B), u, v des représentants de ù et v puisque les deux bases construites
sont les mêmes, quel que soit i (0  i  3) (1 + v)(0) = 0. Si
on = + comme 0 est une Q [D4] -base de lV on a
(1 v) = 0 ce qui implique que l’on a les relations = 0,
on en déduit comme précédemment que u - v E 2( et donc t6 = v. 0

Ces propriétés étant établies, on peut passer à la construction de la base
normale.

Soit 0 E ZN tel que {(1 + T)~i(9) ~ 0  i  3} est une base «anormale»
de ce 8 est défini à l’addition près par un élément À E ZM tel que

(il) = 0. On en déduit que si 0’ E ~N donne la même base «anormale»
de TNIM (0’) = TNIM (0) + 2À. La base «normale » de ZMI définit ainsi
un élément de Z M /2Z M.

Ecrmons :

On s’est imposé ’
On obtient, puisque l’égalité :
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soit a + c = 1, b + d = 0. L’image de est congrue, modulo 2, à
l’un des éléments q, T(?7), 77 + ~(?7) 2013 + a(r¡) - On a vu

(lemme 2.4) que l’image de u dans où u est l’un des éléments T,
1 -~ ~ - QT et T + Q - ~T est inversible, on en a calculé l’inverse. Soit v
un représentant dans Z[D4] de cet inverse, on remplace 0 par 81 = v(0).
Le théorème 2.2 montre que les (1 + forment encore une base

«normale» de De plus = i’N/M(v9) = vu(ri). Les identités

Q)(1 + montrent que = 2x avec x E 7GM dans le noyau
de la trace de M dans Fi. On peut donc remplacer 01 = Bl - x
sans changer la base «normale» et supposer que = ZM,

= 7-Mi -

Proposition 3.3. Le module Z[D4]0 est libre et contient et ZM.

Démonstration. Si Z[D4]0 n’est pas libre, on a une relation de dépendance
linéaire (**) comme dans la proposition 2.1, mais en prenant la trace sur
M, en utilisant que = 17, on obtient

ce qui implique ao = ai = 0. On utilise alors (*) qui montre que les
conjugués de 0 sont linéairement indépendant.
Les inclusions de l’énoncé sont prouvées dans les calculs précédents. D

On conclut grâce au corollaire 1.5 que le 0 ainsi construit définit une
Z[D4]=base de 7GN.

4. Un exemple

Le nombre de classes (au sens large et au sens restreint) du corps F =
~( 37 x 761) vaut 4. Le corps de classes de Hilbert N de F est une
extension diédrale modérément ramifiée de Q à groupe D4 ; construisons
une base normale de son anneau des entiers.

N contient le corps des genres M = Q( V37, y761) de F. On pose

Fi = Q( V37), son anneau des entiers admet comme base 1, (.¡Jl = 1+2 37, il

est principal ce qui facilite les calculs. On note cvi = 1-2 37, racine avec wl
de

L’idéal (761) est décomposé dans FI : 761 = (29 + 5wl)(29 + La
relation 29 + 5cv1 = (9 + cvl) + 4(5 + wl) mod 4 prouve d’une part
que N est la clôture galoisienne de Ml = Q( 29 + 5cv1) et d’autre part que
les entiers de Ml admettent 1, comme base relative sur ceux

deFi.
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Le corps N est le composé des corps Mi et M( = Q( 29 + 5w[ ) dont
les discriminants sur Fl sont premiers entre eux. On a donc une base des

entiers de N relativement à Mi : 1, w~ 29+5‘~’1. .
On veut maintenant construire des entiers § et ib de Mi dont les traces

sur F1 sont wl et 1 - wi. Puisque = wi, on

pose : - wl + 29+‘5‘’1 ; comme o;i + 9, on choisit
~ = 5 - On vérifie immédiatement que fwj, wi, ~, constitue une
base de l’anneau des entiers de Ml.

L’étape suivante consiste à construire un élément 0 entier de N tel que
TN~MI (8) - 0, TN/Mt (a(9)) = 1/;. Pour cela on précise l’action du groupe
de Galois de N /Q, a et T sont caractérisés par : 

r-

Partons d’un élément de Mi dont la trace sur Fi vaut 1. On peut choisir
-(4 + on construit alors 01 = -Ç(4 + qui est tel que :

de trace sur Mi égale à qui se récrit :

Il faut remplacer 91 par 61 + (1 - T)(z) où z est un entier de N tel que

On sait que z s’écrit de manière unique
avec a et b entiers de Ml, on a alors : (1 - T)(z) = b 29 -f- 5wi, ensuite

et enfin : O O

Il suffit de trouver b entier de Mi dont la trace sur Fl vaut 5. Les calculs
de traces déjà effectués dans MlIF1 mènent à b = 2013(20+3~i) + (5~i +1)~.
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On pose maintenant :

On calcule la trace sur M de 6

que l’on exprime ensuite au moyen de et de ses conj ugués :
Il faut

donc remplacer 0’ par 1 On obtient :
dont

la trace sur M est :

qui diffère de a par le double d’un élément du noyau de la trace de M / FI.
On en déduit une base normale 0 = 0" + 4a - 4T(a) - 6~(a) -t- 6~T(a). On

ce qui donne :

, _, ,

qui conduit finalement à

Un calcul de déterminant valide le résultat.
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