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Théorémes de réflexion

par GEORGES GRAS

RESUME. Soit K un corps de nombres contenant y, et muni d’un
groupe d’automorphismes G d’ordre étranger & p ; pour toute
représentation F,-irréductible V, de G, de caractere x, et tout
G-module M, soit rg, (M) lentier r maximum tel que M/MP
contienne V7.

Nous établissons par exemple la formule générale explicite sui-
vante :

rgx“ (Ceﬂs") - rgx(ng) = Px (T, 5)7

ou T et S sont des ensembles finis disjoints de places de K tels que
T U S contienne les places au-dessus de poo, ou C’Ei est le groupe
de classes généralisées qui correspond, par le corps de classes, au
groupe de Galois de la p-extension abélienne maximale T-ramifiée,
S-décomposée de K, et ou p, (T, S) est une expression algébrique
élémentaire et * Iinvolution qui échange les caracteres selon la
dualité de Kummer classique.

Cette formule, ainsi que celles obtenues en dehors de ’hypothe-
se sur les places au-dessus de poo, conduisent a la théorie la plus
générale du “Spiegelungssatz” de Scholz-Leopoldt-Kuroda (i.e.
avec conducteurs), 4 la généralisation d’un grand nombre de résul-
tats isolés (notamment dans le subtil cas p = 2), et enfin & des
formules de rangs pour les principaux invariants arithmétiques
attachés a K.

ABSTRACT. Let K be a number field containing p, and supplied
with a group of automorphisms G of prime to p order ; for all
F,-irreducible representation V, of G, with character x, and all
G-module M, let rg, (M) be the maximal integer r such that
M /MP contains V.

We obtain for instance the following explicit general formula :

gy~ (CZ?) - rgx(Cég) = px(T,S),
where T and S are finite disjoint sets of places of K such that
T U S contains all places above poo, where Cl3 is the generalized

Manuscrit regu le 24 octobre 1997.

Mots-clés. “Spiegelungssatz” avec conducteurs, théoréme de Scholz-Leopoldt-Kuroda, corps
de classes, groupes de classes généralisées, unités, représentations et caractéres, x-rangs, p-rangs,
extensions de Kummer, décomposition des idéaux premiers, p-ramification abélienne, conjecture
de Leopoldt-Jaulent, K-théorie des anneaux d’entiers.
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class group corresponding, by class field theory, to the Galois
group of the maximal abelian p-extension, T-ramified and S-
splitted of K, and where p, (T, S) is an elementary algebraic ex-
pression and * the involution which acts on characters according
to classical Kummer duality.

This formula, and those obtained without the hypothesis about
the places above poo, give the most general “Spiegelungssatz” of
Scholz-Leopoldt-Kuroda (i.e. with conductors), generalizations
of a great number of isolated results (especially in the subtil case
p = 2), and rank formulas for the main arithmetical invariants
attached to K.
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INTRODUCTION.

La forme générale du “Spiegelungssatz” pour les p-groupes de classes des
corps de nombres, dans le cas “semi-simple”, a été donnée par Leopoldt
dans [Le] en 1958. Le cas des p-groupes de classes généralisées a été ensuite
abordé par Kuroda dans [Ku] en 1970. Enfin des extensions au cas “non
semi-simple” ont été établies ultérieurement par Oriat [O1], qui a également
approfondi le cas p = 2 (cf. [02], [03]), et par Oriat et Satgé [OS]. Des cas
particuliers avaient été démontrés auparavant, principalement par Kum-
mer [K], Hecke [Hel] et Scholz [Sc|, le travail de ce dernier étant le plus
emblématique dans la mesure ou il compare les 3-rangs des groupes des
classes des corps quadratiques Q(v/d) et Q(v/—3d), d € Z.

Le ”Spiegelungssatz” classique consiste essentiellement en des inégalités
sur les p-rangs de composantes convenables du groupe des classes d’idéaux
et conduit également & des théoremes d’annulation de groupes de classes
réelles, dans le cadre de I'arithmétique abélienne, & partir de I’annulation
classique des groupes de classes relatives par l'idéal de Stickelberger
(cf. [G5], [O4], [S] pour le corps de base Q, une théorie générale devant
normalement résulter des conjectures de Stark [TBS, chap.IV, §6]).

Or il se trouve que des situations plus générales (par exemple celle des
groupes de classes C’E{?, correspondant au corps de classes T-ramifié, S-
décomposé) sont également susceptibles du méme principe, lequel, rappe-
lons-le, “compare” la théorie de Kummer et la théorie du corps de classes ;
Pintérét d’introduire des groupes de classes généralisées réside dans le fait
que, dés que T U S contient les places au-dessus de p, les relations du
“Spiegelungssatz” sont des égalités, contrairement au cas du théoréeme de
Leopoldt, ce qui permet de mieux comprendre les véritables “symétries”
du théoréme de réflexion. Il en résulte également des formules de rangs de
groupes de Galois de diverses p-extensions abéliennes, attachées naturelle-
ment & un corps de nombres, comme celles données dans [G1], [G2], [G6],
puis, de fagon systématique, par Jaulent dans [J1], [J2], [J3], [J4]. En outre,
une étude approfondie de ce principe donne des renseignements plus précis
que ceux usuellement énoncés dans la littérature. C’est ce que nous allons
développer ici systématiquement, et selon un nouveau point de vue qui
permettra d’interpréter les inégalités classiques.

Ce travail n’utilise que la théorie du corps de classes et celle des représen-
tations des groupes dans le cadre semi-simple, mais avec la plus grande
généralité possible. De ce fait, ce texte nécessite un systéme de notations
en rapport ; nous avons choisi, au prix d’une certaine surcharge, de n’utiliser
que des notations trés explicites.

Le chapitre I a pour but d’établir 1’énoncé suivant (théoréme 5.18) qui
constitue le résultat principal de ce travail, et qui, joint au théoréme 5.21,
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conduit a tous les énoncés particuliers du chapitre II et les calculs de rangs
du chapitre III :

Soit p un nombre premier, soit K un corps de nombres contenant le
groupe (i, des racines p-iémes de 'unité et muni d’un groupe d’automor-
phismes G d’ordre étranger a p.

On fixe deux ensembles T et S finis, disjoints, G-invariants, de places de
K (T =Ty C Pty, formé de places finies, S = SoU S C PfyU Pl formé
de places non complexes), on désigne par T, = T'N P¢,, Sp = SN Plp, les
sous-ensembles de places p-adiques de T et S, et on pose :

T* = TU(PLly—Sx), S*=SU(Pl, —Tp, —Sp),
m* = [ e[[e II #=,
p€So—Sp PpES, pEPL—T,—Sp
ou e, est l'indice de ramification de p dans K/Q(up).
Alors on a, pour tout caractére Q,-irréductible x de G, et avec
x* = wx ™!, Iégalité générale suivante ! :
T8 (ng‘) - rgx(Cd‘C:) = Px (Ta S)a
qui, pour G = 1, donne la relation suivante sur les p-rangs :
g, (Ce7) — 18y(Clas) = IT| + 3 _ [Kp : Qo] — 1S0] — 2 = 82,5l Scol-
peT,

Dans le cas particulier ot T, U Sy, = Pfp et Soo = Dou Pl,, il y a
“échange” de la T-ramification et de la Sp-décomposition ainsi que (pour
p = 2) des sens “ordinaire” et “restreint” pour donner les égalités :

I, (C’E‘;Pres) - rgx(Cfggrd) = px (T, So),
gy (CL**) — 18, (CEE™) = px (T So U PLL,),
qui, pour p # 2, se réduisent (avec Sp = S) a:
1g,- (C13) — 18, (CL§) = py (T, S).

!Dans cette égalité, Clga est le groupe de Galois de la p-extension abélienne T-ramifiée, S-
décomposée, maximale de K et Cla: celui du p-corps de rayon modulo m*, T*-décomposé (on
a CLT, = CtL. dés que Tp U Sy, = PLy) ; le x*-rang de C€5. est donné par celui de C£5, avec
n= HpeT—Tp pIl, eT, PPer +1; enfin, py (T, S) est une constante galoisienne élémentaire.
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Chapitre I. Théorie générale du “Spiegelungssatz”
1. THEORIE DE KUMMER ELEMENTAIRE.

Soit K un corps de nombres, et soit G un groupe d’automorphismes de
K, de corps fixe k ; on suppose que K contient le groupe u, des racines
n-iemes de 'unité pour un certain entier n > 2. On consideére les extensions
abéliennes finies L/ K d’exposant diviseur de n et galoisiennes sur k. 2

Fixons une telle extension L de K. Dans K*/K*" on consideére le radical
de L/K :

(1) W = Rad(L/K) = {w € K*/K*", {/w € L},

ou {/w signifie {/o pour un représentant a € w (ceci a un sens car {/a
est défini modulo p, K*, mais p, C K). Il est clair que G opére sur W
puisque L/k est galoisienne (mais on ne sait pas encore que L = K (/W)).

On désigne par :

A = Gal(L/K)
le groupe de Galois de L/K ; puisque 'on a supposé L/k galoisienne,

G opere par conjugaison sur A, et on pose pour tout s € G et tout a € A :
1

a® =s'as'™,
pour n’importe quel s’ € Gal(L/k) prolongeant s.
Proposition 1.1. On a l’isomorphisme canonique de groupes :
W ~ Hom(A, un) noté A
Démonstration. Soit w € W ; on lui associe ’application ¢,, suivante 3 :
@ bw:A— pn
a —(Yw)* .

On a bien ¢, € A car

ow(ab) = (Yw)? ! = (Yw)PeDH-1 = () 1 (Yw)b!
= Puw (a’)(p‘w (b)7
pour tout a, b € A, ce que I'on peut écrire sous la forme d’une application

f:
3) fW— A

w— gy = (V) Ha
dont on vérifie que c’est un homomorphisme de groupes.

20n retrouve la théorie de Kummer classique (i.e. sans groupe opérant) en faisant G = 1 et
donc k = K.

3Dans laquelle la racine de I'unité ( Y/w)*~! ne dépend pas du choix de ¥/w défini modulo
KX,
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Si, pour le représentant o de w, on a ({Y@)?"! = 1 pour tout a € A,
alors {/a € K, et w= K*". D’ou l'injectivité de f.
La surjectivité de f est donnée par le “théoréme 90” cohomologique :

HY(A,L*) = 0 (cf. [S2, chap. X]) ;

en effet, tout élément ¢ = (), € A définit un 1-cocycle ; il existe donc
u € L* tel que {, = u®! pour tout a € A, et w = u"K*™ € W convient
comme antécédent.

Corollaire 1.2. Ona L= K(VW).

Démonstration. On a donc & montrer que L C K(Y/W) = K(3/Rad(L/K))
au sens de (1) ; il suffit que 'on ait M = K({/Rad(M/K)) pour toute ex-
tension M/K cyclique de degré d|n, M C L (car on a V = Rad(M/K) C
W = Rad(L/K) et L est un composé de tels corps M) : comme, d’apres
la proposition 1.1, V ~ Gal(M/K), V = (v) est cyclique d’ordre d,
d'ott v = BYIK*" B € KX B ¢ K*¥? pour tout d'|d, d' # d ; or
K ({/v) = K({/B) est bien de degré d sur K : si o est un générateur de
Gal(K(¥/B)/K), on a a(/B) = (B, ¢ € pq ; si d'|d est 'ordre de ¢, il
vient o((¥B)%) = (¥/B)?, soit B € K*¥?  ce qui implique d’ = d. D’ol
K(V/B) =M.

Définition 1.3. On munit A de la structure canonique de G-module définie
par ¢*(a) = (p(a®""))* pour tout a € A (p € 4, s € G). *

Le probléme est alors le suivant : comment Papplication f (cf. (3)) se
comporte-t-elle vis-a-vis des opérations de G sur A, A et W? Pour cela on
doit introduire le “caractére cyclotomique” 6 :

Définition 1.4. On désigne par § : G — (Z/nZ)* le caracteére de I’action
de G sur py, (ie. tel que s(¢) = ¢%®) pour tout ¢ € u, et tout s € G).

Théoréeme 1.5. L’isomorphisme W =~ A (cf. proposition 1.1) est un iso-
morphisme de G-modules (cf. définition 1.8 pour la loi de G-module) ;
autrement dit, pour tout w € W = Rad(L/K) et pour tout s € G, on a

s)s—1
(Yw*)e! = (/w)?*" —1, pour tout a € A.

Démonstration. Soit s’ un prolongement de s dans Gal(L/k) ; comme les
radicaux sont définis modulo u,, on peut toujours supposer que Vws =

4L’écriture ¢*(a) = p(a®) ne définit pas une loi de G-module & gauche ; quant 3 Pécriture
¢*(a) = Lp(a"_l), elle définit une loi de G-module & gauche qui n’a pas les bonnes propriétés
fonctorielles qu’on attend.



THEOREMES DE REFLEXION 405

(/w)* , auquel cas il vient :
Pws (a) = (Vn ,ws)a—l = (W)(a——l)s’ — (W)MI_SI

= ()T = ()T (car (V)T N € )
= (w(@®™))* (cf définition 1.3),

ce qui démontre le premier point ; ensuite, on a :
-1 -1 -1 . -~
0u(@) = (pu(@® )" = (pula* )" = py(a”)*7) (puisque py, € 4)

= (T

D’ou le théoréme.

Corollaire 1.6 (dualité de Kummer). Il existe une forme bilinéaire non
dégénérée \ définie par :
AM:WxA — Pn
(w,a) — (Fw)* ! = pu(a)
(cf. (3)), pour laquelle on a, pour tout s € G :

Aw?,a) = A(w,a®@™),

et telle que, pour tout sous-groupe V de W et tout sous-groupe B de A, on
a:

() Vi:i={a€A, Mw,a)=1, Ywe V}=Gal(L/K(VV)),
(ii) Bt:={weW, \w,a) =1, Ya € B} = Rad(L?/K).

Démonstration. La forme X est non dégénérée : si (/w)?~! = 1 pour tout
a € A, cest que Yw € K (i.e. w=K*");si({yw)* ! =1 pour tout
w € W c’est que a fixe K(Y/W) = L, donc que a = 1.

L’action de G est une autre écriture de la relation donnée par le
théoreme 1.5.

On a ensuite : ¢ € VI < (w)* ! =1,Yw € V <= a fixe V¥V <
a € Gal(L/K(/V)).

On aenfin : w € B+ <= ({w)*"! =1, Va € B <= {/w est fixe par B
< {Yw € LP <= w € Rad(LB/K).

Remarque 1.7. On pourra également se référer a4 1’approche cohomo-
logique de la théorie de Kummer décrite par Birch dans [CF, chap. III].

2. DECOMPOSITION DES IDEAUX PREMIERS DANS UNE EXTENSION DE
KUMMER CYCLIQUE DE DEGRE PREMIER p.

Soit K un corps de nombres contenant p, = ({) pour p premier, et soit
w € K*/K*P. Sip est un idéal premier de K, les valuations p-adiques des
éléments de w définissent un élément de Z/pZ noté par abus v,(w).
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Désignons par K, le complété de K en p, puis par O,, U, FP, son
anneau d’entiers, son groupe des unités (muni de la filtration habituelle
Ué’) = 1+ p'O,, i > 1) et son corps résiduel. On a alors (d’apreés [He2,
§39] et [H]) :

Théoréme 2.1. Soit p un idéal premier de K et soit w € K*/K*P repré-
senté par un élément o € K* ; on a les résultats suivants :
(i) Sivp(w) # 0 dans Z/pZ, alors K(w)/K est ramifiée en p.
(ii) Supposons v,(w) = 0, auquel cas on peut supposer o € KX NU, :
(ii); Sip { p alors p est décomposé (resp. inerte) dans K(¥/w)/K si

ac F:p (resp. sinon).
(ii)2 Si p|p alors K(f/w)/K est non ramifiée en p si et seulement si il
existe &, € U, tel que :
a= f;’; mod p(1 - ¢)O ;

lorsque c’est le cas, p est décomposé dans K(Y/w)/K (i.e. a € K;P) si et
seulement si, en posant a = €5(1+p(1 —¢)n,), My € Op, on @ :

trg, /g, (7,) = 0.

Remarques 2.2. (i) Soit e, l'indice de ramification de p dans K/Q(u,) ;
la congruence :

a= ff,’ mod p(1 - ¢)Oy, &, € Uy,
est équivalente & la suivante :
a = £ mod pP** O, &, € U,

car p(1 — ¢)O, = pP¢*O,, mais cette derniere écriture ne permet pas de lire
facilement la nature de la décomposition de p dans K (¢/w)/K. Enfin, pour
approcher 7,, il suffit de calculer :

at, P -1

p(1-0)

(ii) L’application trace dans FP /B, est surjective ; ainsi on peut déter-
miner une fois pour toutes 1) € U, tel que trg /g (7)) = 1 par exemple, et

on aura inertie de p dans K (¢/w)/K (ie. a ¢ K,P) si et seulement si il
existe A € Z — pZ et £, € U, tels que :
o

1+p(1=¢)And

modulo p.

= ¢2 mod p?*r 10,

50n adonc o € K;” si et seulement si il existe £, € Up tel que a = £,* mod p(1 ~ ()POp ;
mais ayant obtenu a = 5{,’ (1 4+ p(1 — {)np), la solubilité de la congruence précédente est donc
caractérisée par la condition (plus immédiate) de nullité de la trace résiduelle de np.
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Lorsque le degré résiduel de p dans K/Q est étranger a p, on peut prendre

773 = 1, auquel cas p est inerte dans K({/w)/K si et seulement si il existe

ANEZ-—pZet§, €U, tels que :
o

—_ =P pep+1

1+p(1—()/\—£" mod p O,.

Exemples 2.3. Pour K = Q(v/-23,7), j racine primitive cubique de
I’ unité, considérons K (¥€) pour ¢ = 1(25 + 3v/69) (unité fondamentale
de Q(v/69) C K) ; en remarquant que € = —(1 + 3v/69) mod 9, on a donc
e=(—1)3(14+3v=3v=23) = (-1)3(1+3(1-7)j+v/—23) mod 9 (car /-3 =
(1 = 3)), dou e = (—1)3(1 + 3(1 — j)n) avec n = j4/—23 = /=23 mod p
(pour tout p|3 dans K). Comme 3 est décomposé dans Q(v/—23), v/—23 =
A mod p (avec A = £1), ce qui montre que 3 est inerte dans K(¥/e)/K [il
est clair que K (/¢)/K est partout non ramifiée, et on peut enfin vérifier
que K (/€)/K est le composé HQ(j), ou H est le corps de classes de Hilbert

de Q(v/—23))].

Démonstration du théoréme. Les points (i) et (ii); étant évidents, sup-
posons que o € w est une unité p-adique et que p|p. On rappelle (cf.[S2,
chap.III, § 5]) que K, admet une unique extension cyclique non ramifiée de
degré p qu’il convient de définir de facon kummérienne :

Lemme 2.4. Soit k = 1+ p(1 = {)n, n € O,. Alors K,(¥/k)/K, est

non ramifiée ; elle est de degré p (i.e. k ¢ K,?) si et seulement si on a

trg, /g, (M) # 0.

Démonstration. On remarque que z = ¢/k — 1 est racine du polynome :
XP +pXP 4 L +pX -p(1-On;

ensuite y = ﬁ est racine du polynome :

P=Y"+ Y oY+ —L_y- L __p
D o

ou les o; sont multiples de 1 — ¢ dans Z[¢]. On a H (1-¢Y =p, dou:
i€[1,p

p 1-¢ i—1
i€[L,p[ i€(L,p[
= (p—1)!'=-1mod (1-).
Par conséquent, I'image résiduelle de P dans K,[Y] est :

P=YP-Y +7;
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c’est un polynéme séparable sur fp qui a 0 ou p racines dans fp puisque
si P(y) = 0 pour ¥ € K,, on a P(F+@) = 0 pour tout @ € E,. On sait
également qu’il est irréductible sur f,, si et seulement si il n’y admet pas
de racines. 6

Le lemme de Hensel montre alors que si P a une racine dans K, P a une
racine dans K, et on a k € K, ; sinon (i.e. si P est irréductible sur K,),
P est irréductible dans K,[Y] et K,(¢/k) est une extension non ramifiée de
degré p de K,.

Comme Ker(tr?p /lﬁb) ={t-%, t€ K,}, le lemme en résulte.

Ainsi, connaissant 'extension résiduelle K, /B, il suffit de poser :

(1) ko =1+ p(1 —)nd, avec trg, /g, @) =1,
pour définir ’'unique extension de Kummer non ramifiée de degré p de K, ;
pour [K, : ] étranger & p, on peut prendre :

(1) Ko =1+p(1 ).

Revenons maintenant & I'extension K,(¥/a)/K,. Si cette extension est
non ramifiée en p c’est que, par unicité, a = &5k, & € U,, A € Z (cf. (1)),
et on obtient la congruence a = ¢ mod p(1 — ¢)O,. On a donc bien une
équivalence, ce qui démontre complétement le point (ii)2 du théoréme.

Remarques 2.5. (i) En utilisant le théoréme d’approximation, on peut
écrire que K(¢/a)/K (o supposé étranger & p) est non ramifiée en p si et
seulement si il existe £ € K* tel que l'on ait, dans K :

a=¢P modp(l —();

si c’est le cas, la décomposition de p dans K (¢/a)/K se lit sur les images
résiduelles modulo p|p de I’élément p-entier :

al P -1

p1-¢)°
En particulier (cf.remarque 2.2, (ii)), si le degré résiduel de p|p dans
K/Q est étranger & p, alors p est inerte dans K (¢/a)/K si et seulement si
il existe A € Z — pZ et £ € K* tels que :
a

— = ¢P mod pPer .

Trpl-on - o modF
(ii) Le cas p = 2 est particuliérement simple puisque, pour un corps de
nombres K quelconque et pour o € K*, étranger a 2, 'extension K (/a)/K
est non ramifiée en 2 si et seulement si il existe £ € K* tel que :

a=¢2mod (4) ;

SEn effet, un Kp-isomorphisme non trivial ¢ de Kp(y) (P(3) = 0, ¥ ¢ Kp) est tel que
o(g) =9+, a € B ; or ceci définit un Kp-automorphisme d’ordre p de Kp(y).
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si c’est le cas, on forme :
at~2-1
4

pour en déduire la décomposition de p|2 dans K(1/a)/K. Si le degré
résiduel de p|2 dans K/Q est impair alors p est inerte dans K(v/o)/K
si et seulement si il existe £ € K* tel que :

mod p,

% = ¢2 mod 4p.

(iii) Le lemme 2.4 montre que le plus petit module p”, tel que ”:

h
2) UM =140, c K,
est donné par :
(2" ph =p(l-Cp= ppe,,+1'
(iv) On démontre facilement (en déterminant la suite des groupes de ra-
mification G = Gy = --- = G}, Gi41 = 1, et en notant que le p-conducteur

normique de K({/a)/K est donné par pt*! (cf. [H], [S2, chap.XV, §2])),
que, pour p|p :
(iv)1 si vp(a) = 0 mod p, et si I'on suppose qu’il y a ramification, alors
le p-conducteur normique de K(¢/a)/K (o pris étranger a p) est :
ppe,+1—m,

ol m < pe, est 'entier maximum pour lequel la congruence :
a = £P mod p™

a une solution dans K ;
(iv)2 si vy(a) # 0 mod p, ce p-conducteur est égal & pPerTL.

Définitions 2.6. Soit K un corps de nombres contenant up, et, pour p|p,
soit e, l'indice de ramification de p dans K/Q(up) :

(i) Les modules pPé et pP**1 g’appellent respectivement le module de p-
primarité et le module de p-hyperprimarité dans K (cf.[H]).

(ii) Un élément oo € K* est dit p-primaire s’il est de la forme :

a=E1+p1-{n), & €KY, ny €0,

Il est dit p-primaire, s’il est p-primaire pour tout p|p ; par conséquent,
a € K* est p-primaire s'il est de la forme :

a=E(1+p(l-)n), £ € K™, oun € K est p-entier.
(iii) Soit Ap un ensemble d’idéaux premiers p au-dessus de p dans K ; alors

si F' est un sous-groupe de K, on désigne par FA , p:im le sous-groupe de

"Pour P|p, Uéh) C K, équivaut en fait & Uph) C Uél)”.
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F formé des éléments p-primaires pour tout p € A,. Si A, est 'ensemble
de tous les idéaux p|p, ce sous-groupe se note Fp._prim -

Les résultats précédents conduisent également & la formulation suivante
qui nous sera utile dans la section 5 :

Proposition 2.7. On a la suite ezacte canonique (ot p|p, pp = (()) :
1— U,f”e’) nUél)” — U‘S”e") =y — 1

a=1+p(l = ()n— ("FermD.

3. CARACTERES p-ADIQUES.

Fixons un nombre premier p ; considérons comme corps de base le corps
Qp des nombres p-adiques et soit C, le complété d’une cloture algébrique
Q'8 de Q,.

3.1. Caracteres Q-irréductibles.

Soit G un groupe fini d’ordre g et soit ¥,(G) = V¥ (resp. %X,(G) = X%)
I'ensemble des caractéres Cp-irréductibles (resp. @Q,-irréductibles) de G.
Rappelons comment sont obtenus les éléments de X & partir de ceux de ¥
(d’apres [S1, §12]) :

Soit ¢ € U et soit o € Gal(Q5'® /Q,) ; si 'on pose :

(1) (9%)(s) = o(t(s)), pour tout s € G,

on définit oy € ¥ qui est dit un Q,-conjugué de 1.
On sait que pour tout x € X, il existe un caractere absolument irréducti-
ble 1 € ¥ et un entier m,, (I'indice de Schur) 2, tels que :

(2) X=myy ¥,
wl

la somme étant prise sur ’ensemble des Q,-conjugués distincts ¢’ de 1.
On utilisera la notation :

3) ¥Y'Ix,

pour indiquer que 1’ € ¥ est un terme de x dans la somme ci-dessus.
Pour calculer Zw’lx ', considérons le corps Q,(1g,), OU go est par ex-
emple égal au p.p.c.m. des ordres des éléments de G, et posons :

I'= Gal(Qp (l"go)/@?)’

identifié canoniquement & un sous-groupe de (Z/goZ)*. Le corps des valeurs,
sur Qp, des caractéres 9', ¥'|x, est une extension ne dépendant que de ¥,

8Pour le calcul de m, en général, voir [S1, §12.2] ; dans la situation “semi-simple” (p ne divise
pas g) que nous considérerons, les m, seront tous égaux a 1.
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notée Qp(x), contenue dans Qp(pug,), et alors (cf.[S1, §12.4]), tout Q-
conjugué de 1)|x est de la forme ® 9, ou :

4) ¥?(s) = (s*), pour tout s € G,-

pour a € (Z/goZ)* correspondant & o € ' (i.e. tel que o(£) = £® pour tout
£ € Ngo)'

Conclusion 3.1. Posons I'y = Gal(Qy(pg,)/Qp(X)) et désignons par D,
un systéme ezact de représentants dans (Z/goZ)* des éléments G € T'/Ty ;
on a donc, en fizant arbitrairement un terme ¢ € ¥ de x :

X = My Z oY = m, Zz/;“.

7€l /Ty a€Dy

Si (1) est le degré commun des Qp-conjugués de 1, alors le degré x(1)
de x est donné par la formule :

x(1) = my |Dy| ¥(1), ¥[x-

Définitions 3.2. Soit ¢ € ¥,(G) ; on appelle noyau de 1, le noyau d’une
représentation p : G — Aut(V) de caractére 1, & savoir, Ker ¢ = {s €
G, ps =idyv} = {s € G, ¥(s) = ¥(1)} (cf.[S1, §6.5, ex.2]). On remarque
que Ker v ne dépend pas du choix du Qy-conjugué de v et que 'on peut
ainsi noter Kerx ce noyau commun. On en déduit un caractére x' de
GX = G /Ker x, Qp-irréductible, de noyau trivial, appelé le caractéere fidele
associé a x.

3.2. Définition des xy-composantes et des x-rangs (cas semi-simple).
Supposons maintenant que p ne divise pas ’ordre g de G ; on a alors les
simplifications suivantes :

Lemme 3.3. Lorsque p ne divise pas g, on a m, = 1 pour tout x € X,(G)

(cf. conclusion 3.1) ; en outre, R, = Zy[Gley, avec ey = %ﬁ 3 x(s™Y)s,
s€EG
est isomorphe a Ualgébre de matrices My(1y(Zp(X)), ot Zy(x) est 'anneau

des entiers de Q,(x) (i.e. anneau des valeurs de |x sur Zp).

Démonstration. Les Rl—;ex constituent un systéme fondamental d’idempo-
tents orthogonaux centraux de Q,[G] et méme de Z,[G]. D’apres [R, §17],
’algébre simple Qy[Gle,, est isomorphe & une algébre de la forme M;(Cy),
ou Cy est un corps gauche, et, dans cet isomorphisme, Z,[Gle, a pour
image M;(Zy) ou Z, est le Z,ordre maximal de C, ; d’apres [R, (41.7),
(14.3)], dés que p 1 g, les algebres considérées sont non ramifiées, d’ot le fait

9Notation & ne pas confondre avec la puissance d’un caractere.
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que C, est un corps (commutatif), ce qui démontre que m, = 1 (cf.[S1,
§12.2]). _

Comme le caractére de Qy[Gley est ¥(1)x, on a r = (1), d’ou [C) :
Q] = |Dy] ; il suffit alors de montrer que @Q,[Gle, contient un sous-corps
isomorphe & @, (x) pour en déduire que Cy est isomorphe & Q,(x) ; or on
vérifie immédiatement que I’application :

o) Q[Glex — @ (0[Gley, Blx fixe,
Tey —> Ty
oll ey = %1—) scq ¥(s71)s, est un isomorphisme de Qy-algebres [si zey =
0, pour z € Q,[G], on a 0 = €T /T o(zrey) = 7l /Ty zo(ey) = zey ;
siy € Q([G], = = Fgerr, o(yey) € Q[G] et est tel que zey, =
(Xzer/r, o(W)esy)ey = yey ], et que Qp(x)ey = Qp(X). D’olt le lemme.
On a donc :

Z,|G] = & R,.
(6) »lG] x?x X
L’algebre R, est, d’aprés le lemme 3.3, un Z,-module libre de rang :
(7) dimg, Ry = |Dy|((1))* = x(1)%(1), lx.

On rappelle maintenant que si p ne divise pas g, les représentations
irréductibles sur @, et I, se correspondent bijectivement (cf.[S1, §15.5]),
par “réduction modulo p”, de la fagon suivante :

SiU est une QQ,-représentation irréductible, pour tout Z,-réseau M de U,
stable par G (i.e. tout sous-Z,[G]-module de Z,rang maximum), M/MP?
définit une unique F,-représentation irréductible V' ; ainsi on peut parler
du caractere d’une E,-représentation V' = EB,-V;"" , V; irréductibles distinctes,
n; € N, comme étant le caractére de la Q,-représentation U = &;U" qui
“releve” V.

En particulier, '’anneau F, [G] est le produit des anneaux R, /pR,, X € %,
qui sont simples (cf. [S1, §15.5]) et R, /pR, est, en tant que représentation
de G sur E,, isomorphe & V,zp (1), Y|x, ou V, est la représentation I,-
irréductible de caractére x au sens précédent.

Soit maintenant M un Z[G]-module de type fini, et considérons, pour
X € %, la x-composante de M :

(8) My = (Zp ® M)*x.
Comme représentation sur ,, (B, ® M) ~ (M/MP)®x ~ M, /M% (e,

vu ici dans E,[G]) est isomorphe & Vi, r > 0, ce qui conduit & poser la
définition suivante :

Définition 3.4 (x-rang d’un G-module). Soit x € %X,(G) et soit M un
Z[G]-module de type fini ; le nombre r > 0, tel que M, /M¥ ~ VY, s'appelle
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le x-rang de M et est noté rg, (M) ; c’est donc le “ nombre de fois que la

représentation F,-irréductible de caractére x est contenue dans M, /M¥ ”.

Remarques 3.5. (i) SiG=1,ona X%,(G) =1, Ry =Zp, My =Z,Q M,

et on pose rg, (M) = rg,(M) 10 qui s’appelle alors le p-rang de M et est

égal & la dimension du E,-espace vectoriel M/MP.

(ii) I vient, pour tout x € X,(Q) :

18, (My) = x(1) 1g, (M) = |Dy|(1)rg, (M) (cf. conclusion 3.1).

D’apres (7), on a rg, (Ry) = ¥(1).

(iii) Lorsque M est un groupe fini (cas des groupes de classes qui nous
T

intéressent particuliérement ici), on a M, ~ HRX /a;, ou les a; sont des
i=1

idéaux a droite de R,, de méme Zy-rang que R, (cf.[R, ex.4, p.202]).

(iv) Si M est un Z-module libre, pour tout corps @ de caractéristique

nulle, Q ® M, comme Q[G]-module, et E, ® M, comme E,[G]-module, ont

méme caractére, et on peut donc conduire les calculs par extension des

scalaires arbitraire en caractéristique 0 (en effet, il suffit de faire les calculs

de caracteres & partir d’'une Z-base de M).

(v) Pour toute suite exacte de Z[G]-modules :

l1—-—N—M-—P—1,
on a, pour tout x € %,(G), la suite exacte :
1— Ny — M, — P, —1
(en effet, Zj, est plat).
(vi) Pour tout Z[G]-module M de type fini, on a évidemment :
Zpy@M = xégxMx.
Exemples 3.6 (cas abélien d’ordre étranger a p). Si G est abélien d’ordre

étranger a p, ¥ s’identifie au dual de G. Soit alors ¥ € ¥ ; le caractere
Qp-irréductible x associé a 9 est donné (cf. conclusion 3.1) par :

9) x= Y ¥
a€Dy

ot Dy = Gal(Qy(pg,)/Qp), gy étant I'ordre commun des Q,-conjugués de
p s or D, est ici engendré par le Frobenius de p, et on a :

(10) X= Y, ¥
i€[0,| D[
on remarque que |D, | est égal & I'ordre de p modulo g,.
10Ne pas confondre les notations rg, (M) (caractéristique du cas G = 1) et rg; (M) (qui existe

pour tout G).
1En effet, le corps des valeurs Q@ () est ici égal & Qp (kg, )-
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On a (cf. lemme 3.3) :
(11) Ry =~ Zpp, ],

qui est 'anneau des entiers de Q (14g, ). C’est donc un anneau commutatif
principal et tout Ry-module de type fini, du type M, (cf. (8)), peut étre
écrit sous la forme :

T”

’ X
(12) My ~ R x [[ Ry/p" Ry, vi > 1,
i=1
auquel cas on a :
(12" g, (M) =7\ + 71y ;

autrement dit, dans ce cas, le x-rang coincide avec la notion usuelle de R, -
rang, défini comme étant la dimension de M, /M,? sur le corps R, /pR,.

3.3. Cas des G-familles.
Soit k un corps de nombres fixé et soit k%! I'’extension galoisienne maxi-
male de k de degré étranger & p (au sens profini) ; posons G = Gal(k®*! /k).
On suppose maintenant que G est le groupe de Galois d’une extension
galoisienne finie K de k dans k&' ; dans ce cas, Up(GQ) (resp. %,(G)) se
note Wi (resp. Xk) et est dit 'ensemble des caractéres G, (resp. Q)-
irréductibles de K. 12

Définition 3.7. Si x € Xk, le sous-corps de K fixe par Ker x (cf. défi-
nitions 3.2) est une extension galoisienne de k, notée KX ; ce corps KX ne
dépend que du caractére fidele issu de x et, en un sens évident, ne dépend
pas du corps K dans k& servant & le définir.

Supposons alors que l'on dispose d’une famille de Z,[G]-modules de type
fini, (MF)F, indexée par ’ensemble des sous-extensions galoisiennes finies
F/k de k&!/k, et pour laquelle on dispose d’applications naturelles de G-
modules :

(13) NF//F:MFI——)MF, jF'/F:MF—'")MF’ (F_C_F,),

telles que :

(13" Jpryp ° Npip = Z t, Npyp OjF,/F=[F’:F]
t€Gal(F'/F)

(par exemple, (MF)F est la famille des p-groupes de classes d’idéaux des
corps F, ou des groupes Z, ® Er pour le groupe des unités Er de F, et les
applications N et j sont respectivement les “normes” et les “extensions”).

12Ce vocabulaire vient du fait que toute représentation de G peut étre vue comme
représentation de G de noyau ouvert (fixant un corps K), et inversement.
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L’hypothese “p ne divise pas ’ordre de G” entraine facilement que toutes
les applications Npr/r sont surjectives et toutes les applications jp, /F in-

jectives (ce qui n’est évidemment pas le cas sans cette hypothese).
Soit alors x € Xk et soit x' le caractére fideéle correspondant ; on a (cf.
lemme 3.3) :

exzﬂ(gi)z (—1) d’(l) z /(——1 ! Z ¢,

SEG 5eGx te€Ker x
ou s’ € G désigne un représentant a,rbitralre des; dou:
e t,
x = €y >
IKeI' XI t€Ker x
ou e;(, est un antécédent arbitraire de e,s dans la projection canonique :
Zy|G) = Z[G].

Par conséquent, il vient :

1 [
[Ker x| >t %

e,
My My = (jK/Kx °NK/KX(MK)) *

~  (Ng/rx(Mg))™ =~ M.
Ainsi, la définition de la x-composante M, (cf. (8)) ne dépend pas de
Pextension K utilisée pour la définir (on peut toujours la calculer & partir

d’un caractere fidele, dans le corps KX qui lui correspond) ; par exemple,
ona:

(14) M1 jad Mk.

Conclusion 3.8. Au triplet formé par k, le nombre premier p et la G-
famille (Mp)F, est donc associée canoniqguement une famille (My)y, in-
dezée par Xy = Uy Xk, avec My ~ M;}‘;, ot X' est le caractére fidéle
associé a x, pour laquelle on a, pour tout K C k#, la décomposition :
(15) Mg~ & M,.
XEXK

3.4. x-rangs des représentations de permutation.

lustrons ces calculs de x-rangs dans un cas particulier de représentation
induite que nous rencontrerons sous la forme suivante : K/k est une ex-
tension galoisienne, de groupe de Galois G d’ordre g étranger a p, et V est
un F,-espace vectoriel dont une base est indexée par ’ensemble des places
p de K au-dessus d’une place v de k :

(16) V=06kyp;
plv
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on fait opérer G sur V en posant :

s(za,, p) = o op =D ars, p

plv plv plv

Soit H, = H le sous-groupe de décomposition d’une place pg fixée de K
au-dessus de v et soit h = |H| ; alors si (s;)ie[1,9/n) €St un systéme exact
de représentants des classes de G modulo H, tout th} a, p € V s’écrit
Eie[l,y /h] Qi SiPo, et il est clair que V est la représentation de permuta-
tion Vg de G modulo H (cf.[S1, §3.3, ex.2]), représentation que ’on peut
également écrire sous les formes suivantes :

(16") Vg= & E s;H~E [G] t.
ie[Lo/h] © ’ g{:

Nous montrerons, a la section 6, que pour tout sous-groupe F' d’indice fini
dans le groupe Elz} des X-unités de K, o ¥ est un ensemble fini de places
de K, stable par G, la représentation [, & (F, ® F') est, essentiellement, la
somme des représentations Vg, , v parcourant ’ensemble formé des places &
Pinfini de k et de celles en-dessous des éléments de ¥ ; nous rencontrerons
également ces représentations dans d’autres circonstances, et il convient
donc d’indiquer comment on calcule leurs x-rangs.

La représentation Vy est induite par la représentation unité de H et
son caractére est donc IndIG{(l g ). Pour déterminer le x-rang de Vy, il suf-
fit de déterminer le produit scalaire < Ind$(1x),% >g, %|x, qui donne
le nombre de fois que Vy contient la représentation F,-irréductible de
caractere x ; or (cf.[S1, §7.2]), la formule de réciprocité de Frobenius
conduit & < Ind$(1g),¥ >g=< 1g,Res% (1)) >g, ot Res§ () est la
restriction & H du caractére 1 de G. On a alors :

<1, Resf () >n= 7 3 w(t).
teH

Résumons ces propriétés dans I’énoncé suivant :

Proposition 3.9. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G, et soit
Vi la représentation de permutation de G modulo H ; alors le caractére de
Vg est:

IndG(1g) = D pxxo 0d py =

1

T 2 W) wlx,

teH

et le x-rang de Vi est égal d p,.
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Remarques 3.10. (i) Si H est normal dans G, Vi est alors la représen-
tation réguliere de G/H dont les caractéres F,-irréductibles sont les élé-
ments de X,(G) dont le noyau contient H ; dans ce cas on a :

px = ¥(1) (resp. 0) si H C Ker x (resp. H € Ker x).

Si HX est 'image canonique de H (non supposé normal dans G) dans
GX = G/Ker x (cf. définitions 3.2), on a immédiatement (en confondant,
par abus, un caractére et son caractére fidéle associé) :

1
Px = |HX| Z ¢(t)7 "/)|X,
te HX
qui montre que p, est aussi le x-rang de la représentation de permutation
de GX modulo HX ; on peut donc appliquer ce qui précede a cette situation,
ce qui est plus précis comme le montre ’exemple suivant :

Soient G = S3 = (o) x (1), H = (1) et ¢ le caractére de degré 1 de
noyau (o) ; on a HX = GX ~ Z/2Z et par conséquent HX est normal dans
GX sans que H le soit dans G.

(ii) L’application canonique

OF s— & E s;H (cf (16

5€G 7 ieLa/m (cf. (16°))
est un homomorphisme de G-modules surjectif ; Vg est donc facteur direct
de la représentation régulietre de G '3 et on a p, < (1) (égalité si et
seulement si H C Ker x).

Avec G = S3 = (o) x (1), H = (1), mais pour le caractére ¢ de degré 2
(pour lequel 9(1) = 2, 9(0) = ¢(0®) = 1, P(1) = 9(70) = P(10?) = 0),
on illustre ce phénomene puisque p, = (3(1) +9(7)) = L.

3.5. Comparaison des représentations M/MP et M|p|.

On utilisera souvent le résultat suivant :

Proposition 3.11. Soit p un nombre premier et soit G un groupe fini
d’ordre étranger d p. Si M est un Z[G]-module fini, alors les caractéres de
M/MP et M[p] = {z € M, zP = 1} sont égauz.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour chaque x € %X,(G), M/MP?
et M[p] contiennent autant de fois la E,-représentation irréductible V,

(cf.§3.2). Posons (M/MP), =V, M[py = VXT' ; la suite exacte de Z,[G]-
modules : )
1— Mp] m M — MP — 1,
conduit & :
1 — Mply — M, — My — 1,

13Dont on rappelle que le caractére est Yo ¥(Y =3, cx v(x.
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et puisque M est fini, il vient :
|M[ply| = [My| IMEI™! = |(M/MP)y],

dour =1

Corollaire 3.12. Si M est un Z[G]-module fini, ot G est un groupe fini
d’ordre étranger @ p, on a rg, (M) = g, (M/MP) = rg, (M[p]), pour tout
X € %,(G).

4. INVOLUTION DU MIROIR ( “SPIEGELUNGSRELATION”).

Le cadre est le suivant : on fixe un nombre premier p, un corps de
nombres K contenant le groupe p, des racines p-iémes de 'unité et on
considere un groupe d’automorphismes G' de K, d’ordre g non divisible par
p. On désigne toujours par ¥,(G) = VU (resp. X,(G) = X) I'ensemble des
caracteres C, (resp. Qp)-irréductibles de G et par e, = ﬂg—ll Yseg X(s7H)s
I'idempotent central associé & un caractere Q,-irréductible x (cf. §3.2).

Les Z,[G]-modules de type fini M 4 admettent la décomposition :

(1) M = @xMX’ ou My = M®x (cf.remarque 3.5, (vi)).
x€

Soit L une extension abélienne finie p-élémentaire de K, galoisienne sur
k = KC, soient W = Rad(L/K) et A = Gal(L/K) (cf. section 1) ; on a
alors :

2 W=0oeW, A= & A,.
@) x?x X xex X
Nous allons traduire le résultat du théoreme 1.5 en termes de y-compo-

santes (i.e. en termes d’idempotents) ; on va voir qu'il suffit de munir Z,[G]
d’une involution (I'involution du miroir) qui est la suivante :

Définitions 4.1. (i) On désigne par w le caractére de Teichmiiller (i.e. le
caractere w : G — pp-1 C Zjp, olt w(s) est 'unique élément de pup_;
congru a 6(s) modulo p) (cf. définition 1.4). On retrouve 6 (pour n = p)
au moyen du composé d’applications suivant :

* d *
G - 23 =X (2/pZ)*.
(ii) On désigne par * l'involution de Z,[G] définie par :

z= szs € Zp[G) —> z* = Z Tsw(s)s™t.
s€EG seG

140Obtenus éventuellement comme tensorisés par Z, de Z-modules.
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Remarque 4.2. Si p, C k= K (ce qui est toujours le cas pour p = 2),
I’involution * est donnée par :

T = E :cs.m—-mv*:g zgs L.

s€EG seEG

L’involution * est I'identité si et seulement si pu, C k et G est 2-élémen-
taire.

Lemme et définition 4.3. Pour tout x € Xp(G), on a €} = ey+, ou x* =
wx~ ! (x7! étant défini par x71(s) = x(s7!) pour tout s € G) est un

élément de X,(G) (appelé le reflet de x).

Démonstration. L’irréductibilité de x* va provenir de celle de x (ce qui
constitue une équivalence puisque * est une involution). Soit 1) € U tel que :

x= Y, o¥,
7€l /Ty
ou I'/T'y est le groupe de Galois du corps des valeurs de 3 sur Q, (cf.
conclusion 3.1) ; comme x* = wx™!, on a x* = Fer/T, wloy) ™t =
Z?EF/I‘X wo(¥~!) ; mais comme pp—; C @, on a w = ow pour tout o € T,
ce qui fait que x* = ) zcp /T, o(wyp™!). On peut donc étendre I'involution

* 3 Pensemble ¥, et il suffit alors ici de montrer que ¥* = wy~! € ¥ ; or
(cf.[S1, §2.3, th.5]) on a :

<Y >= L ) = ¢ e e )

sEG 9 seG

1 _
==Y b = 1.
9 seEG
Ensuite on a facilement :

& = (ﬂl—) > x(8"1)8> = M S ()

9 sEG 9 SEG

= %% wa—l(s)s_l = ey:+.

seG

Théoréme 4.4. Soit K un corps de nombres contenant p,, et soit G un
groupe d’automorphismes de K, d’ordre éiranger d p. Soit L = K(IW),
W C K*/K*?, une extension de Kummer, galoisienne sur k = KC, et
soit A = Gal(L/K). Alors, pour tout x € X5(G), on a ’isomorphisme de
G-modules (cf. définition 1.3) :

WX =~ AX"
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Démonstration. Posons B = Gal(L/K ({/Wy)) ; on sait (cf. corollaire 1.6)
que B = WXL, ce qui permet d’écrire :
beB <= MNuw*,b)=1, YweW
= Aw,b**) =1, Yw € W (d’apres les définitions 4.1 et 4.3)
= b =1;

ainsi B = @gpzy+ Ay et Gal(K({/Wy)/K) ~ A/B ~ Ay~. A ce niveau on a
des isomorphismes de G-modules, et on en déduit (d’aprés le théoréme 1.5
appliqué & W = W, et A = Ay+), 'isomorphisme de G-modules anoncé. 15

En utilisant la notion de x et x*-rangs (cf. définition 3.4 ) on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 4.5. On a, pour tout x € X,(G) :
rg, (W) = 18,. (A).
5. CORPS DE CLASSES ET THEOREME GENERAL DE T-S-REFLEXION.

On se place dans le contexte de la section 4 (théoréme 4.4 notamment),
et on fait maintenant appel au corps de classes pour interpréter le groupe
A = Gal(L/K) en termes de groupes de classes généralisées, en fonction
de la nature de la ramification imposée dans L/K. On peut donc varier
considérablement les situations.

Nous allons tout de suite établir les résultats les plus généraux possi-
bles qui donneront, par spécialisation, un grand nombre de conséquences
pratiques.

On suppose toujours que le corps K contient le groupe p, des racines
p-iemes de l'unité, car 'objectif est de comparer théorie du corps de classes
et théorie de Kummer, mais cette hypothése n’intervient qu’au-dela des
définitions 5.1 dans lesquelles nous allons rappeler les éléments du corps de
classes “T-ramifié, S-décomposé” (on peut se référer a [AT], [J1], [M]).

Définitions générales 5.1.
(i) Ensembles de places. On désigne par :

Plg = P,
I’ensemble des places de K ; on a:
(1) Pl = PlyUPly ; Pl = Pl UPL,,

ol Pl (resp. Ply, PLL,, PLS) est I'ensemble des places finies (resp. des
places 3 I’infini, réelles, complexes) de K. On pose également :

(2) Pt, = {p € P¢, p|p}.

151 'application directe du théoréme 1.5 donnerait W =~ A, soit Wy =~ (A)y, mais 'involution
du miroir se traduit alors par (Hom(A, p1p))x = Hom(A,, pp) (cf. définition 1.3).
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Par commodité, on utilise les valuations p-adiques v, de K, p € P{, sachant
que pour p € Pl et z € K*, v,(z) = 0 (resp. 1) si op(z) > 0 (resp.
op(z) < 0), ou o, est le plongement réel de K associé & p, les éléments de
P{¢, n’intervenant pas. On convient, comme dans [J1], [M], que les places
a linfini réelles ne se ramifient pas : dans une extension L/K, un élément
de P/ est soit totalement décomposé, soit de degré résiduel égal & 2 (on
parle alors de complexification).

(ii) Groupes de nombres et d’idéaux. Soit T un ensemble fini de places
finies de K et soit A, un sous-ensemble de Pf% . ; on désigne par f un
module !¢ de K construit sur T (i.e. un élément du monoide engendré par
T). On désigne par :

K}‘A” = {z € K*, vy(z) = 0 pour tout p € T U Ay}, le sous-groupe de
K* formé des éléments étrangers a T' et positifs sur Ay,

KpP® = Kr_;f P£;°, le sous-groupe des éléments totalement positifs de K7,
Kr}if‘” ={z € K}‘A“’, z =1 mod f},

Ix =1, le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de K,

I T = I, le sous-groupe de I formé des idéaux étrangers a T,

Pg = P = {(z), z € K*}, le groupe des idéaux principaux,

P = Pp= = {(2), = € K"},

PE® = pros = PPl = {(z), o € K*Ps),

PI?,?,; = Pr_,é’;” = {(z), z € K}(,fA""} ; en particulier, Pr; = Pr_?{fd (resp.
P;, f:° = ;gs) est le rayon modulo § qui correspondra au “sens ordinaire”
(resp. au “sens restreint”).

(iii) Groupes de classes. Soient T et S deux ensembles finis disjoints de
places de K ; on suppose que T ne contient pas de places a I'infini et que
S ne contient pas de places a I'infini complexes, et on pose (cf. (1) et (2)) :

(3) So=8nN Péx’o, Seo =8N Pe’i{,oo'
Soit f un module de K construit sur 7" ; on désigne par :
S S
le p-Sylow de
4) It/ Pr(So),

ol A, = Py — S et ou1 (Sp) désigne le sous-groupe de I engendré par Sp.
Le groupe C’ﬁf s’appelle le p-groupe des S-classes de rayon modulo f de K.
Par exemple, siT = S = (), Cé?l) = C/™ est le p-groupe des classes au sens

16 Appelé également cycle dans la littérature sur le corps de classes, dans la mesure ol 1’on
choisit de faire intervenir les places a I'infini au niveau de la ramification, ce qui n’est pas le cas
ici.
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restreint ; de méme, C’Z? = CL* est le p-groupe des classes de rayon modulo
f au sens restreint. Si S = P/, alors C@gg& = Cr°d et C@f& = Cé?rd
sont respectivement le p-groupe des classes au sens ordinaire et le p-groupe
des classes de rayon modulo f au sens ordinaire.

Si Seo = 0 (resp. P{%,), on notera aussi, par commodité, en termes de
Sp-classes :

(5) Cé}g = Cff"res (resp. C£f°°rd).
(iv) Groupes d’unités. On désigne par :
(6) Ef =ES={e€ KX, v,(e) =0, Vp ¢ S},

le groupe des S-unités de K (¢ € ES est donc positive sur P{%, — Sy, et de
signature arbitraire sur Sy),

(6") Eg;=E’={c€E° e=1modf}.

Par exemple, si S = 0, E? = EP> est le groupe des unités totalement
positives de K. Si § = Pf,, EP% = E° est le groupe des unités au
sens ordinaire ; plus généralement, si Soo = @ (resp. P{L)), ES = ESopos
(resp. E50°rd) est le groupe des Sp-unités totalement positives (resp. au
sens ordinaire).

Remarque 5.2. Ne pas confondre le principe de notation utilisé dans
(ii) pour certains sous-groupes de K*, et celui utilisé ici au niveau des
unités ; dans le premier cas, il s’agit de définir les sous-groupes de K*
associés aux rayons définissant les groupes de classes correspondants, et
pour lesquels on fait apparaitre explicitement la ramification (T') et le type
de complexification (As = PL, —Sw), allant du sens ordinaire au sens res-
treint ; dans le second cas, les groupes d’unités sont associés, au contraire,
au-dela du cas limite E? = EP°* A la décomposition (S) imposée. II est
alors normal que, au niveau de P{l , la So-décomposition soit équivalente
a la A-complexification.

Enfin, lorsqu’un ensemble de places est vide ou un module égal & (1),
le symbole @ ou (1) sera systématiquement omis dans la notation corre-
spondante (en particulier, une notation du type C¢ (resp. E) désigne un
groupe de classes au sens restreint (resp. un groupe d’unités totalement
positives), ce que nous notons néanmoins par C£*** (resp. EP°) pour éviter
toute confusion, bien que ceci soit surabondant) 7.

(v) Extensions. On désigne par :

S _ 118
Hygr=Hp,

17De plus la distinction C£%, C£°*d (resp. EP°s, E°rd) pest utile que dans le cas p = 2 ;
dans le cas p # 2 on peut supposer que tout est pris au sens ordinaire.
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la p-extension abélienne maximale T-ramifiée, S-décomposée de K (on rap-
pelle que T-ramifié signifie non ramifié en dehors de T, et S-décomposé
signifie la totale décomposition de S). '

Pour T = S = 0, H = H™ est le p-corps de classes de Hilbert de K
au sens restreint (i.e. la p-extension abélienne maximale non ramifiée pour
les places finies). Si S = P{,, H Plee = Hod est le p-corps de classes de
Hilbert de K au sens ordinaire (i.e. la p-extension abélienne maximale non
ramifiée, non complexifiée).

Si T, = 0 (situation modérée), Hr = HF*® est donné par le p-corps de
rayon modulo H p au sens restreint (cf.[M, §1.1.2]). Si T, # 0, alors

peT
Hp = HY® peut étre infini (c’est le cas si T, = P£, car H{*® contient au
moins la Z,-extension cyclotomique) ; on a alors le résultat suivant :

Lemme 5.3. Si y, C K, la p-sous-extension mazimale élémentaire Li®
de H1 [K est contenue dans le corps de rayon modulo

s= I0» I

peT-T, peT,
au sens restreint. 18

Démonstration. Reprenons les notations “locales” introduites au début de
la section 2. D’aprés le corps de classes global, le conducteur de L7°/K
est le produit des conducteurs normiques locaux p*», p € T. Comme pour

peT,ona Uépe’ﬂ) c Uél)p (cf. remarque 2.5, (iii)) , et pour p € T—T, on
a U,Sl) c Uél)p , le lemme en résulte (il résulte aussi des calculs kummériens
des conducteurs (cf. remarque 2.5, (iv)).

Remarque 5.4. Lorsque K contient pp, f: contient un groupe cyclique
d’ordre p, pour tout p € P{y— P{y, et on a donc |T(:| =Np—1=0 modp;
ainsi toute place finie peut effectivement intervenir dans 7.
Ces définitions étant posées, le corps de classes nous donne l’isomor-
phisme :
Gal(H7/K) ~ Ctf = lim C¢7,
f

la limite projective étant prise sur le monoide des modules f construits sur
T.

Nous allons maintenant préciser le cadre dans lequel nous nous situerons
définitivement :

180n rappelle que pour P|p, ep est I'indice de ramification de p dans K/Q(up).
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Définitions et hypothéses 5.5. On suppose que K contient u, pour le
nombre premier p. Soit alors G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre
étranger & p. On prend, comme p-extension abélienne élémentaire L de K,
'extension L3 fixée par Gal(Hjy/K)P et on suppose les ensembles T et S
stables par G ; on pose :

A3 = Gal(L§/K), Wi = Rad(L§/K) ;
on a donc 'isomorphisme canonique de G-modules :
AF ~ CL3/(CEY ~ CL /(CEI)P,
ou :

n= H p H pPe*1  (cf. lemme 5.3).
peT-Tp, peTp

En faisant intervenir ’ensemble X,(G) des caractéres Qp-irréductibles
de G, et en utilisant le corollaire 4.5 au théoréme 4.4, il vient le résultat
intermédiaire suivant, qui constitue I'un des deux points essentiels du
“Spiegelungssatz” :

Proposition 5.6. Sous les hypothéses et notations précédentes, on a
rgx(WTS:) = rgx* (Ceg‘) = rgx* (O£§)7
pour tout x € X,(G).

Le théoréme de réflexion proviendra alors d’une analyse “classes et uni-
tés” du radical Wq*s , compte tenu du fait que L/K est T-ramifiée, S-
décomposée, p-élémentaire maximale, et qui sera ’objet du paragraphe
ci-apres.

La démonstration de la proposition suivante est immédiate & partir du
théoréme (2.1) (on rappelle que T C Plkp, S = Sop U Soc C PlgoU
Pl o, TNS =0, et que 'on a posé T, =T N Plgp, Sp=SNPLlky ;
ici le groupe G n’intervient pas) :

Proposition 5.7. Soit w € K*/K*P et soit ag € w :
(i) K(¥/w)/K est T-ramifiée si et seulement si les 2 conditions suivantes
sont réalisées (pour oy choisi étranger ¢ P, —Tp) :

(i)1 (a0) = afar, ag € Ipy,-1,,, ar € (T) ;

()2 pour tout p € Ply, — T, il existe &, € K* tel que ap = ¢§ mod pPe.
(il) K(¥/w)/K est S-décomposée si et seulement si les 8 conditions sui-
vantes sont réalisées (pour ag choisi étranger a Sp) :

(ii)1 pour tout p € Sy — Sp, il existe £, € K* tel que ap = €L mod p ;

(ii)2 pour tout p € Sp, il existe &, € K* tel que cg = &) mod pPert! ;

(ii)3 on a op(ap) > 0, pour tout p € Soo (dans le cas p = 2).
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Approche du théoreme général de réflexion.

Notations 5.8. Les ensembles de places G-invariants T C Pflkyp, S =
So U Seo C PlgoU PLY ., de K, étant fixés tels que TN S = 0, on pose :

T =TUA00a S*:SOUAIH m* = H p H ppe,,+1 H ppe,.
pESo—Sp PESp pEl,

Soit alors w € W représenté par ayp pris étranger a (So — Sp) U (P€p —
T,) ="S* ; par le théoréeme d’approximation, il existe { € K, étranger a
S*, tel que 'on ait :

(7 a=0pf?P=1mod m*

Comme par ailleurs o,(c) > 0 pour tout p € So (sip = 2) et (o) =
aPar, a = ag(¢é7!) € Is+, ar € (T), on constate que l'on a :

(7 o® € Pi . (T)

(cf. définition 5.1, (ii)) ce qui nous dit (cf. définition 5.1, (iii)) que la classe
de o? dans C/¢Z, est triviale.

Si B est un autre représentant analogue & ¢, on a § = oa?, z € K.,
avec zP = 1 mod m* ; si 'on pose (8) = bPbr, b € Ig+, by € (T), il vient
b = a(z)cr, avec o € (T).

Introduisons alors :

(8) Aws = {z € K., 2 =1 mod m*},
et
(9) Clr. = {cfFi(z), © € An} C O,

o1 'on rappelle que C¢L. = Ig» /PP,f,[:,’f._T‘:c> (ITg) = Isoun, /PSSOODA,,,m* (T)

(cf. définition 5.1, (iii), (4), (4')) et ol cfZ. est I'application canonique

Is- — CYZL.. Alors en associant & w € W3 la classe, dans C¢Z./ C"E::, de
’idéal a, on définit un homomorphisme de [, [G]-modules de la forme :

WE — Calp)/CEL (cf. (7).

On obtient alors facilement le résultat partiel suivant 1° :

190n peut trouver dans [J1, chap.2, §2.2] une approche, utilisant les “infinitésimaux” du
corps K, destinée simplement & montrer la dualité qui existe entre les extensions H,f. et Hg: ,
au moins lorsque A, = @ ; ici le probléme est compliqué par le fait que 1’on calcule les rangs
correspondants.
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Proposition 5.9. Sous les hypothéses et les notations 5.8, on obtient la
suite ezxacte de B,[G]-modules :

* * - T*
1— ELLK*P/K*P — WE — CLLi[p]/Clow — 1,

ol :

C"EZ:: = {cfTi(x), T € An}, avec Apr = {z € Kg., ¥ =1 mod m*}.

Considérons le quotient Am+/K35% ; sia 2 € Ay on associe cfZ.(z),
on obtient la suite exacte :

1 — ET N A /EL — A JK352 — Clye — 1,
qui peut s’écrire encore :
* - T*

(10) 1 — (ETM/EX)[p] — (K3 /K35%)[p) — Clype —> 15

Soo

ensuite, le groupe K. /KZ>% peut étre identifié, grace au théoréme d’ap-

proximation, et par plongement diagonal, a :

(11) Us+ X Ug,, [Uss m+ X Ug’z ~ Us~/U5*,m* X Usw/U(loz,
ou :
Us = [[ Us, Us.. = [] R,
ES" PESoo
(12) ’ :
Ugome = H Uévp(m ))’ Uéz — H RX+.
peS* pPES

Les applications précédentes sont des homomorphismes canoniques de
G-modules des lors que la loi de G-module sur Ug+ x Ug_ est définie par
continuité & partir de celle de Kg..

On obtient alors (& partir de la proposition 5.9, de (10), de (11), et des
résultats du §3.5 de la section 3 :

* * « T*
rgx(WfIS) = rgx (EZ:“ KXP/KXP) + rgx(ceg*) - rgx(Cem*)
= 1g, (EL.K*P/K*P) +1g, (CLL.)
—1g, (Us~ X Us,, [Usemr x USY) + 1g, (ET¢/EL.) ;
oromna:
ET.K*?|K*P ~ ET. JET. N K*P = EL. /(ET°)? n EX.,
et la suite exacte :
1 —s EZ::/(ETord)p N EZ:: N ETord/(ETord)p
— ETord/(ETord)pEgr — 1,

conduit au résultat suivant :
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Proposition 5.10. Sous les hypothéses 5.5 et notations 5.8, on obtient,
pour tout x € %,(G) :

g, (W) = 18, (CEZ.) + 18, (ET") = 18, (Us- /Useme X Us,, JUS.).

Il nous reste donc & calculer rgX(ET“d) et rg, (Us* /Us+m* X Us,, / U(B,)
pour parvenir & ’énoncé principal.

Définitions 5.11. (i) On pose, pour T' C Plg g, S = SoU S C PlgU
Pl o, TNS =0, T et S stables par G, et pour tout x € X,(G) :

px(T, S) = rgy (EF™) — rgy (Us- [Us-m X Us,o JUSD).

(ii) Pour chaque ensemble ¥ de places de K, stable par G, on désigne par
Y1 Pensemble des places de k = K€ en-dessous des éléments de X, et, pour
éviter les confusions, on notera de préférence v les places de k et p celles de
K.

(iii) Pour v € P¢ et x € %,(G), on désigne par HY le groupe de décomposi-
tion dans KX/k d’une place quelconque py de KX au-dessus de v, et on
pose :

pux = ] H"I 3 %), vlx  (cf 3.9 et 3.10, (i)
teHY
(iv) On désigne, de maniére générale, par 4, , le symbole de Kronecker de
u et v.

Proposition 5.12. Sous l’hypothése p, C K, on a les expressions sui-
vantes, pour tout x € Xp(G) :

rgx(ETord) = Z Pox + 0wy = 01y ;
UEPlk,wUTk

rgx(US* /US*,m* X USoo/U.g“l,Z,) = Z Tgy H UP/ (1)

vE€So,k—Sp,k plv
+ Z rgx(H Uél)/Uépe”-H)) + Z rgX(H U,Sl)/Uépe"))
VES, i plv VEAL & plv
+ Z rgx(H]RX/Rx+),
V€S0, k plv
avec @ .
(a) rgx(H Up/Ué )) = p,v’x*’ pour v € Pek,() _ Pek,p,

plv

8) rgy (JT U /0P ™) = py e + $(1)[ks : @], pour v € Pl

plv
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1
() e [T U /U = () ko : Qp), pour v € Pl
plv .
(8) ray ([ RX /R**) = 82,59(1), pour v € Pl .
plv

Démonstration. Le premier point résulte du théoréme de Dirichlet “galoi-
sien”, dont nous donnons une démonstration a la section 6, par commodité
pour le lecteur (cf. théoréme 6.2 avec F' = ET°d et §,(F) = 1).

Avant de démontrer le second point, établissons le lemme suivant que
nous utiliserons a plusieurs reprises :
Lemme 5.13. Soient v € P{; et H, le groupe de décomposition d’une
place po de K au-dessus de v, et soit VI’I,, la représentation H tp = H Uy p]

plv. plv
pour laquelle G opére via le plongement diagonal (partout dense) :
{z € K, vy(z) =0 Vplo} = [ U,
plv

Alors Vi =~ pp ® Vg, ot Vg, est la représentation de permutation de G
modulo H, 20 ; par conséquent, pour tout x € %,(G), on a rg, (V) =
Pow-1x = Puyx (cf. définitions 5.11, (iii)) 2.
Démonstration. Soit ¢ un générateur fixé de p, ; on vérifie alors facilement
que l'application de pup ® 3°,, Fp p dans HUp[p] qui & ( ® (3,595 P)

plv
associe (¢?),|, est un isomorphisme de G-modules.

On a Ug+ /Uge m» =~ H H U,/ U,Sv"(m*)), et on est ramené & calculer le

vESE plv
x-rang des représentations V,, = , ® H U,/ Uév”(m*)), v € S§. De méme,
plv
Us./ Ué.g ~ H H]Rx JR** conduit & considérer V, = E, ®H R* /R**
VE€Seo,k plv plv

lorsque p = 2.

Soit v € S; U Sk = (So’k - Sp’k) U Spx U Ap,k U Soo’k, et soit H, le
groupe de décomposition d’une place pg de K au-dessus de v ; on cons-
tate que les représentations V, (de semi-localisation) sont induites par la
représentation de H, correspondant au facteur d’indice pg, mais nous allons
voir qu’elles s’expriment essentiellement & I’aide des représentations Vg, et
Vg, du lemme 5.13. Nous allons distinguer 4 cas :

200n remarque que VI’{v est induite par la Fp-représentation pp de H,, ce qui permet aussi

le calcul de son x-rang (cf. [S1, §§ 3.3, 7.2]).
*1Les caracteres ¢’ et ¢, de Vet Vy,, sont liés par la relation ¢' = wyp et non par

Iinvolution du miroir ; mais comme w—!x = (x*)~!, on a I’égalité indiquée.
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(a) v € So, — Sp. Dans ce cas vy(m*) =1let V, =F ® HU,,/U,SI) ~

plv
HT(_: /K,? a méme caractére que V' = HK [p] ~ H ¢),ouc¢
plv plv plv
engendre u, ; donc, d’apres le lemme 5.13, on a :
1
(13) g, ([T Uo/U) = poyes
plv

(B) v € Spk. Dans ce cas, v,(m*) = pe, + 1 et d’aprés la remarque 2.5,
(iii), ona UF*™ c UMP ; doncon a:

Vo =F, @ [[U /0™ =[] UiV /UsPP.
plv plv

Si p, désigne le p-groupe de torsion de Up b (qui est non trivial car
pp C K),ona:

sz(Fp@H#p) ® (B ®HU1)/P¢ =V'eV"

plv plv

La représentation V' = E, ® Hup est isomorphe & V . Comme
plv

U,Sl) /iy st un Zy-module libre, le caractére de V" s’obtient par celui

de @ ® H U,Sl)/up (cf.[S1, §15.5] ou les rappels du § 3.2) ; or on sait

plv
que, via le logarithme p-adique, on peut identifier Q, ® H Uél)/ Hp
plv
3Q ® [0 = [[ K» = kv ® K ~ ky ® k[G] (théoréme de la base
plv plv

normale) ; on obtient pour V" la représentation réguliere de G sur
ky ; comme on a k,[G] ~ k, ® Q,[G], on obtient finalement :

(14) g, ([T U/U D) = pue +%(W)lko : By, ¥lx-
plv
(v) v€Apk. Ona
o) = ey, Vo= 8y 0 T[ 05/ = [T 0P
plv plv

et la suite exacte :

1 — UL jue) nui? — v o — vl jurufe) — 1.
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D’apres la proposition 2.7, on a la suite exacte :

1 — U)Spep) n Uél)l’ — ngep) _T_) up —s 1 ;

a=1 +p(1 — C)T] — Ctr-k-n/wp(ﬁ)
sit€ Hy,ona:
1—¢e®

T=¢ t(n) =

t(a) =1+ p(1 — ¢“D)t(n) =1 +p(1 - )

1+p(1 - ()w(t)t(n) mod p(1 - {)p,
et 7(t(a)) = (tr?"/"l’(m t—@) :

or w(t) € B, d’ou 7(t(a)) = Cw(t)trm/rp(ﬁ) = (7(c))t ; donc T est un
homomorphisme de H,-modules.
Le caractére de la représentation

H U'Spew)/U'SPev) N Uél)l’ ~ H Lhp

plv plv

est donc I'induit de w, et on a (en utilisant & nouveau (3)) :

(15) Ig,, H U(l)/U(l)PU(Pen) [k Qp]
plv
(6) v € Sok- Comme Sy, C Pl . (ie. Hy, = 1), pour p = 2 la
représentation H R* /R** est la représentation réguliére.
plv
D’ou la proposition.
Le lemme suivant donne une relation utile en pratique :

Lemme 5.14. On a
D oyt puxe) =)k : Q + 8o, (1)ri (k).

vePek,,,o

Démonstration. En effet, on a pyy + puy = 5(%(1) + 9(cy) + (1) +
P(cy)w(cy)), ol ¢, engendre H,, ; si ¢, = 1, cette somme vaut 2¢6(1), sinon,
si ¢, # 1 (ce qui suppose p # 2), on a w(c,) = —1, et la somme ci-dessus
vaut ¥(1) ;ona donc, en posant r{(k) = |PLS | D uepe, . (Pox t+Pox) —
Pk : Q = (1) 2(ra(K) +r1(K) —r5 (k) + 75 (k) — (1) (r1 (k) + 2ra (k) =
P(1)(r1(k) — 7"1( )) = d2p%(1)r1(k), comme on le vérifie immédiatement ;
d’ou le lemme.
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Corollaire 5.15. On a (cf. définitions 5.11) pour tout x € %X,(G) :
px(T,S) = Z Pux T Z Pox + Ouy — 15— Z Pox*—

vEPYL o vET} VvESy, &

(1) Y [k Qo) = G2p%(1)[Seok] =

vES, k UAP k

Z p’U,X + "/) Z [k QP] Z pv,x* + é-w,x - 51,)(_

vET} 'UETP k ’UGSo,k

Z Pu,x* +52,p"/)(1)|Aoo,kl, "/’IXa

‘vEPlk,w
ou :

Pux (TeSP. puy+) = i Z p(t) (resp. Z wy™ (1), Ylx.

tEHx ’U t HX

Démonstration. La premiére expression résulte directement de la proposi-
tion 5.12, et la seconde s’obtient en utilisant le lemme 5.14 et la relation

ZuePek,p [kv : Qp] = [k : Q]

Remarques 5.16. (i) Pour p # 2, on a EvePlkm puyx = P()ra(k) +
Zvepqm Pu,x> AVEC Py = P(1) si HY =1 (i.e. si oy(KX) est réel), py 5 =
(1) + p(X)) si HY = (X) # 1 (i.e. si oy(KX) est imaginaire) ; pour
p=2,0na ZvEPlk,w Pux = P(1)(r2(k) + r1(k)).

(ii) Lorsque lon fait G = 1, ceci définit 'unique quantité :

pp(T, 8) = r2(K) +mi(K) +T| = 1Sol = Y [Kp: Q] — b2l S| =
pESHUA,

IT| + E [Kp : @p] — [So| — r2(K) — 82,p[Soo|
peTp

(k = K, pyy = pvy* = 1 pour tout v, d,5 = 01, = 1) qui permet des
énoncés généraux sur les p-rangs des groupes de classes considérés, valables
quel que soit K contenant p,.
(iii) On obtient les 9 cas particuliers intéressants suivants, correspondant
aucas G =1 (Cf. (ii)), avec Ty, S1 C PKK’O - PKK,,, :
casp # 2:

pp(T1,51) = |T1| = |$1] - 31K : @,

po(T1 U Py, 1) = [T1] — S| + |P| + 4K : Q)

pp(T1, 51U Pep) = |Th| — |S1| — |Ply| — %[K Q@
casp=2:

p2(T1, S1) = |T1| — |S1] =72,

p2(T1, 81 U PL) = |Th| — |S1| =1 — T2y
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p2(Th U Ply,S1) = |T1| = |S1| + |Pla| + 11 + 72,

p2(Ty U Pey, Sy UPégo) = |T1| - 'Sl| + |P€2| +72,
p2(T1, 51U Pl) = |T1| — |S1] — | Pla| — 7o,

p2(T1,S1 U Pl UPE’OO) = ’Tll - 181 - iP£2| —7ry —To.

Les situations décrites ci-apres nous seront utiles dans les chapitres II et
III consacrés aux applications 22 :

Définitions 5.17. Soit x € X,(G). Lorsque le groupe de décomposition
HY de v € Py, dans KX /k, est normal dans GX = Gal(KX/k), on a :

Pox = P(1)du,yx,

ot dyy =1 (resp.0) si HY =1 (resp. sinon) (i.e. on a d,, = 1 (resp.0) si
v est totalement décomposée dans KX (resp. sinon)) (cf. 3.10, (i)).

D’ou le vocabulaire que nous adopterons :
(i) Lorsque ce qui précéde a lieu pour toute place v € P koo Y Tk U Sok,
nous dirons que l'on est dans le cas normal, relativement a la donnée de
K,G,k=KC T, Sety.
(ii) On parlera de cas absolu normal lorsque k = Q (i.e. K/Q est galoi-
sienne de degré étranger a p, G = Gal(K/Q) et les groupes de décomposition
dans KX/Q des éléments de {oo} U{p} UTgp U Sg sont normaux dans GX).
(iii) Remarquons que les cas (i), (ii), contiennent le cas ou G est abélien,
situation pour laquelle il suffit de faire en plus ¥(1) = 1 dans les formules.
Le théoreme de réflexion général résulte de la proposition 5.6 et de ce
qui précéde (notamment la proposition 5.10) :

Théoréme 5.18 (Théoréme de T-S-réflexion).  Soit p un nombre
premier. Soit K un corps de nombres contenant u, et soit G un groupe
d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p. Soient T C Plkyo, S =
SoUSe C PlgoU Ply ., deuz ensembles finis, disjoints, G-invariants,
de places de K. On pose :

I, =TNPlgyp, Sp=SNPlkyp, Ap = Plgp—Tp—Sp, Aco = Ply ,—Soos

T* =T U Ay, S* = SOUApa m* = H p H ppeu-i-l H pPer

pESo—Sp pES pEA,
ot, pour p|p, e, désigne l’indice de ramification de p dans K/Q(u,). Alors :
(i) On a, pour tout x € %,(Q) :

18y (Clie1r) — 18 (Clh o) = px(T,5)  (cf. 5.15) ;

22Nous donnons en 7.4, 7.5 (cas p # 2) et en 8.5, 8.6 (cas p = 2), les tableaux de
constantes notées B,, B;(, explicitées en fonction de la situation galoisienne envisagée. On
peut déja s’y référer, notamment pour l'utilisation du théoréme 5.18 ci-apres, en notant que

ox (T, S) = BL (T, S) — ¢(1) EUGAP_k[kv Q]
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(ii) si en outre A, = 0, alors Cli . = Cli g. et on a, pour tout x €
%(G) - :
rgy- (Cli 1) — 185 (Clk 5-) = p(T, S)-
Corollaire 5.19 (G=1). (i) Ona :
rgp(C’E‘IS(, )—rgp(CZK m‘) pp(T,S) (cf. remarque 5.16, (ii)) ;

(ii) st en outre Ap =10, on a :

1g,(Cly 1) — 18,(Cl% 5+) = pp(T, S).

Remarques 5.20. (i) Lorsque A, # 0, on a seulement ’inégalité

rgX(C’E?;:) < rgx(C’ﬁg:) car m* n’est pas nécessairement le conducteur de
T*

L%

Or on vérifie facilement que l'on a, pour tout x € %,(G), l'identité 23

px(T’ S) + px'(S*>T*) = Z Pux*»
VEAL &

qui conduit, par application de 5.18, (i), aux couples (T, S), (S*,T*), a la
relation :

[tg,- (CL5) — 18, (CL3"57)] + [rg, (COE:) — 18, (CEL) = > puye

'UEAp k

les deux termes entre crochets étant > 0, une condition suffisante simple
de nullité de chacun d’eux est que p, ,+ = 0 pour tout v € Ap i (c’est le cas
(cf. 5.17) lorsque les sous-groupes de décomposition HY ve Ap k, sont
normaux dans GX" et non triviaux) (voir aussi 5.24).

(ii) Si Ap =0, on a (T*)* =T et (S*)* = S, soit rg, . (CLL:) —rg, (Cl3) =
px (S*%T*), qui n’apportent rien d’apres (i).

(iii) Lorsque ’on prend G = 1, on n’a plus 4 proprement parler un théoréme
de réflexion, mais les égalités des points (i) et (ii) de 5.19, valables alors
sans aucune hypothese autre que s, C K (puisque p { |G| est toujours vrai),
comparent néammoins théorie de Kummer et corps de classes, donnant ainsi
des relations non triviales.

Nous allons terminer cette partie en donnant, en dehors de toute hypo-
thése kummeérienne, d’autres formules de y-rangs, qui ne proviennent pas
des précédentes, qui auront un intérét crucial pour l'interprétation, au
chapitre II, des “inégalités” des théoremes de réflexion et également pour
le cas p = 2, et qui, dans le cas kummérien, contiennent le théoréme de
T-S-reflexion.

Les calculs ci-aprés sont dans le méme esprit que ceux donnés dans [M,
§1.1.1] pour le cas modéré :

23Qui découle facilement de 5.14 et 5.15
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Théoreme 5.21. Soit K un corps de nombres. Soit p un nombre premier
et soit G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p. Soient
T C PlgpetS=58USx C Plgy UPly ., deuz ensembles finis, disjoints,
G-invariants, de places de K ; soient T' C T, S, 2 Se, €galement G-
invariants, et soit S' = SpU S., ; soient enfin f et f, § divisant §, deux
modules G-invariants de K construits sur T et T".

Alors on a, pour tout x € %,(G) :

rg, (Cl) — 18, (Clir o) =g, ([ | Ugygv»(f ) /U'?Uévp(f)) )

peT
So0,S00 (S’

+oprg ([ RRE) —rg (677 (Vi)

p€S!, —Seo

AN Sooysl 9 . . .

ou 0f g estl application diagonale :

K;PK;;[ZO—SLO — H Ug)Uévp(fI))/UfUév”(f)) x H RX /]RX+,
peT p€S —Seo
et ou :

4 Pt —S!
YI?,T,f’ ={ae€ KTX”K}(J, =% (o) = dPag,, a € IgT, as, € (So)}.
Démonstration. On a donc, en posant Ay, = PUL — Sy, ALy = P —S.,

et en remarquant que Iz /Pﬁ,’i’;, (So) ~ IT/Pﬁ, %," (So) :

4 Al
Ctf = Z,® (Ir/ Py (So)), C4 = Zp ® (Ir/ P (S0)
(cf. 5.1, (iii), (4), (4)). On a la suite exacte :
1 — 1P (So) /T Ppse (So) — Ir/IEPE; (So)
— IT/ICIIJ’P%%(S@ — 1,
qui donne la relation :
7 A' Al oo
(16) g, (CE]) =18, (CEY) + e\ (P& /P N (1L PR (S0)))-
Considérons maintenant le quotient :
KyP Kp5= /KX Kx¥0= o KXP KX, JK3P Kyoe™5= o

H Ug;Up(vv(f’))/Ug) U'S’Up(f)) X H Rx /RX-!- :

il conduit & écrire la suite exacte :
S' 1-XP X Ao XP 17X Ao xp XA XP 17X Aoo

Al Al o
— Ppe [Pps N (I5PR(Sp)) — 1.
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On peut ensuite interpréter le noyau comme étant isomorphe & l'image,
par 0;9;’," =, de Y£, dans ]‘_[U"U(""(f ))/U”U(U"(f)) X H R* /R*T.
D’ou le théoréme en rapprochant (16) et (17).

Corollaire 5.22. On considére, comme dans 5.21, T' C T, { € (T"),
fe(T), f|If, et ' = SoU S, 2 S = SoU Sw, stables par G. Alors pour
f, 'y Seo, St fizés, l’expression :

rgX(CZSOUS"") - rgX(CEf{O;S""’)

est, pour tout x € Xp(G), une fonction décroissante par rapport ¢ Sy C
Plgo, SoNT =0, Sy stable par G.

Démonstration. En effet, si Sy C §0, on a, pour S = §0U.S’oo, S = §0USQO :
18, (C6F) — 18, (CY) — (18, (CLF) — 1, (CE)) =

Sooys{;o s SOO’ oo .
—rgx(ef §! (Yigf')) + rgx( f.f! ( Tf’))

or, par définition, on a YT o C YT , 3 d’ou le résultat.
Les résultats precedents sont valables sans I’hypothese y, C K, mais non
les corollaires 5.23 et 5.24 suivants :

Corollaire 5.23. On suppose p, C K. On considére, comme dans 5.21,
T'CTetS =S US.,_ D8 =5yUS, stables par G.

Soient f =n= H P H pPortl et i =n' = H P H pPertl

p€T-T, peT, pET T, peT}
alors, pour tout x € Xp(G), on a Végalité suivante (cf. 5.8, 5.12) :

18, (Cl ) — 18, (Clir ) =) > [k Ql+ D puy+

V€T, kT, vET,—T},

SoosShe '
8200Vt — Sook| — 18, (0,57 (YEr,w))s WIX ;
en particulier, si 'on fait G = 1, on obtient :

rg, (ClEr) — 18, (Clirr) = Y, [Kp: Q] +|T —T'|+
pETH—T}
Sm, o
82,5150 — Soo| — T8(85°= (Y 1,.0))-

Corollaire 5.24. On suppose p, C K. Les données T, S, Ay, A,
T*, S* ayant le sens habituel, on a, pour tout x € X,(G) :

0< rgX(C’ZK 5+) = Iy CeKm Z Pv,x* rgx m* ,m(YI?,‘S*,m))’
UEAP k
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ot m= H p H pPetl et m* =m H pPer.

pESo—Sp PpESy pEAp
Par conséquent, une condition suffisante pour que l’on ait rgx(CZZ::) =
rgx(Cﬁg:), est que py + = 0 pour tout v € Apy (c’est le cas (cf. 5.17)
lorsque les sous-groupes de décomposition H%‘*, v € Ay, sont normauz
dans GX* et non triviauz).

Démonstration. En effet, c’est immédiat & partir des calculs du point () de
la démonstration de la proposition 5.12, sur le caractére de la représentation
H U,Sp e")/ U,Sp ) n U,Sl)p (on retrouve et précise ainsi le point (i) de la re-
plv

marque 5.20).

Remarque 5.25. (i) On utilisera notamment le fait que le groupe Yrﬁ,f

contient le groupe EfS des S-unités congrues & 1 modulo § (cf. 5.1, (iv)).
(ii) On a la suite exacte :

Soo,Sh

S Xp s’ Xp 1§ So0,SL (v 8!
1 — Yy /Kp" — Yre/Kp" "— 0,77 (Ypp) — 1

(flfy, S =SoU Soo, §' =SoUS.,, Seo C S.), qui permet éventuellement
Soo,séo 7 !

de remplacer rg, (6,2 (Y£,)) par 1g, (YR /K77) — 1g, (Y5 /K7P).

(iii) On vérifie sans difficultés que, dans le cadre du point (ii) précédent

appliqué au corollaire 5.24, on a par définition :

YSt’ml = YS*,m,Ap

-prim*

Nous allons enfin utiliser le théoréme 5.21 pour relier le x-rang de C/3
au x-rang de VTS / Kr}(” , ol Vj? est le groupe de nombres :

Vi ={a €K}, v(a)=0modp Vp¢ S, a € KJ? VpeT},

qui joue un role capital dans I’étude du groupe de Galois de la p-extension
galoisienne T-ramifiée, S-décomposée, maximale de K (cf. [Ko, chap.III,
§2] et [M, chap.IV]), et qui va nous permettre d’expliquer en quoi ce type
de calculs conduit & une seconde approche du théoréme de reflexion.
Reprenons les données de 5.21 avec ' = (1), Si, = P{k ., et f multiple
convenable du conducteur de Lz (en I’absence d’hypothése kummérienne,
le module n utilisé dans le corollaire 5.23 n’est pas défini, mais on aura

encore U,S'”"(f)) C U}, pour tout p € T'). On a la suite exacte :
1 — ESoord/(ESoord)p N Yﬁoord/KTxp — CeSoord[p] N 1,
qui donne la relation :

g, (Yﬁoord/K;fP) = I'gX(CZSOOrd) + rgx(ES°°rd) ;
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par application du théoréme 5.21 et du point (ii) de la remarque 5.25, on
obtient, en remarquant que Y7‘§: = Vﬁ :

(18) rg (CEIS’) =TIg (VT‘?/KXP) —rg (ESoord) +
X X T X

g, (J[ Up/UP) + Gp2te, ([ R/R*).
peT pEPLL —Soo

Les calculs effectués pour la démonstration de la proposition 5.12 s’a-
daptent facilement pour tenir compte du fait que K ne contient pas nécessai-
rement (i, ; en particulier, si le p-groupe de torsion u, de K¢ (p|v) est non
trivial, le groupe H, opeére sur p, via la restriction du caractere de Teich-
miiller local w, (qui, ici, dépend de v), et le x- rang de F, ® H,u,, est

plv
Puw,x-1 (cf. lemme 5.13).

On a donc obtenu le résultat suivant qui est la généralisation d’une for-
mule de Safarevié ([S, th.1]) :

Théoréme 5.26. Soit K un corps de nombres. Soient p un nombre pre-
mier et G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p, et soit
k= KC. Soient T C Plgp et S=SyUSx C Plk UPZ’K’OO deur ensem-
bles finis, disjoints, G-invariants, de places de K. Alors on a, pour tout
X € %p(G) :

rgx(cef{,T) = I‘gx(ng’T/K;p) + Z 6'upv,w,,x—1 + ¢(1) Z [k'u : Qp]
veTk v€Tp k

- Z Pox — Ouwx8 + 01,y + 62p%(1)[Aco kl,
VEPLL o USo, k

odeg,Tz{aeK,}(, vp(@)=0modp Vp¢ S, ae K,? VpeT}, 6,=1
(resp. 0) siles complétés de K au-dessus de v contiennent p, (resp. sinon),
6 =1 (resp. 0) si K contient pp (resp. sinon), Dook = Ply o, — Soo,k, €t
0U by, 01,x, O2p sont des symboles de Kronecker.

Remarque 5.27. Sous ’hypothese u, C K, on constate que VI?,T /K;P
est le radical de I’extension p-élémentaire maximale de K, T'U A-décom-
posée, SoUA,-ramifiée, et dont la ramification pour les p € A, est “limitée”
par la condition v,(a) = 0 (p) ; on vérifie facilement, & partir du 2.5,
(iv), que le conducteur de cette extension est le module m*, auquel cas on
retrouve le théoreme de T-S-réflexion 5.18 tout en précisant la correspon-
dance entre radicaux, conducteurs et groupes de classes, lorsque A, # 0.
On notera que cette seconde démonstration (qui utilise également les cal-
culs de représentations 5.12 et la dualité kummérienne 5.6) peut étre vue
comme une approche duale de la premiére (la relation (18) ci-dessus étant
a mettre en parallele avec celle de la proposition 5.10).
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6. THEOREME DE DIRICHLET GALOISIEN. CALCULS DE RANGS.

On rappelle ici un résultat “classique” mais, semble-t-il, peu accessible
dans la littérature 24.
Soit K un corps de nombres (donné sans aucune hypothése kummérienne)

et soit G un groupe d’automorphismes de K ; on désigne toujours par :
(1) Pli oo = Pl o, U Pl o, (resp. Ply o = Pl o, U Pl )

’ensemble des places & l'infini de K (resp. de k = K ), réunion des sous-
ensembles de places réelles et complexes. Comme dans la section 5, on note
de préférence v les éléments de P/ et p ceux de Plk, et on désigne par
oy (resp. op) le plongement de k (resp. K) associé & v € Pl o (resp.
p € Plk ). On pose :

(2) Pl = PGS U Peg,w,

ou PLif,, (resp. sz,oo) est le sous-ensemble des places & D'infini réelles
de k complexifiées dans K (resp. des places & l'infini de k totalement

décomposées dans K) ; on a donc :
2 Pe{ ., = PGL UPL ., ot PGL =Pl  NPL .

Pour v € P/ o, on désigne, par abus, par ¢, le Frobenius, dans K/k,
d’une place arbitraire pg de K au-dessus de v (pour v € PB;?OO, ¢, est donc
I’élément d’ordre 2 de G tel que a,,oc,,crp‘ol est la conjugaison complexe dans
Gal(oy,(K)/oy(k))) ; c’est aussi le générateur du groupe de décomposition,
noté par abus H,, de po dans K/k.

Théoréme 6.1. Soient K un corps de nombres, G un groupe d’automor-
phismes de K, et k = KC. Soit E un sous-G-module d’indice fini du
groupe E3? des unités au sens ordinaire de K. On a les isomorphismes de
G-modules suivants (cf. (2)) :
(i) Q@ (Q@zE)~ & QGll1+c) & QG];
vEPLS, vePE
(i) B & (BozE) ~ (B ®tor(E) & B[G)1+a) @ BIG)

veEPLS vePe
pour tout p premier ne divisant pas |G|, ou tor(E) désigne le sous-groupe
de torsion de E.

k,00

Démonstration. Posons |G| = g, et soit :

(3) L:E— [ ®? ][] ®, R =R,

vePE, vePt

24Excepté [AT, chap.5, §3] et [L, chap.IX, § 4], pour le calcul du quotient de Herbrand des
groupes de X-unités (mais qui n’utilisent pas le point de vue des représentations), ainsi que [We].
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le plongement logarithmique de FE, ainsi défini pour tout ¢ € E : pour
v € PGS, (resp. Péz’oo), la composante de L(g) sur le facteur RY/? (resp.
RY) est donnée par :

3" (log laposglal)seGmod(cu) (resp. (log Iapos—lel)seG)-
On munit chaque Rﬂl 2 (resp. RY) de la loi de G- module définie par :
(3") t((zv,s)s) = (m'u,t"ls)s’ pour tout t € G,

s € G mod {c,) (resp. s € G). ¥
On constate que £ est alors un homomorphisme de G-modules.

Désignons par (r1(k),r2(k)) = (IP%,OOL |P£§’oo|> la signature de k et
posons (cf. (2), (2')) :

(4) ri(k) = |Plol, mi(k) = |PGLS] 5

alors :

) ri(K) = rf(k)g, ra(K) = ri()3 + ra(k)g.
Posons enfin :

(5) r=r1(K)+ry(K) = rf(k)% + (r{ (k) +72(k))g

et identifions H RY/? H RY 4 R ; alors le théoréeme de Dirichlet
vEPLS 'vEPlz'w

classique affirme que L(FE) est un Z-module libre de rang r — 1 contenu

dans ’hyperplan de R" défini par :

D Tys +2 ) Ty +2 > Ty =0

vePLE veEPLS vEPLE
s€G s€Gmod(cy) seG

Soit D I'image diagonale de Z dans R" ; le Z[G]-module D & L(E), qui
est un Z-réseau de R, conduit, pour tout corps ) de caractéristique 0, a
des représentations Vg = Q ® (D @ L(E)) de méme caractére ; on peut
donc travailler avec Vg qui est égale & la représentation R™ définie par les
relations (3").

Considérons alors les applications R-linéaires :

RI/2 — R[G](1 + cv), v € PGS,

ol & (Tuv,s)smod(c,) ON associe Y,  Tys $(1+¢y),
smod(cy)

RS — R[G], v € Peﬁ,w,

ol & (Ty,s)s On associe Y., Tys S.

25 Autrement dit, si (es)s est la base canonique de ]Rgl 2 (resp. R?), on a posé t(es) = ets.
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On vérifie immédiatement que ce sont des isomorphismes de G-modules,

d’ou : »
RE/? = RIG|(1 + ¢,) (resp. R = R[G)).

Par conséquent, Vg est la somme, pour v € P/ o, des représentations
de permutation (sur @) de G modulo H, (cf.§3.4 de la section 3). D’oti le
point (i) du théoréme.

Pour le point (ii), on remarque que la suite exacte de G-modules :

1—tor(E) — E £ L(E) —0
conduit & la suite exacte de G-modules (car tor(E) N EP = (tor(E))P) :
1 —EQtor(E) - E®FE —F ®L(E) —0.
L’isomorphisme de G-modules :

Eo(FeE)/(Betr(E)~ & E[Gl+c) & E[G]
vePE’,, vePt

provient alors de la théorie des représentations en caractéristique p lorsque
p ne divise pas l'ordre de G (cf. [S1, §15.5] dont les grandes lignes ont été
rappelées au §3.2 de la section 3).

Nous allons traiter maintenant le cas des ensembles de ¥-unités, lorsque
Y est un ensemble fini de places de K, stable par G. Considérons un
tel ensemble, et soit ¥y l’ensemble des places de k£ en-dessous de ¥. On
désigne par F' un sous-groupe du groupe E% des Z-unités de K, d’indice
fini dans EIZ} ; soit (¥g) le groupe d’idéaux de K engendré par X, et soit
P(Z) = {(z), = € EX}.

On a la suite exacte :

(6) 1—E—F-5 Py,

ol E est un sous-groupe du groupe E$¢ des unités de K, d’indice fini dans
Eord.

KComme (3o) est un Z-module libre de dimension finie, P(X) en est un
sous-module d’indice fini (le groupe des classes de K est fini!) et donc il
en est de méme pour I'image i(F) de F dans P(X), qui est donc libre de
méme rang que (Xo) ; si p ne divise pas ordre de G, 'isomorphisme des
représentations correspondantes en caractéristique 0 conduit & un isomor-
phisme de représentations sur E, de la forme :

(7) B ®i(F) =B ® (Zo).

Posons ¥y = |J, Xy, Xy = {p € Plk, p|v}, ou v parcourt Xy ; alors
on a:

®) B © (S0) = 6(F @ (S,)),
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ou chaque représentation [, ® (£,) est la représentation de permutation
associée au sous-groupe de décomposition d’une place de K au-dessus de v
(cf. §3.4 de la section 3) On a, & partir de (6), la suite exacte (car ENFP =
EP) :

1 -2E®F—E®F —EEQ®i(F) —1
qui conduit (via (7) et (8)) au résultat suivant :

Théoréme 6.2. Soit K un corps de nombres ; soit p un nombre premier
et soit G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p. Soit ¥
un ensemble fini, stable par G, de places de K, et soit ¥y l’ensemble des
places de k = K@ en-dessous de ©. Pour tout v € Py, on désigne par
H, (resp. HY) le groupe de décomposition, dans K/k (resp. KX/k), d’une
place quelconque de K (resp. KX) au-dessus de v.

Alors, pour tout sous-G-module F', d’indice fini dans le groupe E}% des
L-unités de K, le caractére de Fp ® F est donné par :

> Idf (1m,)+ Y Ind§, (1a,) + 6(F)w — 1g,
’UEPZ}WX, ’UEEo,k
et on a donc, pour tout x € X,(G) :

rgy (F) = ¢(1)rz(k) + Z Pux T E Pu,x + Bu,xOp(F) — 01,5,
’UEP[Z’OO V€L, k

o0l pyy = ITI«’:‘—I dtepx Y(t), Ylx, ol duy, d1x sont des symboles de
Kronecker, et ot 6,(F) =1 (resp. 0) si pup, C F (resp. p, ¢ F).
Remarques 6.3. (i) On rappelle que, pour v € P{} ,0ona pyy = %(¢(1)
+1(cX)) (resp. (1)) si v se complexifie dans KX (resp. v se décompose
dans KX ).

(ii) Si pour tout v € P} . U Do, HY est normal dans GX, on obtient (cf.
définitions 5.17) :

g (F) = $(D)ra(k) + $(D){v € Pl o USo, HY = 1)]+ 80 5p(F) — 81.
(ii1) Au niveau du p-rang, on obtient (en faisant G = 1) la formule classique :
g, (F) = ro(K) + r1(K) + |Zo| + 6p(F) — 1.

(iv) Sil’on ne s’intéresse qu’au caractére de la représentation Q® F, il suffit
de supprimer le caractére de la p-torsion de F', ce qui donne le caractére :

> Ind§ (1g,)+ Y Indf (1g,) - le,
VEPL o0 v€EZo,k

le groupe G pouvant alors étre un groupe d’automorphismes quelconque de
K.

(v) Le cas d’un sous-G-module E, d’indice fini dans E¥Y, s’obtient en
faisant 3¢ = 0.
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Chapitre II. Inégalités du “Spiegelungssatz”
INTRODUCTION.

Ce chapitre est consacré, pour l’essentiel, & la particularisation des énon-
cés du chapitre I (principalement les théorémes 5.18 et 5.21) ; ce travail est
nécessaire car, d’une part, les cas p = 2 et p # 2 sont trés dissemblables
a cause du role des places a l'infini pour p = 2, et, d’autre part, dans
les situations classiques d’importantes simplifications apparaissent que le
lecteur n’aura pas a effectuer. On y trouvera également des applications et
exemples généralisant et unifiant nombre de résultats épars.

(a) Rappel des principales notations.
(i) On fixe un nombre premier p, un corps de nombres K contenant xp, un
groupe d’automorphismes G' de K, d’ordre étranger a p, dont on note k le
sous-corps fixe.
(ii) (cf. définitions 5.1) On désigne ensuite par T et S deux ensembles finis,
disjoints, G-invariants, de places de K, avec T' C Plk, S C P¢ K,OUPZ’}{,OO,
et on pose :
T, =TNPlgp, Sp=SNPlgy, Ap=Plgy—T,— Sp,
So=S8 nPEK’(), Seo =8N Pé?(,oo’ Ay = Pe’i(,oo - Soos
T*=TUAy, 5*=50UAyp,

m =[] o[, m = m ] e,

pESo—Sp, PpES pEAp

no= [ o] e,

?ET"Tp pGTp

ou e, est 'indice de ramification de p dans K/Q(up).

(iii) Pour tout v € P4y, on désigne par HX = H,, un groupe de décompo-
sition de v dans K/k ; pour tout ¢ € %X,(G) on désigne par HY un groupe
de décomposition analogue dans K% /k et on pose :

Puyp = 'I‘I?IFﬁI' Z P(t), "M‘p 5

Y Vieny

on rappelle (cf. définitions 5.17) que si le groupe de décomposition Hy est
normal dans G¥ =Gal(K¥/k), pve = ¥(1)dy,,, Ol dy, est égal & 1 (resp.
0) si Hy =1 (resp. sinon).

(iv) Pour tout ensemble ¥ de places de K, stable par G, on désigne par
Y; Pensemble des places de k en-dessous de celles de X ; pour tout objet
(défini dans le cadre d’une G-famille, au sens du § 3.3 de la section 3) de la
forme Mg(T,S), T, S C Plg, M;(T, S) est & lire Mk(Tk,Sk).

(v) D’une maniére générale, 4, désigne le symbole de Kronecker de u et
v.
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(b) Principe général des inégalités du “Spiegelungssatz”.

Le théoreme de réflexion général 5.18 compare de fagcon “exacte” des x-
rangs de groupes de Galois, sur K, de p-extensions abéliennes maximales
a ramification restreinte (avec décomposition), si et seulement si A, = 0 ;
sinon, la relation correspondante :

Tgye* (Ceg") - rgx(ceg:) = Px (Ta S)a

fait intervenir C¢L., qui est seulement le groupe de Galois d’un p-corps de
rayon (T*-décomposé) pour lequel on a les inégalités :

rg, (Cl5,) < 1g, (CL.) < rg, (CEL.)

(voir cependant au corollaire 5.24 une condition suffisante simple pour avoir
I8, (CeLY) = rgx(CET: )) ; en particulier, dans le cas le plus classique (T =
S =0), Ap = P, n’est jamais vide et m* est le module de p-primarité (cf.
définitions 2.6).

Si 'on veut comparer des rangs de groupes de la forme CZ‘%, on doit
donc consentir & écrire des inégalités plus ou moins précises en utilisant
le théoreme 5.21 qui permet d’exprimer, par exemple, le défaut de rangs
rgx(Cfﬁ: )—18g, (Cﬁg) au moyen de YTL:m et du sous-groupe YSI:,* de
Y4, formé des éléments “A,-primaires” (cf.5.25, (ii) et (iii)). On notera
que d’un point de vue logique, la détermination de ce sous-groupe suppose
une connaissance numérique de C#Z” [p] qui n’a pas lieu en principe ; mais
son existence permet de faire des heuristiques évidentes sur le compor-
tement de ce défaut (nous y reviendrons dans le cas des groupes de classes
usuelles). L’usage est alors de remplacer Y"'::m par ET" dont le rang est
connu (théoréme 6.2).

(c) Présentation des résultats.

En vue d’une utilisation pratique, nous détaillerons différentes situations,
relativement & un caractére x € X,(G), en distinguant le cas x ¢ {1,w} du
cas x € {1,w} qui est spécifique en raison du fait que p, est de caractére
w, et en adoptant la disposition suivante :

(@) x¢{lw}:

(i) cas relatif général (G est un groupe d’automorphismes de K,
d’ordre étranger a p, k = KY) ;

(i') cas relatif normal (on suppose en plus que pour tout v € PEE,
T U So i le groupe de décomposition Hy de v dans KX /k est normal
dans Gal(KX/k)) (cf.5.17) ;

(ii) cas absolu général (K/Q est une extension galoisienne de degré
étranger a p, G =Gal(K/Q), k=Q) ;

(ii") cas absolu normal (G =Gal(K/Q) et pour tout v € {oo} U
Ty U Sogq, HY est normal dans Gal(KX/Q) ; pour v = oo, p # 2,
cela signifie que KX est réel ou extension quadratique imaginaire d’un

,m,Ap-prim
«
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corps réel galoisien sur QQ ; pour v = co, p = 2, la condition est vide
puisque KX est de degré impair sur @, donc réel).
x € {l,w} % : .

(1) cas relatif ;

(ii) cas absolu ;

(iii) cas G =1 (c’est un cas particulier du cas (i) (avec x =w = 1)
qui conduit a des formules de p-rangs dans K ne nécessitant plus
aucune hypothése sur K (hormis p, C K)).

On notera que, lorsque G est abélien, on est dans le cas normal
(relatif ou non) et les caractéres absolument irréductibles sont de degré

1 (ie. (1) = 1).

Remarque. Enfin il y a, pour p # 2, le cas des corps K & conjugaison
complexe (extensions quadratiques totalement imaginaires d’un corps to-
talement réel k) ; on peut alors prendre G =Gal(K/k) = {1,c}, ou c est
la conjugaison complexe sur K ; il s’agit du cas particulier du cas (8),(i),
pour lequel X,(G) = {1,w}, avec w(c) = —1, que nous énoncerons & part
en raison de la tradition, au niveau des notations, qui consiste & écrire tout
Zp[G]-module Mg sous la forme :

ou :

Mg = M} & Mg,

1 11—
M} =M12((1+C) :Mk 27, M}’? =M12{(1 C) :

on a alors les différentes notations équivalentes suivantes :

18, (Mk) = 18, (Mk) = rg, (M) = rg,(My),
rg—-(MK) = rgw(MK) = rgp(MI})'

7. ENONCES DANS LE CAS p # 2.

On reprend les notations précédentes en tenant compte du fait que, pour
p#2,0na:

(1)

CeF =Ceo,

pour tout ¥ C Pfk et tout module § étranger a X.
On a, d’apres 5.18, puisque T* = TU A, S*=SUA, :

(2)

T8y~ (Ceg’) - rgx(0££*) = Px (Ta S),

et, comme déja dit, on a C¢L. = C¢% dés que A, = 0.

260n est donc ici dans des cas normaux.
27Cet isomorphisme n’ayant de sens que dans le cadre des G-familles, ce qui sera toujours le

cas.
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En utilisant 5.21, on peut notamment rapprocher C’E?,:, de I'un des deux
groupes suivants :

ClE = Cl%, Clg. = Clyn, %5

I’énoncé classique de Leopoldt (I' = S = () correspondra au premier cas
pour lequel il vient :

(3) rg,-(CLF) —rg, (CLE) =

ox(T, ) + g, ( [T U /UP) = gy (Bune (Y 1)) 5
pED,

or Yil’m contient EL, d’ou :
(4) r1g,-(CES) —1g, (CEE) <
ox(T,9) + g, ( [T UV /UE?) - 16, (e m(ET)).

pEA,
La suite exacte :
1 — EL N (KgP K. .)/EZP — EL/EIP — 0 o(ER) — 1,
s’écrit encore :
(6) 1= Epappnm/Ba” — Eq /B’ — e n(Bn) — 1,
ou E’,{’ Ap-prim €St le sous-groupe de ET formé des T-unités (congrues a 1

modulo m) Ap-primaires (cf. 2.6, (ii),(iii)) %°.
11 vient alors, & partir de (4) et (5), puis de 5.15, 5.12, () et 6.2

18+ (CLF) — 18, (CLS) < py (T, S) + 18y ( H Uél)/U,S”e"))
pEA,

— 18, (E7) + 18y (Eq, A, -prima/ En?)

< Z Pox + 0wy — 01y — Z oy — ¥(1) Z (kv = Q)

VEPL, 0o UTk vESk VESp kUlp,k
+ (1) Z (kv Qp] - ( Z Pu,x t 5w,x5p(E£) - 51,x)
VEAL VEPLy oo UT
+ rgx(EZ:,Ap-prim/Eap) 5

28Pour cette seconde possibilité, on peut conduire les calculs, comme nous allons le faire pour
la premiére, & partir de ’égalité du corollaire 5.24.
290n prendra garde au fait que, par opposition & ’égalité YI, . = Y7,

S*m,Ap-prim
T tapd - T
(iit)), EL. Ap-prim est distinct en général de E,..

(cf. 5.25,
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d’ou :
(6) 18y (CLF) — 18, (CLE) < 8y (1= 6p(ET)) = Y oy —
vE Sk
,(/)(1) Z [k’U : QI’] + rgx(Eg,Ap-prim/Er{p)'

vESp k

On vérifie alors assez facilement que d,(EZ) est égal a 1 si et seulement
siS=40.

Si I'on majore 1g, (EX 5 .../ExP) par 18, (EL/ELF), ce qui revient &
minorer rgx(0m~,m(EZ: )) par 0 dans (4), on obtient une majoration plus
grossiére, souvent utile en pratique, si, au plan numérique, Eﬂ Ap-prim n’est
pas connu. Nous indiquerons, chaque fois, ces deux types de majorations ;
ici cela donne donc :

(6) TEy* (C&:ﬁ) - rgx(Ceg) < Z Pux + Owx — 01,y —

’UEPek,ooUTk
Z Pu,x* — ¥(1) Z [kv : Qp]
vESk VESp &

Fixons quelques notations pour exprimer les majorations précédentes (en
complément des notations générales (cf. (a) de I'introduction)) :

Notations 7.1 (p # 2). (i) On désigne par Eﬂ,m’ A,-prim 1€ groupe des T
unités, congrues & 1 modulo m, Ap-primaires, de K (cf. 2.6, (i), (iii)).
(ii) Pour tout x € X,(G) on pose :

BX(T7 S) = rgx(EI’lg,m,Ap-prim/E};I:m) + JW,X(I - 50,5) -
Z Py — ¥(1) Z (ko : Qp),

VvES VESp,k
B;((T7 S) = Z Pv,x + Z Pox + 0wy — O1x —
VEPL vET},
D P =) D [k : Ql,
VESk VESy k

en observant que, puisque p # 2, on a :

Z pv,x="/)(1)r2(k)+ Z Pu,x

UGPek’oo UEPZZ‘OO

et que tous les éléments de Pf} . sont complexifiés dans K/k (cf.5.16, (i)).
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Remarques 7.2. (i) Lorsque A, = 0, on a E'z’Ap_prim/EZ” = ET/ETP,
auquel cas, By(T,S) = B, (T,S) = px(T,S) donné par 5.15. Ainsi dans
le cas A, = 0 on a en fait, dans (6) et (6'), conservé I’égalité donnée par
5.18, (ii). Pour rappeler ce fait, nous utiliserons le symbole < (inégalité si
Ap # 0, égalité si Ap = 0).

(ii) On a la la suite exacte (cf.5.25, (ii)) :

1— Y,S:l:,m,A,,-prim/I{x’33 — Yg’,m/Kxf — am*,m(Yg:‘,m) — 1’

puisque Yg:,m,. = Yg:,m’ Ap-prim> € qui conduit & la formule suivante
(cf. (3)) qui permet d’interpréter les “inégalités du Spiegelungssatz” pour
PF#F2:

18+ (C3) — 18, (CLE) = ) pux+0ux—01x— D Pox—
’UEP[k,NUTk vES)

W(1) Y lho : Qp) — 1y (Y n/ K3P) + 185 (Vim0 -prim/ K5 F)
'UESp,k
(nous en donnerons des exemples en 7.8).

Par échange de S et T et de x et x*, la quantité rg,.(Ct3) — 18, (C(%)
est changée en son opposé, ce qui, & partir de (6) et (6'), donne des mino-
rations de cette méme quantité ; on obtient ainsi ce que I’on peut appeler
la généralisation des inégalités classiques du “Spiegelungssatz”dans le cas

pPF#2:

Théoréme 7.3 (inégalités générales du “Spiegelungssatz” pour p # 2).
Soit K un corps de nombres contenant p, pour p # 2, et soit G un groupe
d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p. SoientT et S deux ensembles
finis, disjoints, G-invariants, de places finies de K. Alors pour tout x €
Xp(G), on a (cf. 7.1, tableauz 7.4 et 7.5) :

— B} (S,T) Z — By (S,T) 18, (C45) — 18, (CLF)

Par commodité, dressons les tableaux des valeurs des constantes
By(T, S), By (T, S) dans les différents cas mentionnés au point (c) de I'intro-
duction. Lorsque k£ = Q (cas absolu) nous abandonnons provisoirement la
notation v pour les places de k en désignant par co 'unique place & 'infini
de Q et par g (resp. I) les places de Tg (resp. Sg) (on a alors pooy =
(1) + 9(cY)), o (cX) = HY, et (dans le cas normal) pooy = %(1)deo,y,
ot deo, = 1 (resp. 0) si KX est réel (resp. imaginaire)). Lorsque G est
abélien, il suffit de faire 1/(1) = 1 dans toutes les expressions. Enfin, lorsque

G =1, les constantes B,, B, sont notées By, By, (formules de p-rangs dans
K):
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Tableau 7.4 (Tableau des By, B;, x € %,(G) (p #2), x ¢ {1,w}).
(i) cas relatif général :

By(T,S) = 18,(E% 1o A, prim/ Bim) = 2 pv,x*—zﬁ 1) ¥ [k Q)

vESY 'UESP k
B;((Tv S) =p(U)r2(k) + X puxt+ 2 Pux— Z Pux*—
vePQ,w v€ET} vESE
Y1) X [ky: Q) ;
VESp k

(') cas relatif normal :
By(T, S) = 18y (B o a, prim/ Eicon) — ¥(D{v € Sy, HY =1} -
Y1) X [ko: Q)
vESp &
BL(T,S) =
Y(Vra(k)+9(1)|{v € PE; o, HY = 1}|+9(1)|{v € Ty, H =1}| -
Y(1){v € Sk, HY =1} - vO) 3 Q)
(ii) cas absolu général : i
By(T, S) = 18y (B o A, prim/ Exm) — 2 poc =¥ (0lSal
B;((T, S) = Poo,x T E Pg,x — Z Plx* — )lS ,Ql )

9€Tq
(ii') cas absolu normal :

By(T,S) = 18, (ER; o, prim/ Ei) = $(D{L € S, HY =1}|~

P15l
B;((T,S)=’¢J( ) ,X+¢ )l{quQ’ Hq —l}l
Y(W)I{l € S, HY =1} —%(1)|Spal-
On rappelle, pour le tableau ci-dessous, que les x-composantes des
invariants de K sont, pour x¥ = 1, les invariants correspondants de k (on
est alors amené & utiliser le point (a), (iv) de I'introduction :
Tableau 7.5 (Tableau des By, B}, B, B/, (p #2)).

(i) cas relatif :

Bl(T7 S) = rgp(ElZ:m,Ap-prim/EIZ:{)“) + Jl,w(l - 6@,5) -
{ve Sk HY =1} - Y [k: Q)

’DESp’k
Bi(T9 S) = TZ(k) +’f‘1(k) + ITkI + 51,w -1-

{v €Sk, Hy =1} = Y [ko: Q)

VES, &
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Bu(T,S) = 18,(EEmn, prim/Exin) +

1= 0,5 — ISkl = > [ko: @),
VESp k

ra(k) + |{v € Ty, HY = 1} +

1—51,w - |Sk| - Z [k’v : Qp] )

’UESp,k

B,(T,S)

(ii) cas absolu :
By(T, S) = 18,(Edm a,-prim/ Egrn) — 1{I € Sg, 1 = 1(0)}] - [Sp,0l,
" Bi(T, S) = |Tg| — |{l € Sq, | = 1(p)}| — |Sp,al,
By(T, S) = 18, (E% n.A,prim/ E'w) + 1= 80,5 — 1Sl — S50,
B,(T,S) =|{q € Tg, = 1(p)}| + 1 - S0l — IS0l ;
(iii) cas G =1:

BP(T7 S) = rgp(E£,m,Ap-prim/E£{’m) +1- 5@,5 - ISI - Z [KP : QPL
pES,

By(T,S) =3[K : Q +|T| - |S| - ¥ [K, : Q).

pESp

Remarques 7.6. (i) Les minorants —By+(S,T), —B,«(S,T), sont donc
parfaitement définis par les tableaux 7.4 et 7.5 précédents, a partir des
expressions générales suivantes (cf. point (a) de 'introduction et 7.1) :

BX* (S’ T) = T8y (En "Ap- prlm/Esp) + 61 X(]' - 60 T)

va,x_ Z[kv:Qp’

vET} v€T, &
Bio(8,T) = dWra(k)+ D pox-+ D Puxr +01x — oy —
vEPE,'mo VES
Z pu,x — P(1) Z (ko = Qp)-
vET} vET

(ii) C’est bien Iinvolution * qui permet de parler de “Spiegelungssatz”, y
compris en termes d’inégalités, et qui permet de ne donner, par exemple,
que les majorations.

(iii) On vérifie facilement (en utilisant 5.14) que l'on a :

By(T,5) + By (S,T) = %(1) D [ko: Q),
VEAL &

ce qui indique la précision de ’encadrement standard, précision qui va de
0 (pour Ap =0) 4 ¢(1)[k : Q] (pour Ap = Plk ;) et qui, dans le cas absolu
(k =Q), vaut 0 ou (1) selon que p € T U S ou non.
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Théoréme 7.7 (“Spiegelungssatz” général de Leopoldt pour p # 2).

(T =8 =0) Soit K un corps de nombres contenant p, pour p # 2, et soit
G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger d p, fizant le corps
k ; soit x € X,(G). Alors on a :

(@) x ¢{1,w} (cf.74) :

(i) cas relatif général :
18- (Clx) — 18, (Clx) < 18 (it prprim/ EY)
< Y)ra(k)+ Y pux s

vEPﬁz’oo

A

(i') cas relatif normal :
15 (Clxc) — 18, (Clk) < 18 (B pprm/ L) <
P(L)rz(k) + Y(D){v € Ply oo, HY =1} ;
(ii) cas absolu général :
1g,+ (Clr) — 18, (Clk) < 18, (EK p-prim/ E%) < Poox ;
(ii") cas absolu normal :
18,+ (ClK) — 18, (Clk) < 18, (BK p-prim/ B ) < ¥(1)doo,y *°-
(B) x € {1,w} (cf. 7.5) % :

(i) cas relatif :

g, (CEK) - rgp(cek) < rgp(Ek,p-prim/Ez)

S T‘Q(k) + T‘l(k) + 61,w - 1,
1g,(Cl) —18,(Clr) < 18,(EK p-prim/Eg)

< (k) +1-61w;

(ii) cas absolu :
rg,(Clg) = rg, (Cli) =0 32,

Exemples classiques 7.8. Nous allons en détailler deux :
(i) Analyse du théoréme de Scholz [Sc].

Le cas le plus simple (pour p # 2) est, pour p = 3, celui ou K est le
composé de Q(u3) et d’un corps quadratique Q(vd) (d € Z, d ¢ (Z)?, d ¢
—-3(Z)?). Pour G =Gal(K/Q), on a 4 caractéres Qs-irréductibles, 1, w, X,
x* = wy, qui sont de degré 1, et correspondent respectivement aux corps

300n rappelle que doo,x = 1 (resp. 0) si KX est réel (resp. sinon) ; lorsque K/Q est abélienne,
on dit plutdt que doo,x = 1 (resp. 0) si x est pair (resp. impair).

310n notera que pour T = S = 0, le cas G = 1 donne une information vide.

32Résulte immédiatement du fait que (, n’est pas p-primaire.
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Q, Q(u3), Q(Vd), Q(+/=3d). On a (cf. 3.7, (14) et 3.8), compte tenu du
fait que Clg 1 =Clg=1:
Cf[{,x = CEQ(\/E)’ CZK,wx = CEQ(\/——&?) 3

enfin, Ex = (¢, (3)E%, ou ¢ est 'unité fondamentale du corps quadratique
réel ; on peut toujours supposer que c'est Q(v/d), auquel cas on a :

(EK/E%()X = (eE%), (EK/E%')wx = {E%},

(Ex/E¥%)w = ((3B%), (Bx/E¥)h = {Bk} ;
d’ou, par la seule utilisation de 7.7, (a), (ii') :

0 < rg,,, (Clk) — 18, (Clk) < 18, (EK 3.prim/ E%) < 1,
qui se traduit donc ici (pour d > 0) par :
0 < 1g3(Clyy=3a)) — 183(Clgyyg) <1
si € est 3-primaire,
183(Cloy=33)) = 83(Clyya))

si € n’est pas 3-primaire.
De facon plus précise, la relation 7.2, (ii), s'écrit ici (puisque pooy =
dw,x - 1) .

(7) r83(Cloy=sa) — 183(Clyya) =
-r+ g3 (YQ(\/E),PZ3,3-prim/(Q( \/E));(’l:;
Oil YQ(\/E),Pla = {y 6 (Q(\/E));&;a (y) = a3’ a E IQ(\/E),P£3}7

ou r est le 3-rang de CZQ( Va) et ol 'on a utilisé la suite exacte évidente :

1 — (e)/(e%) — Yyva), i/ Q)5S — Clyya 3] — 1.
Ecrivons :
Yoy, pis = W1+ Ure)(Q (V)5 ;
on a rg3(Cly v=33) — rg3(C£Q(\/a)) =1 si et seulement si tous les y; ainsi
3.prim €St d’indice 3 dans YQ( Va),Pls
et on obtient ’égalité des 3-rangs) ; on voit donc que la 3-primarité ou non
de € n’est qu’un cas particulier.

Par symétrie, on peut partir de la formule analogue utilisant le caractere
X" =wx:

que € sont 3-primaires (sinon YQ( Vd),Pls

(8) rg3(C€Q(\/z)) - rgB(CéQ(\/—-SE)) =
—r + rg3(YQ(\/—_Jid),Pl;;,Zi-prim/(Q(\/ ))Pla)’
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avec, de facon analogue :
YQ(\/1'§E),P13 = (yllv e 7y;">(Q( \ —3d))1>§33’

ou 7’ est le 3-rang de Clgy=3a) et ou I'on a utilisé I'isomorphisme :

Yorv=aa)pi,/(QV=3d)) 5}, = Cloy /=323

ce qui conduit au raisonnement suivant :

on a rg3(C’£Q( \/Z)) = 1g3(Clgy/=3q)) si et seulement si tous les y; sont 3-
primaires (sinon Yo V=3d),Pls,3-prim St d’indice 3 dans Yoy /=3g) p;, et on
obtient rgg(CZQ( \/;1-)) — 183(Cly,/=33) = —1). On voit ainsi que ces deux
interprétations sont fondamentalement différentes au plan numérique mais
similaires.

(ii) Analyse du résultat de Hecke [Hel].

Il s’agit du cas K = Q(up), p # 2, ou l'on prend G = Gal (K/Q).
D’apres 7.7, (@), (ii'), il vient, pour un caractére pair x # 1 (de la forme
x =wk, k pair, 0 < k <p—1, avec x* = wyx ! = w7 k) :

0 < rg,.(C¥) — 18, (C?) < rg, (Ep.prim/E*) < 1.
Posons (E/EP), = (exEP) ; on a alors :
0 <rg,.(CE) —rg, (CE) <1
si €, est p-primaire ,
rg,~ (Cf) = rg, (C¥)

si €, n’est pas p-primaire.
Considérons maintenant la formule donnée en 7.2, (ii) ; elle s’écrit ici (x
pair, x # 1) :

(9) T8y (Cf) - rgx(ce) =Tyt T8y (YP‘epJ’-PTim/K;Z,)’

ot Ypg, = {y € K;e,,, (y) = a®, a € Ipg,}, ol ry est le p-rang de C¥y et ou
I'on a également utilisé la suite exacte :

1 — () (e8) — (Ypi, /K 5L )y — Clylpl — 1.

Posons :
X
(Ypr/K;Z,)X = (yla e 7y1‘x7 5X>KPZ,/K}>;Z, ;

comme dans le cas du théoréme de Scholz, on constate le cas particulier
que constitue la p-primarité ou non de €.

On a alors rg, . (C¥) — rg, (Cf) = 1 si et seulement si tous les éléments
de (Ype,/K });Z,)x (i-e. ¥1,--- ,Yry,€x) sont p-primaires (sinon Ypg, p prim,x
est d’indice p dans Ypy, y, et on a I'égalité des p-rangs).
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Enfin on peut aussi utiliser la formule correspondant au caractere impair
X' #Fw: _
(10) 18, (Cl) — 18, (CL) = —7y + 18,0 (ngp,p_p,im/K;fp),
qui, en posant :
(Ype,/ Kpp )y = Why- - > VK pp [ Kpp,

conduit & un raisonnement analogue, mais avec des valeurs numériques
provenant de sous-corps imaginaires de K.
A bl b i)
Rappelons quand méme que I’on n’a pas d’exemple avec 7y, > 0 (cf. [W]).

Revenons a la situation générale du théoréme 7.3, particularisée au cas
des corps a conjugaison complexe (cf. remarque du (c) de 'introduction) :

Théoréme 7.9 (corps & conjugaison complexe). Soit K un corps de nom-
bres contenant pp, p # 2, et extension quadratique d’un corps totalement
réel k. Soient T et S deuz ensembles finis, disjoints, stables par la conju-
gaison complezxe, de places finies de K. Alors on a :

—B.(8,T)X — B_(S,T)<rg_(Clr) — 18,(Clh §) B4 (T, S)BL (T, S),

ot l’on a posé (a partir des notations générales 7.1 et de 7.5, (i)) :

B(T,5) = 18y (Ef A peprim/ B ) = 1{v € S, Hf =1} = D ko : @),

'UGSp,k
BY\(T,S)=[k:Q —1+|Tk| - [{v € S, HS =1}| - ; [k : Qpl,
VESp k
B_(S,T) =18_(E% o A, prim/ Exn) + 1= 0,5 — |Tk| = e; ko : Q)
veT, i
B (5,T)=1+|{ve Sy, HE =1}| - |Tt| = T [kv : Q).

veT, &

Remarque 7.10. Pour T = S = (), on retrouve un cas particulier de 7.7,
(8), (i), & savoir :

-1 < _rgp(ou'K,p-prim/Ng{) <rg_ (CEK) - rgp(cek)
_<_ I‘gp(-Ek:,p-prim/ElI;) -<- [k : Q] - 1,
ol pxk est le p-groupe de torsion de K> 33,
En général, on a rg, (1K p-prim/ %) = 0 ; c’est par exemple le cas dés que
[K : Q(uk )] est étranger & p, ce qui donne alors :

0 <rg_(Clk) —18,(Cly) < 18,(Ekpprim/E}) < [k: Q - 1.

330n a utilisé le fait que, pour p # 2, on a (Ex/E%)w = pk/u%, dans le cas des corps &
conjugaison complexe.
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Ceci illustre le résultat historique de Hecke pour K = Q(up), £ = Q({, +
¢t (e rg, (Cly) > 1g,(Cly)), pour lequel on a en fait :

0< rgp(ce ) - rgp(ka) < rgp(Ek,p-prlm/Ep) (p 3)/2

résultat évidemment bien moins précis que celui de ’exemple 7.8, (ii).

Terminons le cas p # 2 par un exemple significatif du cas A, = §, ol
l’on a des égalités (cf.7.3), et qui n’est qu’un cas particulier de 5.18 :

Théoréme 7.11. (T' = Py, S = 0). Soit K un corps de nombres con-
tenant pp, p # 2, et soit G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre

étranger a p, et de corps fize k. Soit x € Xp(G) ; on a alors les résultats
suivants :

(@) x ¢ {1,w} (cf.74) :

(i) cas relatif général :
Pt
gy (Clipey) —185(Cli™) = p(ra(k) + D pux+ D o s
'UEPZT’ veEPL »

(") cas relatif normal :

18y (Cli,pr,) — 18y (Cli ™) =
Y(D)ra(k) +p(L){v € Pl o, HY =1} +9(1)|[{v € Plyp, HY =1} ;
(ii) cas absolu général :
I8y (CEK,PI,,) - rgx(ofﬁlp) = Poo,x T Ppx
(ii") cas absolu normal :
18- (Cli pe,) — 18, (Clr ") = (1) (doo + dpx)-
(B) x € {1,w} (cf. 7.5) :

(i) cas relatif :
18, (Cli,pe,) — 18,(CLL™) = ra(k) +r1(k) + [Pl + 61 — 1,

18, (Cli pe,) — 18,(CLi?) = 1o(k) + |{v € Plyy, HY =1} +
1- 51,w )

(ii) cas absolu :

1g,(Cly") =0, 18,(Clk,pg,) = 1,

rgw(Cezep) =0, rgp(CEQ,PZP) =1;
(iii) cas G =1 :

rg,(Clxpe,) — 18,(ClR ") = (1/2)[K : Q] + |Ptx ).



THEOREMES DE REFLEXION 455

Corollaire 7.12 (corps & conjugaison complexe). Si en outre K est exten-
ston quadratique d’un corps totalement réel k, on a les égalités :

PL
18_(Clk,pe,) —18,(Cl, 7) = [k: Q — 1+ |Plpl,
P,
1g,(Clk,pe,) —18_(Cly?) =1+ |[{v € Plyp, H = 1}|.
Exemples 7.13. Revenons encore une fois & la situation des exemples 7.8,
en restant dans le cadre de 7.11 :
(@) (K = QWd,v/=3), d >0, p=3). Siyx est le caractére pair non
trivial (i.e. KX = Q(Vd), KX = Q(+v/=3d)), il vient, par 7.11, (a),
(it') =
T8y (CZK,Pls) - rgx(Ceiea) = 1+ d3,X7
18, (Clx,pe;) — 18y (CLL) = day,
ou ds, (resp. d3 ) est égal & 1 si 3 est décomposé dans Q(V/d) (resp.

Q(v/—3d)), et & 0 sinon ; comme rg3(Clg,pe,) = 1, rg3(Cde3) =0
(cf. 7.11, (B), (ii)), on peut, de maniére équivalente, écrire :

P¢
rg3(Clory=3a),pes) —183(Cly i) = 1+ 1Plya)sls
P¢.
rg3(C£Q(\/E),Pe3) - I‘g3(Ceq(\3/_—3d)) = |PZQ(\/'-E),3|-
= , P . Si x est pair non trivial, et en remarquant que
(B) (K =Q(up), p #2). Si i ivial
Plg , est réduit a un unique idéal principal, il vient :

rg,~(Clk,pe,) = 18,(Clk)+1,
rgX(CEK,ng) = I‘gx*(CZK).

En appliquant le théoréeme 5.21 aux premiers membres, on retrouve évi-
demment les raisonnements de ’exemple 7.8, (ii).

8. ENONCES DANS LE CAS p = 2.

Le corps K peut maintenant étre pris quelconque puisque I’hypothése
u2 C K est toujours vérifiée, et en particulier sa signature (r1(K),r2(K))
est arbitraire.

On reprend & nouveau les notations générales rappelées dans I'introduc-
tion, en tenant compte cette fois des places a l'infini. Le groupe d’automor-
phismes G de K est donc d’ordre impair, et le cas des corps a conjugaison
complexe est ici exclu. Enfin, comme w = 1, des simplifications notables
interviennent que nous résumons dans I’énoncé ci-dessous :

Proposition 8.1. Dans le cas p =2 on a les faits suivants :

(i) Pour tout x € X2(G), on a x* = X7, €t pyx* = Pux,

pour tout v € Py, ;

(ii) pour tout x € X2(G) et tout v € Pli o, on a pyy = P(1), Y|x.
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Le théoréme 5.18 s’écrit :
(1) rgx_l(Cég) - rgX(Cﬁai) = py(T,S) ;
par le théoreme 5.21, il vient, puisque

T* =T UAw, S* = SoUAs, Cly=Cls,:

(2) fgx(CEZ::) - rgx(Cfgg) =

rgx( H U,Sl) /U,§2e”)> - rgx(f)m*,m(Ys:"lfm)),
pEA2

d’ol1, puisque qu"m contient EL", et en ajoutant (1) et (2) :
(3) I8y -1 (Ceg‘) - rgx(Ce?S:;) <

py (T, S) + rgx( I v /U,S%")) — 18, (B m(EL)).
pEA2
On a la suite exacte :

*

4) 1—ETA /B2 — ETJET? — e (BT ) — 1,

et la suite exacte analogue (ou ’on a “remplacé”, en dénominateur, T* =
TUA par TUPL) :

(@) 1= Bl n, puim/ En — EX /BT — e n(Br) — 1

elles permettent, & partir de (3), de majorer, dans un premier temps,
rgx~1(C€§1) - rgX(CZEJ) en fonction de EI}JAAz‘_’;ﬁm modulo (EIVUA=)2 oy
modulo (EZ°9)2  selon les circonstances, sachant que I’on passe d’un point
de vue a l'autre au moyen de la relation :

(4") vy (BT /BE®) = rg, (BT ) 461, (1-3(EL)) —1g, (sgn=(ETr9)),
ol sgn® est la signature partielle :

K< — [] r</RF,
Desoo
et ol l'on vérifie que, comme dans le cas p # 2, on a §(EL) = & 5 3.
Ensuite, comme pour p # 2, on peut toujours minorer rgx(em:,m(Y:’::m))
par 0 dans (2).

Utilisons un systéme de notations analogue & 7.1 pour définir les ma-

jorants du type By, B;( correspondant aux deux possibilités ci-dessus (cf.

corollaire 5.15, proposition 5.12,(y) et théoréme 6.2) :

34En notant qu’ici, S = 0 signifie Sp = Soo = 0.
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Notations 8.2 (p = 2). (i) On désigne par E}'gm, Ag-prim 1€ groupe des T*-
unités, congrues a 1 modulo m, Ay-primaires, de K (cf. 2.6, (ii), (iii)).
(i) Pour tout x € X2(G) on pose (en tenant compte de 8.1) :

'BX(T7 S) = rgx(EI:I;:m,Az—prim/EIthgl) + 61,)((1 - 60,3) - Z Pux —
‘U€So,k

1) > [k Q)= %(1)|Seokl,

vESs k
B;((T, S) = PpQ)rz(k) + Z Pu,x — Z Pu,x—
vET}, vESp,k
1) Y e @I+ 91| Aok %
‘v€52,k

Remarques 8.3. (i) Comme dans le cas p # 2, si Ay =0, ona B, (T, S) =
B (T, S) = px(T, S), et les inégalités correspondantes sont des égalités (ce

que nous avons convenu de rappeler par le symbole z) ; de méme, par
changement de (T, S) = (T, SoUSw) en (So, TUA) et par échange de x et
X!, 'ensemble A, est inchangé et on obtient la minoration correspondante
de I‘gx-x(C&_‘%) - rgx(Cﬁgg"A“) par —B,-1(80,T U Ax) et —B;_I(SO,T U

%)-
(ii) Si l’on utilise, dans les expressions des By, le terme :

(8 (EL i/ EE2),
la relation (4”) montre qu’il suffit de remplacer partout la quantité :
rgx (E?nﬂ,‘Az-prim/EZl“z) + 517)((1 - 6@,5)

Ag-prim

par :
T8x (Ea,Az—prim/E?t:ord% + I8,y (SgnA‘” (E?‘:ord)),

(iii) On a la suite exacte :

K32 — YE K — e (V) — 1,

1 ? YS"‘mAg pnm/

car Y& “mr = qu*m ,Ap-prim» C& qui conduit 3 la relation suivante (en rap-
prochant (1) et (2)) :

Igy-1 (Ceig‘) - rgx(ceg(:) = 'l,b(l)f‘z(k) + Z Pux — Z Pux —

vET, v€ESo, k

1) > (ko : Q] + %(1)|Acoi] -

VES &

1g, (Yd /K352 +1g, (Y& /K32).

,m,Az-prim

3501 I'on a utilisé la relation 1 (k) — |Soo,k| = |Aco, k-
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On a alors I’énoncé général suivant :

Théoréme 8.4 (inégalités générales du “Spiegelungssatz” pour p = 2).
Soit K un corps de nombres et soit G un groupe d’automorphismes de

K, d’ordre impair. Soient T C Plko, S = SoU S C PlgoU Pl ,

deuz ensembles finis, disjoints, G-invariants, de places de K. ’
Alors, pour tout x € X2(G) on a (cf. 8.2 et tableauz 8.5 et 8.6) :

—B!,_1(S0, TUA o) <—By-1 (S0, TUA o) <1g, -1 (CLR55°) —18, (CLR %)
By (T, So U S50)<B(T, So U Sco).

Précisons alors, en fonction des différentes situations décrites dans le
point (c) de l'introduction, les expressions des majorants précédents :

Tableau 8.5 (Tableau des By, B,, x € X2(G), x # 1)-

(i) cas relatif général :

BX(Tv S) = rgx(EKm Ao- pnm ET*m Z pv,X

’UGS() k
vESzk
B;((T, S) = P(1)r2(k) + Z Pvx — Z Pu,x —
v€ET} ’UES(),k
P(1) Y [k @]+ (1) Acokl ;
vESy i

(i") cas relatif normal :
By(T,S) = 18y(Ekmasprim/Ekm) — ¥(){v € Sox, HY =1}| -
Y1) D [k Q] = %(1)|Soopel,
VES2k
B (T,S) = ¢()ra(k) +yp(1){v € Tk, HY =1} -
P(1){v € Sok, HY =1} -
¥(1) Y ko Q]+ %(1)| Aok ;
11652,]c
(ii) cas absolu général :
BX(T, S) = rgx(EKm Ao- prxm/EKm -

Y ox = 91820l — $(1)|Sw,0l;
l€So,0
BY(T,S) = Y pex— Y Aix—¥()IS20l +9(1)|Axel ;

qeTy 1€80,0



THEOREMES DE REFLEXION 459

(i") cas absolu normal :

By(T,S) = 18, (EX wnsprim/Ekn) —¥(DI{ € So0, HY =1}
—1(1)[S2,0| — ¥(1)|Swal,

Bi(T,8) = $(1)|{q € To, HY =1} = p(){l € So, H =1}
—1)(1)|S2,0] + %(1)|Aco,ql-

Tableau 8.6 (Tableau des By, B} (p = 2)).
(i) cas relatif :

Bl (T7 S) = rg?(EI%:;\,Az-prim/Eg:;?) +1- 5@,5 - ISO,k| -

Z [kv : QZ] - ISoo,k|7
vES2k
Bi(T,S) = ra(k) +|Tel — |Sokl — D ko : Q]+ [Acoil ;
VESa

(ii) cas absolu :

Bl (T? S) = rgZ(E(g;n,Az-prim/EQ:n?) +
1—dg,s — 10,0l — [S2,0| — |S,als

Bi(T,S) = |Tol-1So0l— 1520l + Al ;
(ili) cas G =1
By(T,S) = 182(E% m Ap-prim/ EL2)+1—6g5—|Sol —
Z [Kp : @] — [Sxl,
pES2
BYy(T,S) = ro(K)+IT| =Sl = D [Kp : Q] +]Acl.
pES2

Remarques 8.7. (i) Pour obtenir les inégalités du théoréme 8.4, on a
seulement agi sur I'ensemble A, (passage de CfIY8= 3 CZE;’A” ), ce
qui fait que, contrairement au cas p # 2, la symétrie entre C’ZgPUS“ et
C’é:‘g;m” est différente au niveau des places & l'infini ; par exemple, dans
le cas limite ott Seo = @), on compare C£7™ et CEZL™. Nous reviendrons
sur ce fait pour obtenir des égalités spécifiques pour le cas particulier des
groupes de classes usuels C£™ et C£°¢ (cf. 8.12).

Enfin, dans les cas absolus (k = Q), la seule alternative au niveau des
ensembles de places & l'infini est Soo = 0 ou Pl ., ce qui fait que l'on
compare nécessairement sens restreint et sens ordinaire.
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(ii) Comme pour p # 2, les minorants —B, -1(Sp, TUA), —B;c‘l (So, TU
A) sont précisés par les tableaux 8.5 et 8.6, & partir des expressions
générales suivantes :

Bx_l (SO’T U A00) = rgx_l(Ef,Az-prim/Efz) + 61,)((1 - 6@,TUA¢¢) -
> oy — (1) Y Ty i Q] — (1) Asokl,

v€ET} veT
By -1(S0,TUA) = $(Ura(k)+ D pox— Y Pox =
vESo & v€ET}
$(1) D kv s Q] + (1) Seo -
vET, &

On vérifie que l'on a toujours :

B (T, So U Seo) + Bjyo1(S0, TU Aoo) = 9h(1) D [ky : Q2.
V€A

Citons maintenant I’analogue du théoréme de réflexion de Leopoldt dans
lecassp=2:

Théoréme 8.8 (“Spiegelungssatz” de Leopoldt pour p = 2, T = Sy = ().
Soit K un corps de nombres et soit G un groupe d’automorphismes de K,
d’ordre impair, de corps fize k. Soit Seo © Pl ., stable par G, et soit

Ao = Py o, — Seo. Soit x € X2(G) ; alors on a 36 .
(@ x#1:

(i) cas relatif :

rg,-1(Cle) — 18, (Cl=) < 18, (EX% prim/ Bx=2) — ¥(1)|Soo k|
< (1) (ra(k) + |Acokl) 5
(ii) cas absolu :
1g, -1 (ClE) — 18, (CLEY) < 18, (BEFS prim/ EXY) < 9(1),

18,1 (CLFY) — 18, (CLR) < 18y (BR % prim/ EX") —%(1) <O.
B) x=1,G=1%:
1gs(CLR) —182(Clx™) < 182(BR% priea/ Ex™?) + 1= b5, — |Scol
< 1K) +[Acl-
Nous allons maintenant étudier rg, -1 (C£§,°US°°) - rgX(C’ngAm), comme
fonction de S, (c’est la différence qui fait ’objet du “Spiegelungssatz”
proprement dit pour p = 2 (cf. théorémes 8.4 et 8.8)) ; nous allons montrer

36Dans les majorations suivantes, on peut utiliser la remarque 8.3, (ii).
37Supposer G = 1 n’est pas restrictif puisque cette formule de 2-rangs vaut en fait pour tout
corps de nombres K.
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que cette fonction est décroissante et que I'on contrdle son “module de
continuité”, ce qui conduit 3 des inégalités tres fortes 38.

On considére les sous-ensembles de places T et Sy de P¢ k0, T et Sp
disjoints et stables par G, et pour Soo C S, C Pl 1 Soos Sl stables
par G, on pose :

§=8USo, §'=S0US, A =Ply o — S0 A = Pl oo = Stos
T* =T UAw, S*=SoUly, T" =TUAL.
D’apres 5.18, il vient, pour tout x € X2(G) :
I8y -1 (Ce'ls") - ng(ce;l::) = px(T, S)a
18,1 (CH) — 18, (Clr ) = p(T, S'),
et on s’intéresse au calcul de la différence :
(5) rgy-1(CEF) — g1 (CEF ) ~ (18, (CEr) — 18, (CER))
= px (T, S) = px (T, S").
Pour cela on utilise encore 1’énoncé 5.21 qui conduit (cf. (2)) & :

(5" rg, (COL.) —1g, (CLL)) — (g, (CEL. ) — 1g, (CLE ) =

18y (B(YE)) + 18 (6(Y:.)),
ou f = Oﬁi’f’""A“ = 0,?}:’“’?'“ = Om* m est I'application :
0: K32K%., — [ P/ ude
pEA2

on a finalement, en réordonnant les termes de (5') :

(6) (rey(CL2) — 18, (CLL)) — (18, (L)) — 18, (CHE) ) =
- rgx(e(qujm)/e(YT“l,m)))
puisque 'on a YT:,; - Yr.jm. On a donc obtenu (en additionnant (5) et

(6)) :
rg,-1(CL7) — 1g,—1(CF) — (re, (CLE;) — 18, (CLE)) =
px(T, ) = px(T, 8') — 1, (O(Yd") /6(YE- )<
px (T, 8) — py (T, S’)gd)(l) |Se0 & = Sooykl| (cf. corollaire 5.15).

D’ou le résultat suivant :

38Ftude qui n’a de sens que si K n’est pas totalement imaginaire.
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Théoréme 8.9. Soit K un corps de nombres et soit G un groupe d’auto-
morphismes de K, d’ordre impair, de corps fize k. Soient T, S = Sy U
Soo, S = SoUSY, avee T, Sy C Plgo, TNSy =10, Seo C S C
Ply oy T, S, S' stables par G ; on pose Dy = Pl o — Seoy Aty =
Pl o — S Soit x € %3(G) ; on a alors (chaque terme entre crochets
étant >0) :

(1) cas relatif :

[rgy- (CERT"™) = g1 (CEET ™)) + [rgxme“*) - rgx(oe?{“s%wn

(1)|Sc0,k = Soo.kl ;
(ii) cas absolu :
[rg, -1 (CLREF®) — 18,1 (CLRFN] + [rg, (CERS,) — 18, (COREZep(1)

(iii) cas G=1:

[re2(CLR7°=) — ra(ClRr )] + [rga(Clic ) — 182 CLL5™)]
2 |S<,>o — Sool-

Corollaire 8.10. (So =0, Si, = Pl o, S = Sp). On a dans tous les
cas :

[rgy -1 (CLER) — 18y—1 (CLEF)] + [rgy (CURE) — rg, (CLEE) S (1)r1 (K).
Remarque 8.11. (i) L’inégalité générale du théoréme 8.9 peut aussi s’écri-
re sous la forme suivante :

8,1 (CLR°™) — 18, (CU ™) — (g1 (CLR T ™) — 18, (Clic )
< $(1)[Sh )k — Seokl;

ce qui exprime bien le module de continuité évoqué plus haut.
(ii) On peut aussi minorer la différence ci-dessus par

$(1)|Shok — Sooil = %(1) D [kv : Q2

’UEAz,k
ce qui a un intérét dés que cette quantité est positive.

Le cas T = Sy = 0 du corollaire ci-dessus conduit, pour les groupes de
classes, a des inégalités connues qui ont été obtenues par différents auteurs
et par des procédés particuliers (cf. [AF], [Ta]), et c’est dans [O2] qu’une
preuve de type “théoréme de réflexion” en a ensuite été donnée :

Théoréeme 8.12. Soit K un corps de nombres et soit G un groupe d’auto-
morphismes de K, d’ordre impair, de corps fize k. Soit x € X3(G). On a
alors :
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(i) cas relatif général :
0 < [rgy-1(ClRF) — 1,1 (CLED] + 1, (CL) — 18, (CLFY)]
< YU)ri(k)  six#ExT
0 < 18, (CLR) — gy (CLFY) < (1/2)9()ri(k)  sinon ;
(ii) cas absolu :
0 < [rgy-1(CLR®) — 18,1 (CLEY)] + [rg, (CLE) — 18, (CEXY)]
< 9(1)  six#FxT

0 < g, (COF) —1g, (CLEY) < (1/2)%(1) sinon ;

(iii) cas G=1 :
0 < 1g2(CEF) — 1g5(CLEY) < (1/2)r1(K).

Exemples 8.13. (i) Si K est un corps quadratique réel, on a :
0 < 1gy(CHF) — 182 (CLEY) < 1.
(ii) Si K est un corps cubique totalement réel (non cyclique), alors on a :
0 < 1g,(CERP) — g, (CLFY) < 1,
et si K est non totalement réel, on a :
rgo(CLF) = rgy(CLEY).
(iii) Si K/Q est une extension abélienne de degré impair, on a (relativement
a4 G =Gal(K/Q) et pour tout x € X¥2(Q)) :
0 < [rgy1 (CL) — 11 (CERY)] + [rgy (CLRF) — 1g, (CEEY)] < 1.

1 on a l’alternative :

Ainsi, si x # x~
rg, (CLR) = 18, (CLE?) ou 1gy—1(CLF) = rgy-1(CLEY) ;

six=x"! ona:

18, (CLRF) = 18, (CLFY) ¥ ;
en particulier, c’est le cas des corps cubiques cycliques, pour x =1 et pour
I'unique x # 1, ce qui s’écrit aussi dans ce cas :

rgs(COF) = rgo(CLEY).
L’exemple du corps cubique K (totalement réel, non cyclique), défini par le
polynéme X3 —4X — 1, montre que la relation rg,(CL5¥) = rgy(CLEY) + 1
peut avoir lieu (cf. (ii)) : en effet, on a EYd = (—1,¢,7), ot Irr(e,Q) =

390n rappelle que, dans le cas abélien, x = x~! si et seulement si —1 est une puissance de 2
modulo ’ordre de 9|x.
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X3 —4X —1let n=c+2, et on vérifie que ¢ (resp. n) est de signature
(+1,—1,-1) (resp. (+1,41,+1)) ; comme C¢%4 = 1, on a bien la relation
annoncée.

Remarque 8.14 (cf. [02]). Posons ¢ = x ou x ! ; les suites exactes :

1 — Pg /PP — CL¥[2] — Ce34[2],

1 — E¥Y/EY® — K*/K*P%® — Pg[PR™ — 1,
conduisent & :
1g,(CEE) — 1, (CLE?Y) < $(1)r1 (k) — 18, (EZY/ER®),
et on a:
18, (E%%. prim/ E%%2) < 18, (WK /K*?) = 1g, (CL¥)

(cf. proposition 5.6).
On déduit alors facilement du théoréme 8.12 et des relations précédentes
les inégalités suivantes :

(i) cas général et y # x ! :

rg, -1 (CL5Y) +1g, (CLFY) > p(1)r1(k) — 18,1 (ERFS/ER®)
—1g, (E%Y/EY”)
= 1g,-1(BY°/E¥®) + re, (EX" | EF®?)
—p)[k: Q ;

18, -1 (CL%Y) + 18, (CLFY) > 1831 (EXS prim/ EX™)
+rgx(E%g-prim/E%d2 - ¢(1)r1 (k)
= Y(1)ra(k) — rgx-1 (EZ/E¥S prim)

_rgx (E?(rd/E(I){r,%-prim) ;

(ii) cas général et y = x~ ! :
m (CBF) 2 391 (k) — gy (BYY/BE)
= g (B /BE) ~ (O U
(OO 2 1By (B i FE) = 59D (K)

1
= SB(ra(k) = 18y (BF/ B i)
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(iii) cas G=1:
o (CHF) 2 %u(K)—rgz(Emd/EP"S)
= r1gy(BR°/E¥?) - [K Q;
gy (CeEY) > rgZ(E?ég-prim/E?{rdz)—Erl(K)
= 5r2(K) ~ ro B/ B i)

Exemples 8.15. (i) Si K est un corps cubique totalement réel (non cy-
clique), alors on a rgy(Cl$Y) > rg,(EY°/E¥d?) — 2 ; donc dés que EYFY =
(—1,¢g,n), avec €, n totalement posmves, on a rg, (C’£°rd) > 1.

(ii) Soit K/Q une extension abélienne de degré impair (donc totalement
réelle) et soit x € %2(G), G =Gal(K/Q) ; si x # x~!, alors dés que
rg, (EX®/EgI?)+1g, -1 (EY*® /E92) > 2, 'un des groupes CLE4 ou Cegd
est non trivial ; si x = x ™!, alors C£3S est non trivial dés que (EpOs JE$42),
est non triviale. Par exemple, si K est un corps cubique cyclique, on
a CE‘}{-d # 1 des que 'unité fondamentale de K est totalement positive
(cf. [G5]) ; bien entendu ce n’est pas nécessaire (cf. exemple 8.17).

Généralisation de résultats de Lagarias et de Haggenmiiller ([La],
[Hag]).

Soit K un corps de nombres totalement réel et soit G un groupe d’auto-
morphismes de K, d’ordre impair et de corps fixe & ; on pose pour simplifier
[k : Q) = d. Soit x € X2(G), soit ¢ le caractére x+x~* (resp. x) six™! # x
(resp. x~! = x) et soit p = 2¢(1) (resp. ¥(1)), ¥|x ; pour un Z[G]-module
M, on pose alors :

rg, (M) = rg, (M) + rg,-1(M) (resp. rg, (M)).
On applique les théorémes 5.18 et 5.21 aux données suivantes :
(1) (5.18, (1)7 T=0, S= Pego) :
rg‘p(ceord) — rg(p(cefg) = —
(ii) (5.18, (1), T =0, S=10):
rg,(C*®) — g, (CL4) = 0 ;
(ii) (5.21, T=Ply, T' =0, f=(4), { =(1), S=85" =PL):

rgw(Cﬁ‘(’Z?) - rgw(ceord) = pd — rg50(0(4) (YI‘,’;‘:)),
avee : y () pr(1)277(2e5)
O : Ky, — [10 /07705,
p|2
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Y8l ={a €K}y, (0) =d’, a€lpy};
(iv) (.21, T=Ply, T'=0, = (4), f = (1), S=5"=0):
rgw(cgiiﬁ) - rg(p(ceres) = pd — rg(p(e(-'l) (Yfg);:))v
ou:
Yy, ={a € Kpi*, (@) =d® a€lpy};
(v) (521, T=T'=0, S=0, S'=PL):
rg,(CL™) — 18, (CL™) = pd — rg,,(sgn(Y ™)),
ol sgn est la fonction signature usuelle sur K*, et ou :
Yo ={a€e KX, (@) =d? acI}¥;
(vi) (.21, T=T'=Ply, f=f = (4), S=0, 8=PL):
18, (CES)) — 18, (CE; 4)) — 18, (58n(YAH o prim))»
ou (cf. 5.25, (iil))) :
Yo aprim = {0 € Kpp Ky, 4y, (@) = 0%, a € Ipg}.
(vii) (5.21, T=Ply, T'=0, f=(4), f=(1), S=0, =P ) :
18, (CLE) — 1, (CL™) = 2pd — 1g,, (67, (YSE2)),
ou Ba) est I'application produit (64, sgn).

Si I'on “élimine” les différents rangs de groupes de classes, on obtient les
relations suivantes :

(7) 18, (83 (Y55)) = pd ;

8)  18,(0(0)(YBe;)) = 18, (s8R (YBE 2.prim)) = Pd — 18, (8a) (YEES))

ord

= pd — rg,,(sgn(Y35)). 4!
On a donc les équivalences :

1g,, (sgn(Ypid)) = pd <= 1g,(0(4)(YPL)) = pd

d
(9) — rg(p(sgn( 1(3)22,2-pnm)) =0
= 18,(04)(YE,)) =0;
si ces conditions sont réalisées, on a en particulier :
pos ord pos
(9/) YP£2,¢p YP;Q 2-prim,© YP£2,2-prim,<p'
On a ainsi obtenu une généralisation de résultats de Lagarias [La] :

40Comme Y°rd /K %2 ~ Y‘“d/KPlz, on a toujours sgn(Y°rd) —sgn(Yﬁ;':)
41Cette valeur commune n’étant autre que rg,, (C£"*) — rg,,(C€°*9).
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Théoréme 8.16. Soit K un corps de nombres totalement réel et soit G
un groupe d’automorphismes de K, d’ordre impair et de corps fize k. On
pose Y°rd£ ={a € Kp,,, (@) = a2, a € Ix pe,}. Soit x € X2(G) ; alors
les conditions suivantes sont équivalentes 42:
(i) rg, (CLF) — rgX(CZ”d) = 1g, -1 (ClFF) — 1)1 (CeEd) =0 ;

ord

(ii) rgx(sgn( KPEg)) = rgx_l(sgn( I?rdpez)) =)k :Q ;
(iii) pour tout a« € YZL, Y¥4, _., la classe de congruence de a modulo
K,Pl3,x * K,Pl,x

X2
Kp), Kp Pes,(4) caractérise sa signature.

Exemple 8.17. Si K est un corps cubique cyclique et G = Gal(K/Q),
alors la condition (i) est vérifiée pour tout élément de X5(G) (cf. 8.13, (iii)).
Ainsi, tout a € K 1’_—‘,[2, 2-primaire et engendrant le carré d’un idéal, est
totalement positif (et réciproquement, tout générateur totalement positif
du carré d’un idéal, est 2-primaire).

Par exemple, pour le corps cubique de conducteur 163, 'unité fondamen-
tale £ n’est pas totalement positive (Irr(e, Q) = X3 —11X%2~14X —1) ; elle
est donc non 2-primaire, et, puisque rgx(CK%d) = 1, il existe ¢, engendrant
le carré d’un idéal non principal, 4 la fois totalement positif et 2-primaire.

Le premier cas ol ¢ est totalement positive est celui du corps cubique de
conducteur 1009 (cf. [GMN]) pour lequel Irr(¢, Q) = X3 —893X2+9194X —
1, la 2-primarité de € ayant bien lieu (on a €3 = (¢ + 1)2 mod 4), et tout o
de type “classes” est donc non totalement positif et non 2-primaire.

Supposons maintenant que rg, (B33, /E4?) =0

La suite exacte :

(10)
1 —s (Eor nm/Eord2)<p — (Eord/EordZ 94 H U(l)/U(1)2 (239))

p|2

dans laquelle le terme de droite est de rang pd (cf. 5.12, (7)), et le fait que
K soit totalement réel (i.e. rg, (E°) = pd), impliquent la surjectivité de

6(4) puisque, a fortiori, rg¢(0(4)( Peg)) = pd, et donc on peut écrire :
(10" Yo = YoisoprimeEo

les relations (9), (9') et (10') conduisent alors & :

(11) rg,(sgn(YP5)) = rg,(sgn(E)) = pd,
équivalente a rg,(EP*/ E°"42) = 0, en vertu de la suite exacte :

(12) 1 — (EPOS/EOI’d2)(p — (Eord/Eord2)(p igf) ( H R* /Rx+)¢.
pEPLT,

42Parmi d’autres s’écrivant sans peine & partir des relations (i) & (vii).
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Réciproquement, si rg,,(EP°/ E°rd2) = (0, ’application sgn est surjective,
et on peut écrire :
Yoo = Yino B
Puisque, a fortiori, rg¢(sgn(Y12;‘2i ) = pd, les relations (9) et (9') conduisent
a:
18,(0(4)(YBE)) = 18, (8(4)(E™?)) = pd,
soit (cf. (10)) rg,(E5™d,,./E°9%) = 0.

-prim
On a donc obtenu la généralisation d’un résultat de Haggenmiiller [Hag] :

Théoréme 8.18. Soit K un corps de nombres totalement réel ; soit G un
groupe d’automorphismes de K, d’ordre impair. Alors pour tout x € X2(G)
les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

(l) rgx (E%g-prim/E%d2) = rgx—l (E?(‘g-prim/E%dQ) = 0’
(ii) rg, (BY°/EF®) = rg,-1(EY°/EZ?) = 0.
Remarques 8.19. (i) Le résultat de Haggenmiiller correspond au cas habi-
tuel G = 1 pour lequel on obtient :
182 (B S prim/ EX™?) = 0 <= 185(ER°/EF*) = 0.
(ii) Lorsque les conditions équivalentes du théoréme sont satisfaites, on a :
18,(CUF) = 18,(CLYY), 18,(CELy) = 18,(CLEY,
18, (ClE ) = 18,(CLEY) + pd.
Donnons maintenant ’analogue, pour p = 2, de I’énoncé 7.11 :

Théoréme 8.20 (T = Ply, Sy =0). Soit K un corps de nombres, et soit
G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre itmpair et de corps fize k. Soit
Seo € PLL, stable par G, et soit Ay = Pl — So. Soit x € X2(G) ; on
a alors les résultats suivants :

(@) x#1 (cf.85) :

(1) cas relatif général :
g, -1 (Cefg%) — rgX(CZ?ZUA”)

=p(U)r2(k) + D pox + Y1) Akl ;

vEPék,g
(") cas relatif normal :
g, -1 (C’Ef{fpez) - rgX(CE?ZUA”)
= ¢(V)ra(k) +p(){v € Plyo, HY =1} +9(1)|Acok] ;
(ii) cas absolu général :

181 (CliEpe,) — 18y (CLE ™) = pay + 9(1),
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rgx"l (Ce(}(x"f.iPlg) - rgx(cgﬁﬁzreS) = P2,x 3

(i') cas absolu normal : A
18,1 (ClEpe,) = 18 (CL ™) = ¥ (1) +9(1),

rgx—l (Ce%?Pez) - rgx(ce}";’ezres) = ¢(1)d2,x-
B) x =1 (cf. 8.6) :
(i) cas relatif :
12 (Clipy,) — 182(CLL 2V5) = ra(k) + |Plia| + | Dol ;
(ii) cas absolu :

rgz(CKSZ”eS) = fgz(cegezord) =0,
g2 (Clope,) = 2 rgz(Ce&%eQ) =1;
(iii) casG =1 :
183 (Clpr,) — 182(CL*%0) = ra(K) + |Plk o] + | Accl.
Corollaire 8.21. Pour x € X2(G), x # 1, on a dans tous les cas :

18,1 (ClEpy,) — 18, (CLE2TY) = (1) (ra(k) + 11 (k) + D puys
‘UGPlkyg

o1 (CEbr,) — 18, (CEE™) = $(ra(0) + S pune
vEPL 2

Exemple 8.22. Donnons, pour en terminer avec le cas p = 2, une étude
exhaustive du cas des corps quadratiques, lorsque T = T, S = Sa, en
commencant par le cas Ay = 0 qui illustre le théoréme 5.18, (ii) :

Dans ce cas on a la formule générale (cf. remarque 5.16, (ii)) :

18y (Clps ) — 18y (CL5°2) = ra(K) + [Tl = 1S2] = D [K; : Q] +Acal,
pES?
ce qui conduit & la liste ci-aprés (ou I'on a écrit rgy(C¥ls,) sous la forme

rgo(Cly), n = H p?®*1 (cf. lemme 5.3), et en remarquant que pour 2

pED2
inerte, p = (2) est principal) :

(o) K imaginaire :
(i) 2 inerte (Pl = {p}, (2) =p):

g2 (Clg)) —rgo(CE) = 2 ;
(i) 2 ramifié (Pl = {p}, (2) =p?):
rgy(Clay) — 1ga(CLPY) =2



470 GEORGES GRAS
(iii) 2 décomposé (Ply = {p,p'}, (2) = pp’) :
185(Cls)) — 185(CLPE) =3,
rg,(CLE ) = rgy(Celh).

(B) K réel (Pl = {o0,0'}) :
(i) 2 inerte (Ply = {p}, (2)=1p):

1'82(03?:1;?) —1gy(Cl) =1,

1gy(C f§§') — gy (C) =
gy (Cllgy ) — ey (CE) =2
(ii) 2 ramifié (Pl = {p}, (2) =p?):
rgy(CLg) — gy (CLPI™) =1,
rgy(CL) — rgy(CetPIrd) = 3
rgo(CLY) — rgy(CLPY) = 2 ;
(iii) 2 décomposé (Ply = {p,p'}, (2) = pp’) :
rg,(CLs) — 1y (CLP2™) = 2,
rgo(CL) — 182(CP2) = 4,
gy (5 1) — rgp(CEIT™) = 1,
rgy(Cllgy)) — rgy(CLPEC) = 3

rg2(Ce,{,gl’oo}) = rgz(Céifa’w’}).

Poursuivons dans le méme contexte, mais sans ’hypothése Ay = 0 ; c’est
alors une illustration de 5.18, (i) :
On a alors la formule générale :

rgy(CLF25°) — 1gy(CLP2=) = ry(K) + T3] — |Ss|
> (K, @]+ A,

pES2UA2

ou m* = H p2ertl H p?® : d’oti la liste suivante :
pES? pEA2
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(o) K imaginaire :
(i) 2 inerte (P2 = {p}, (2)=0p):

rgo(Clgy) —182(Cl) =1
(i) 2 ramifié (Pl = {p}, (2) =p?):
rgz(C€(4)) - rgz(Cﬁ) 1;
(iii) 2 décomposé (Ply = {p,p'}, (2) = pp’
g2 (Cly)) — rg2(Cf) L
rgy(Clay) — 182(CLPY) = 2,
185(Clys) — ng(ceifz}) =1

(B) K réel (Ploo = {00,0'}) :
(i) 2 inerte (Pl = {p}, (2) =1p):

rgy (L) = rg,(C™™),
rgs(CLiy)) — rgp(CE) = 1,
rgo (CL5)) — rg,(CE) =2 ;
(ii) 2 ramifié (P& = {p}, (2) =p?):
g, (CER) = 1gy(CE™),
rgs(CLiy)) — rep(CEI°N) = 1,
rgz(czl(rﬁ) —1g,y(CL) = 25
(iii) 2 décomposé (Ply = {p,p'}, (2) =pp') :
rgy(CLLS) = rgy(CL),
rgy(CL3R) — rgy(CLPI™™®) = 1,
g5 (CLF) — rga(CLUF™) =2,
rgy (CLlyY) — rga(CEI) = 1,
rga(CLE™Y) — rgy (CL>Y) = 2,
rgy (O — rgp(CE ) = 1,
182 (CL(g) = rg,(CE) = 2,
rgy (CL5) — rgy(CePIod) = 3,
gy (CL) = gy (CLU™).
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9. CAS PARTICULIER DES ENSEMBLES DE PLACES “ASSEZ GROS”.

On reprend la situation la plus générale décrite dans I'introduction de ce
chapitre.
La relation (théoréme 5.18) :
1g, - (CLF) — 18, (CLEL) = py (T, S), X € %p(G),

conduit immédiatement au résultat suivant (on laisse au lecteur le soin de
détailler tous les cas habituels (cf. point (c) de 'introduction) :

Théoréme 9.1. Soit K un corps de nombres contenant p, et soit G un
groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger 4 p et de corps fize k.
Soient T, S = Sy U Sy, T, So C Plkp, Seo C Ply o, deuz ensembles
finis, disjoints, G-invariants, de places de K. Posons

Ap-:PeK,p_‘Tp_Sp) AOOZPe;(,oo—SOO7

mt = H p H ppe,,+1 H pPer.

pESo—Sp PESH PEAL
Soit x € X5(G) ; alors si T engendre la x-composante de
Ao _ Soo
CeK,m* = IK1SOUAP/PK,SOUAP,m*
(cf. 5.1, (ii), (iii)), on a :
18- (Clk 1) = px (T, S) (cf. 5.15).

Remarque 9.2. Ce résultat indique que si 7" contient T fixé assez gros
(i.e. vérifiant la condition d’engendrement ci-dessus), le x*-rang de C’Ef{,T,
(pour S fixé) est fonction “linéaire” par rapport & ’ensemble 7V — T ; plus
précisément, on a alors :

IZy+ (CeKT’) = I8y CEKT Z Puv,x-
’UET —Tk

Corollaire 9.3 (S =0 (resp. Pl H pPer).
pEAp
(i) Si T engendre la x-composante de C€°rd « (resp. CLEE .), alors :

18+ (CLKT) = px (T, 0) (resp. rgy~ (C’Zord ) = px (T, Pl ).

(i) Si en outre T contient Plk, et engendre la x-composante de CZ‘}{fd
(resp. CU%®) alors :

rgy- (CLT) = px (T, 0) (vesp. 18y~ (CLET) = px (T Pl o).
Exemples 9.4. (o) (p =2, K quelconque). Si T contient Plg o et en-
gendre C¢%9 (resp. CL5E), alors on a (cf. 5.16, (iii)) :

rga(CEEr) = r2(K) + r1(K) + |T| (resp. 1gy(CLET) = ra(K) + |T)).
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(8) (p =3, S =0, K biquadratique). Soit d € Z, d ¢ (Z)?, d ¢ —3(Z)?
et soit K = Q(u3)(vd) = Q(vd,+/=3). Soit Tgp un ensemble fini
de nombres premiers et soit 7' ’ensemble des places de K au-dessus
de celles de T ; on suppose que ces nombres premiers (autres que
3 si 3 € Tp) sont décomposés dans Q(v/'d). Pour G =Gal(K/Q), on
considére le caractére x correspondant 4 Q(v/d) ; alors x* correspond
a Q(v/—3d).

(i) Supposons que T contient 3 et que T engendre Céq( Va) ; alors
ona:

183(Clyy=33),r) = 183(Clor) + [To| — 1 +d3y + doo,x
=|{g€To, =1 (3} + |Tol + ds,x + dooyy;
ou d3, =1 (resp. 0) si 3 est décomposé dans Q(Vd) (resp. sinon) et
doo,x =1 (resp. 0) sid > 0 (resp. d <0).

(ii) Le cas ou 3 ¢ Tg est également intéressant, mais la condition
d’engendrement a lieu dans un groupe de classes plus gros. Supposons
que T engendre CeQ(\/E),m*’ oum* = Hp3en = 3v/—3Zk. On a alors :

pl3

183(Cloyy=3a),r) = {9 € To, ¢=103)} + |To| + doox-

Donnons, pour terminer, un autre exemple d’application qui concerne

un invariant important que nous reconsidérons au chapitre suivant en toute
généralité :
Proposition 9.5. Soit K un corps de nombres contenant u, et vérifiant
la conjecture de Leopoldt pour p. Soit T un ensemble fini de places finies
de K contenant Plg ,. On suppose que T engendre le p-groupe de classes
CEE (resp. CL%Y) de K. Alors le p-groupe de torsion Tf}f% (resp. TKr) du
groupe de Galois de la p-extension abélienne T-ramifiée, non complezifiée
(resp. complegifiée) mazimale, H¥4 (resp. HX®) de K, a pour p-rang :

rgy(TR) = T — 1 (resp. 1g,(TET) = |T| — 1+ r1(K)) *.

Démonstration. En effet, 'extension HYF (resp. HX*) contient le composé

des Zy-extensions de K, dont le groupe de Galois est isomorphe & Z;z(K)H,

sous la conjecture de Leopoldt ; d’ot :
rgp(7}°'d) = rgp(CZ%rd) —19(K) =1 = pp(T, Pl o) —2(K) — 1

= |T|-1
(resp. 1g,(77%) = 1g,(CLr°) — ra(K) — 1 = pp(T,0) — r2(K) — 1
= |T| -1+ 7(K)).

43Le théoréme 10.10 du chapitre suivant donne I’énoncé général correspondant en termes de
x-rangs, sous la condition que T engendre la x*-composante de Clﬁ"go.
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Remarque 9.6. On rappelle que si K est un corps de nombres (ne con-
tenant pas nécessairement p,), vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p,
alors pour tout ensemble fini T' de places finies de K, contenant P/ p, les
groupes d’inertie, dans HY¥4/K (resp. HI®/K), des éléments de T — T,
(resp. (T —Tp) U Ply ) sont déployés, c’est-a-dire que l'on a (cf. [G6,
(2.2)]) : .
d d T
Gaagd/HE) =~ [ &p
peT-T,
=X
Gal(Hf/Hp) ~ I &)
pEPLL U(T-T5p)
out K, est le corps résiduel de K en p € Plko, K, = R, pour p € Ply o
et ol (_I?;< )p est le p-Sylow de F: (égal & Z/2Z pour p € Pl et p = 2).
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Chapitre III. Autres formules de rangs

Sil’on s’intéresse a d’autres invariants, de type corps de classes, des corps
de nombres, on cherche en principe & les exprimer en termes de groupes
de classes usuelles et d’unités, considérés comme “connus”. Les théorémes
de réflexion réalisent largement cet objectif ; nous allons le voir pour les
groupes de Galois attachés a la p-ramification abélienne et pour la K-théorie
des anneaux d’entiers.

Les notations sont toujours les mémes et on peut se référer a I'introduc-
tion du chapitre II.

10. FORMULES DE RANGS POUR LES GROUPES T2 1 (T 2 Plkp).

Soit K un corps de nombres vérifiant la conjecture de Leopoldt pour p,
et méme la conjecture de Jaulent (cf. [J1], [J5]) qui en est la généralisation
naturelle, et que nous allons reformuler dans 10.2 ; pour linstant il n’est
pas nécessaire de supposer u, C K.

Soit G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p, et soit
k= K€ ;soient T C Plgp, S=S)USe C Plkp U Py o, des ensembles
finis, disjoints, stables par G, de places de K. On suppose dans toute la
section 10 que T contient Pl .

Soit K le composé des Zy-extensions de K ; I’extension H% (la p-exten-
sion abélienne T-ramifiée, S-décomposée, maximale de K) (cf. définition

5.1, (v)) contient le composé, noté K(S), des Zp-extensions S-décomposées
de K (en fait Sp-décomposées) ; sous la conjecture de Leopoldt on a :

(1) Gal(K/K) ~ Z2K)+1)
et nous posons :
(2) Gal(K (S)/K) ~ 239, 5(8) € [0,r2(K) +1].

Définition 10.1. On désigne par TliT le groupe de Zy-torsion (fini) de
A% = Gal(H?/K) ; on a donc :

A r=Tir®T, T =79,
ou s(S) € [0,72(K) + 1] ne dépend que de S (et méme Sp).

Pour S =0 ou P?% ., les groupes T ont été abondamment étudiés (voir
par exemple [G1], [G2], [J1], [J4], [MN], [N1], [N2]).

Les groupes A%, et 77 sont des Z,[G]-modules constituant des G-familles
au sens du §3.3 de la section 3 (cf.[G2, §1]) ; comme pour tout x €
X%p(G), T’ﬁ:x = (torz,(AF))y = toer(A%X) est facteur direct (comme Z,-
module) de A7, et comme : (A7/TF)y =~ A7 /TF, , le calcul du x-rang
de T3 peut s’effectuer en les deux temps suivants :
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(@) calcul du x-rang s,(S) de A% /7, ce qui est, sous la conjecture de
Jaulent, un simple probléme de représentations (cf. [J1, chap.IV]) ; de
plus, comme A3 /77 est Z,-libre, il suffit de considérer la représenta-
tion Q, ® (AF/7F) ;

(B) calcul du x-rang de A7, qui est soit donné par rgX(C’Zfﬂ), soit, via le
théoréme de réflexion, par rg, . (CrL.), puisque par hypothese A, = 0 ;
nous privilégierons ce second point de vue qui suppose p, C K, mais
qui, pour S = (), ne nécessite que la connaissance de Clk.

Considérons :
@ JI K~ [ wek= J[ wekGl~ [ kG,
pEPLK veEPL vEPL » vEPl

comme représentation de G sur Q,, et soit alors :

(4) log: K3, — [[ K»
rlp
le logarithme induit par le logarithme p-adique d’Iwasawa.
Nous considérons la conjecture suivante (conjecture de Jaulent), laquelle
est un probléme de transcendance p-adique (cf. [J1], [J5], [Em], [Ro] qui a
donné une généralisation au cas non galoisien de 1’énoncé de Jaulent) :

Conjecture 10.2. Soit K' un corps de nombres, galoisien sur Q, et soit
G' = Gal(K'/Q). Soit F' un sous-G'-module de K’;%, de type fini. Alors
les représentations Q @z F' (de G' sur Q) et Qylog(F') (de G' sur Q)
ont méme caractére si (et seulement si) Q ®z F' est G'-monogéne (i.e. la
représentation QRz F' est sous-représentation de la représentation réguliére
QG"] ).

On revient maintenant au corps K (muni du groupe d’automorphismes
G), et on prend pour K' la cloture galoisienne de K sur Q ; on a donc
G' = Gal(K'/Q) et on pose H = Gal(K'/K). On aura & déterminer la
représentation Qylog(F) (de G sur @), pour F = EIS{0 qui est un sous-
G-module de type fini de K ;e,, ; le probléme sera alors de trouver cette

représentation en se ramenant au cas galoisien par I'intermédiaire d’un G'-
module F’ convenable.

Remarque 10.3. On démontre assez facilement que, dans le contexte de
la conjecture précédente, la Q,-représentation Q,log(F’) (de G') est donnée
par la Q-représentation Q® Fy, pour tout sous-G’-module monogene maxi-
mal Fj de F'. Ceci permet d’apporter une réponse générale au probléme
ci-dessus dans deux cas particuliers intéressants en pratique :

440n dira pour simplifier que F’ est monogene. Bien siir, si Q ® F’ et Qplog(F') ont méme
caractére, on a trivialement que F” est monogene (considérer Qp ® F’, de méme caractére que
Q ® F', puis le logarithme sur Q, ® F').
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- le cas ou I'ensemble S des places de K’ au-dessus de Sp est stable
par G’ (ce qui équivaut au fait que Sp est l’étendu 4 K d’un ensemble

So,q de places finies de Q), car alors F' = By o est un G'-module connu et

S . . ,
F = (E;3)H, ce qui conduit au résultat par une descente galoisienne (cf.
théoréme 10.5) ;
- 1e cas ol S ne vérifie pas nécessairement la condition ci-dessus mais

ou E % est directement monogene, ce qui implique E K", monogene, Sy étant

P’ensemble de places stable par G’ déduit de S ( si E est monogene pour
So # 0, il existe un premier q tel que Sy est contenu dans Pensemble des
places'de K au-dessus de q).

Définition 10.4. Soient V et V' deux représentations de G, de caracteres
respectifs ¢, ¢'. On désigne par p Ay’ le caractére de la sous-représentation
maximale commune & V et V' (autrement dit, si ¢ = >, nixi, ¢ =
> i MiXi, ni, n >0, x; irréductibles distincts, on a 9 A’ = 3, (n; Anj)xi,
ou, par abus, n A n' désigne min(n,n’) pour n,n' € Z).

Le résultat suivant donne alors le caractére de Gal(K(S)/K), ot K(S)
est le composé des Zy-extensions S-décomposées de K (étape (c)), dans le
cas ou Sy est ’étendu & K d’un ensemble de places finies de Q :

Théoréme 10.5. Soit K un corps de nombres et soit G un groupe d’auto-
morphismes de K, de corps fize k. Soit K' la cloture galoisienne de K/Q
et soient G' = Gal(K’/Q) H' = Gal(K'/k), H = Gal(K'/K). On désigne
enfirsz par U, U’ les ensembles de caractéres absolument irréductibles de G,
G'.

Soient T C Plk, T contenant Plk,, S = SoU Soo C PlgoU PZ’}{’OO,
T et S disjoints et stables par G. On suppose que Sy est stable par G',
c’est-d-dire que So est I’étendu a K d’un ensemble Sy q de places finies de
Q.

Alors si K' vérifie la conjecture de Jaulent (cf. 10.2), le caractére du G-
module Q, ® (Af{,T/TIfT) (cf. définition 10.1) ne dépend que de Sy et est
donné par : ,

XES)/K) =3 3 MW (WO-vOA(-bw+ Y pew)) ¥,

PYeEV P P’ LeSy,gU{o0}
avec
! 1
N = 2 W, ey = g 3 V)
t'eH' tVeH,

ou Hy est un groupe de décomposition de £ dans K'/Q.

450n ne suppose pas ici les groupes G, G’ d’ordres étrangers a p car il s’agit de représentations
en caractéristique 0. On choisit aussi d’étendre les scalaires pour conduire les calculs en termes
de caractéres absolument irréductibles.
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Remarques 10.6. (i) Si K n’est pas totalement réel, x(K K (S)/K) dépend
non trivialement de Sp ; dans le cas contraire, pour tout v # 1, on a
pey = ¥'(1) pour £ = oo, d’ou facilement X(K(S)/K) =1 (resp 0) si
So = 0 (resp. So # 0) (ce qui est clair puisque K = KQ, o Q est la
Zp-extension cyclotomique de Q, dans laquelle aucune place finie ne peut
étre totalement décomposée).

(i1) Si l’on fait I’hypothése p { |G| pour pouvoir revenir a la notion de x-
rang, on obtient que pour tout x € X, le x-rang s,(S) de Ga,l(I? (S)/K) est
donné par :

5= 3 WO -vOA(-ap+ Y pew)) vix

Pev £eSo,qu{c0}

Corollaire 10.7. Si K/Q est galoisienne de groupe de Galois G, on a :

X(E(S)/E) =3 (v -pA(=sg+ S pew)) .

PYevr £€Sy,gU{oo}

Corollaire 10.8. On ne suppose plus Sj stable par G'. Si E %) est mono-
géne (cf. 10.2) (i.e. si =01 + Zeeso,qu{oo} pey < ¥'(1), pour tout ¢’ €
'), ce qui suppose |Sog| =0o0ul, ona:

XR(S)/K) =3 (#Mra@) +9Wr®k) = > puy+oi) v

PYew 'UGS()'kUPKZYOO

Démonstration du théoréme 10.5. Pour ce calcul de caractére, on peut
remplacer K(S) par KS = Kn HZ puisque Gal(K°/K(S)) est fini ;
or Gal(KS/K) ~ Gal(K/K)/Gal(K/K5), et Gal(K/K®) est engendré
topologiquement par les groupes de décomposition des places de Sp. Or,
d’aprés l'interprétation logarithmique de ces groupes de Galois, donnée
dans [G1], [G2], on a :

Gal(KS/K) ~ Log(Ipy,)/Log((S0)),

ou :
Log : Ipy, — HKP/Qplog(E)
plp

est défini en posant Log(?1) = Llog(c) modulo Qylog(E),si2™ = (a), a €
Kpy, (cf. (4)).

On est donc amené & considérer la représentation (sur Q) :

Q ® Log(Ipe,)/Q, ® Log((So))
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~ @ ® Log(Ppy,)/Q ® Log({So) N Pry,)
= (Tl Ko/Qplog(E) ) /(Qplog(B%)/Qylog(B))

= Hp[p KP/QPlOg(ESD)a
dont on vérifie qu’elle s’écrit sous la forme (avec des notations évidentes) :

( 1 &5 /Qlog(ER ) ! ;

p'lp

le caractére de | | K,/ /Qplog(E ) comme représentation de G’, est, d’a-
g

'lp
prés (3) appliqué au cas galoisien absolu :

XI(K’(SI)/K,) = X’reg - X.,S[’)’
ol Xreg st le caractére de la représentation réguliére de G', et ou xfg(,),

caractere de Qplog(E}S;@), est, sous la conjecture de Jaulent, donné & partir
du théoréme 6.2, par (cf. 10.3) :

(5) X{S‘(', = X;'eg A ( —lg+ Z Indfllé (lHé))a

£eSp,gU{o0}
ol Hj est un groupe de décomposition de £ dans K'/Q. Or Ind%(l H) =
Z¢I€\Pl Pey '(/)I, et donc :

| Xsp = > ¥ (1)A (— S+ Y P£,¢'> ¥,

Yev £€8S0 gU{c0}

d’ol :

() X(E(S)KY =Y (VO-vOA(-ap+ Y pew)) ¥
Y'ev e Sp,guU{o0}

On se restreint ensuite au sous-groupe H' en posant :
!
Reswr ) = 3° 30
wle@l
ou @' est I’ensemble des caractéres absolument irréductibles de H', et on
doit ensuite trouver le caractére de la sous-représentation

H
Sl
(T /epioez))
o'lp
Comme par définition H est normal dans H’', on obtient, pour les représen-
tations absolument irréductibles V, ¢' € &' : V;,I = V,y (resp. 0), si
Ker ¢’ contient H (resp. sinon).
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On remplace donc Respyr(¢') par :

Z Agf ¢

oled!
Kerw'DH
qui s’identifie & :
PP
pYevr
(en voyant 1) comme caractére de H').
On a donc :
xB©)/K) =3 (O -¢OA(=bip+ S o)) SN w
P ev £eSy,gu{oo} pew
=3 Y NMO-vOA(-ap+ > pw))v
eV Yew C £eS gU{oo}

et on obtient l’expression annoncée.
Le corollalre 10.7 s’en déduit facilement en faisant H =1, H' = G' =G,

d’ou /\d, = 0y (symbole de Kronecker).
Si E‘IS{‘) est monogene, on revient a ’expression générale :
—_ o
X (K'(S")/K") = Xyeg — ng_a = Xreg + lov — Z Inde(le),
€650yQU{00}

correspondant & 1’ensemble G'-stable S_(') déduit de Sy, et dont on prend la
restriction & H'. Or on a la formule suivante (cf.[S1, I1.7.3])

Resyr (Ind, (1g;)) = ?Indgzys, (m ),

ol s’ représente les doubles classes H'\ G'/Hy, et ot Hy , = s'"Hjs'™ 'nH'.
On vérifie que ces doubles classes sont en correspondance bljectlve avec
I’ensemble des places v de k au-dessus de £ et que 1’on passe de _SE; a Sok
en obtenant :

X(R(S)/K) = b Qg +1e = Y. (Indff (1) =

vE€Sp,kUPLk oo

[k : Q]Xreg +1g — Z Z Pup 1,

'UESQ,kUPfk,Qo Yev

en utilisant & nouveau le fait que Vtﬁ =V, (resp. 0) si Ker¢' contient H
(resp. sinon).
On en déduit alors le corollaire 10.8.
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Remarque 10.9. Si Sj n’est pas stable par G, °, n’est plus un G'-
module et on ne peut utiliser les représentations de G’, et si E3® % n'est pas
monogene, il n’y a pas de facon canonique pour trouver le caractere du
G-module EIS{", et un tel caractere doit étre trouvé “4 la main” ou par le
procédé conjectural proposé par [Ro].

A partir de maintenant, on suppose que K contient p,,.
On peut alors énoncer :

Théoréme 10.10. Soit K un corps de nombres contenant p, ; soit G
un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p et de corps fize
k. Soient T, S = Sy U So, deuz ensembles finis, disjoints, G-invariants,
de places de K, avec T, Sp C Plkp, Seo C Pl » ; on pose Ay =
Ply o — So- On suppose que T contient Pl ; alors on a, pour tout
X € %,(G) :

rgx(TI‘gT) — I8y (CKTI;U.S‘AOOO) = Px* (T’ S) - 'SX(S) =
Z Pux* t+ Z Pox* + 015 — Z Pu,x — 52,1)'9[’(1)‘300 Kkl "Sx(s) 46

’Ueplk oo vET}, ’UESQ k

Si en outre, sous la conjecture de Jaulent, k = Q (i.e. K/Q est galoi-
szenne de groupe de Galois G d’ordre étranger d p), ou si Sy est non vide

et EK, monogéne (i.e. —6yy + Zte{q,oo} pey < P'(1) pour tout ' € ¥'),
on a:

18, (TR 1) = 18, (CLR&Z) + D Poxs — buy + 62,5%(1)| Ao | +
v€T}

(#ra®) + D puxe 01— Y pox) AO,
vEPLS vESy &
ot PE° . est 'ensemble des places a Uinfini réelles de k, complezifiées dans
K 47

Démonstration. On a :

rgx(#) = rgx(Ag") - 'SX(S) = rgx(ce’ls“) - SX(S)'

Il vient donc, & partir de 5.18, (ii), des formules 5.15 et du théoréme 10.5
et ses corollaires :

18, (T7) — 18y (CL52=) = pye (T, ) — 5x(S) =

46Cette formule est valable sans aucune hypothése et donne la relation attendue lorsque le
calcul de s4(S) n’est pas donné par une formule ; dans les deux cas particuliers qui suivent, on
peut complétement calculer le second membre.

470n notera que pour p # 2, Pl;‘fm = Pl;, o> Car K est totalement imaginaire, et que, pour

p=2, PGS =0, car [K : k] est impair.
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Z Pux* + Z Poyr + 01y — 0wy — Z Pvx — 52,p"/’(1)|soo,k| -

vEPL o vET}, v€So,k
Yk O+ ($OE: Q) A (=it D poat Y o).
VEPL oo VESo,k

On rappelle alors que, d’apres le lemme 5.14, on a :

(6) > (ox + Poyr) — YD)k : Q = Sa59(1)r1 (k).

vePlk,m

En utilisant la formule évidente a Ab = b+ (a—b) A0, pour tout a, b € Z,
on peut donc écrire I’expression de p,« (T, S) — s,(S) sous la forme :

Y (o +oug) = B[k Q = Suy + > poye =

vEPL o veET},
6259 (D)ISecil + (WO W+ = Y pux— Y pox) AD.
'UEPfk,oo 'UESQ')c

On applique alors (6) deux fois pour obtenir :

px (T, S) = sx(8) = Z Pux* = Owx + 02,p%(1)|Aco k| +
v€ET}

Z Py — O2p9(1)r1(K) + 61 — Z pv’x) AO,

VEPY, o vESok
ce qui conduit au résultat puisque ZvEPZk,w Pux — 02p9(1)r1(k) peut
s’écrire :

pOr2(k) + D pue-
vEPLS
Dans les corollaires qui suivent, nous considérons soit le “cas absolu”

(pour lequel on utilise 10.7), soit le “cas monogeéne” (i.e. EIS;‘} monogene,
pour lequel on utilise 10.8).

Corollaire 10.11 (p #2). Pour p # 2, on a les expressions suivantes
(S=5pC PEK,O) :
(a) x € {1,w} :
(1) cas relatif général, cas monogéne :
rg, (TRr) =18y~ (ClE ) + D Puy
veET},

(") cas relatif normal, cas monogéne :

rgy (TR1) = 18y (Clk ) +¥(V){v € Th, HY =1}/ ;



THEOREMES DE REFLEXION 483

(ii) cas absolu général :
rg, (TRr) =18, (ClR 5) + Y Poxr + (Poo,x* - Pt,x) AO;
q€To leSg

(it") cas absolu normal :
18y (TR 1) = 18, (Clk 5) + ¥(1)|{g € T, HY =1}|+

(1) (deoy- — I{1 € Sq, HY =1}]) A0.
(8) x € {1,w} -
(1) cas relatif, cas monogéne :
S _ T
g, (Tg 1) = 18,(Cli 5) + |Tk| — 1,
rg, (Tir) = 18, (Clk s) + {v € T, Hy =1} — 814 ;
(ii) cas absolu :
18, (TE1) = 18,(Clh5) + ITal = 1+ (1= |{L € Sg, 1= 1®)}) AO,
18, (T¢r) = 18,(Clk,s) + [{g € To, 9= 1(p)} + (1 - |Sal) A O ;

(iii) cas G = 1, cas monogéne :

rgp(Tlg,T) = rgp(Ceﬁ,S) + lTl - L

Corollaire 10.12 (cas des corps & conjugaison complexe). Si K est exten-

sion quadratique d’un corps totalement réel k, on a, dans le cas monogéne
ouk=Q:

16, (Tir) = 18_(Clh 5) + |{v € Th, HE =1} + (1-15kl) A0,

18 (1) = 18,(ClL5) + Tl = 1+ ([k : @ = [{v € Sk, HE =1}{) A0,
Corollaire 10.13 (p =2). Pour p = 2, on a les ezpressions suivantes
(S=5SUSx) :
(@) x#1:
(1) cas relatif général, cas monogéne :
18y (TRr) = 18,1 (COTe=) + Y Py + P (D) Aokl ;
vET},
(i') cas relatif normal, cas monogéne :

18y (TRr) = r8x-1(CE5) + d(DI{v € Ty HY =1} +%(1)| Aot ;
(ii) cas absolu général :

18, (TE) = 18,1 (CERR) + 3 pgx +9(1) = 3 pies

geTp l€So,0
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Soord Tres .
gy (TR) = 18,1 (CERS) + Y pax— D, Pix s
g€Ty leSo,0

(it") cas absolu normal :
gy (TR = 1831 (CU) + $(){g € To, HY =1} +%(1) -
(DKL € S0 HY =1},
18y (TRF™) = 18,1 (CURS,) + ¥(1)|{g € To, HY =1}| -

Y1)l € So@, H =1}
B) x=1:

(i) formule du 2-rang générale, cas monogéne :
rgy (Tir) = 182(CLR5=) + IT| = 1+ |Aco| 5

(ii) cas absolu :

g2 (TEH™) = rgx(CERE) + |Tal + (1 - IS0l ) A0,

rga(Tag™) = 182(CEEE) + Tal — 1+ (1 - 1S0al) AO.

Corollaire 10.14 (Sp = 0). Si So =0, il vient :

(i) casp #2 :
rgx(TK,T) = rgx* (CKTI;) + Z Pu,x* — J‘U’X )
vET}
(i) casp=2:
1y (Tie) = t8y-1 (CLR2=) + Y poyx — 81y + P ()| Acopl 5
v€T},

en particulier, on retrouve les formules de p-rangs classiques, pour la
p-ramification abélienne (T = Pl p) :
(') casp#2 :

rgp(TK Pe,) = rgp(ceplp) + |Plrp| — 1
(ii') casp=2 :

182(TE pe,) = 182(CL ™) + [Plic| — 1+ r1(K),

18 (TR Be,) = 189(CLE™) + |Pli o] — 1.
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11. FORMULES DE RANGS POUR LES GROUPES K3(Zk T).

Soit K un corps de nombres. Pour tout ensemble fini T' de places finies

de K, on a la suite exacte fondamentale, induite par les symboles modérés
en les places finies de K (cf. [T, (5.3)]) :

(0) 1— Ko(Zir) — Ko(K) — @ K, —1,
pEPLg o—T
ol Zg T est 'anneau des T-entiers*® de K.
En généralisant le point de vue de [G3], on définit, pour Sec C Plk
les noyaux modérés avec “signature” :

sz(ZK,T)a
au moyen de la suite exacte modifiée *° :
() 1— K5=(Zgr) — Ko(K) — ® K, —1,

pE(PLK o—T)USeo

ou, pour p € Pl , _I?: désigne RX /R** ; par conséquent, ces noyaux
sont reliés par la suite exacte :

(1) 1 — K5=(Zxr) — Kao(Zxgr) — [ RY/R*T — 1
pESx

(la définition des K5 n’ayant d’intérét, pour les calculs de p-rangs, que
pour p = 2).
Pour Soo = Pl ,, nous posons :

K35 (Zxr) = K§*(Zk.1)-

On suppose maintenant que K contient yu, et on désigne par G un groupe
d’automorphismes de K, d’ordre étranger & p, de corps fixe k. On rappelle
que dans k#/k, (K3>(Zpr))F constitue une G-famille au sens du § 3.3 de
la section 3 (cf. [Ke, §§ 3, 4]).

D’aprés Tate (cf. [T, th.(6.3), lem.(6.4)]), on a la suite exacte de G-
modules :

dans laquelle No(K) = {a € K*, {{,a} = 1}/K*P, pour un générateur ¢

fixé de pp , et olt Pon a I'isomorphisme de G-modules :

3) pp ® Na(K) = ( H pp) X (pp @ pp).-
pEPLY

48i.e. I’ensemble des a € K tels que vp(a) > 0 pour tout p € Plxo—T.
49Pour laquelle le symbole en p € Soo est le symbole de Hilbert correspondant, considéré
comme modéré (cf. [G3, I, 3]).
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Soient T' C Plk o, Seo C Pﬂkoo, T et Sy stables par G ; montrons que
I'on a la suite exacte de G-modules :

(4) 11— pp® No(K) — 1y ® WS py, — K5=(Zx1)lP] — 1,
ou (cf. définitions 5.5) :
(5) Wl%%upep = Rﬁd(L:%JPz,,/ K).

En effet, d’aprés (2) et par définition des symboles modérés,
K5>=(Zg 1)[p] est ensemble des {¢,a} € K(K)[p] tels que l'image de
(”"("‘) dans F: soit égale & 1 pour tout p € (Plgo — T) U So ; comme
¢ =1 mod p pour tout p € Pk, les conditions précédentes caractérisent
les o € K* tels que aK*? € WI%%UP[,, (cf.5.7) ; d’ou (4).

Remarquons que si M est un G-module de type fini, alors on a, pour
tout x € X,(G), la formule :

(6) rgx(”p ® M) = rgw"lx(M)

(on notera que w™ !y est I’“inverse” du reflet x* de x, mais que Pow-1y =

Pox*)-
On obtient alors, pour tout x € X,(G) (cf. (3),(4) et (6)) :

rg, (K5 (Zk,r)) = t8u-1x(WESups,) — 18x (1p ® No(K)) =

Soo .
1”gw‘lx("VK,TuPe,,) — 18, ( H H tp) — 18, (1p ® pip) 3
vePL _UPEE ply

or rgw_lx(WI‘g‘,’%Uplp) = rngx_l(Cﬂf(fTupep) (cf. proposition 5.6),

rgx(H tp) = Pyp-1y (cf. lemme 5.13) et rg, (up ® pp) = d,2, (symbole
plv
de Kronecker), ce qui conduit & :

(7) 18y (K5 (ZK.1)) = 18uay-1 (CLiZrupy,) — B(Vra(k) —

§ : Pow=1x = w2 x-

vePEZ‘:oo
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D’apres le théoréme 5.18, appliqué & T U P{,, S, et au caractéere wly,
il vient, en posant Ago = Ply o — Soo

TUPL,UA
rgu2x-1(CLasiupy,) — T8u-1x(Cly SPEU8ey = b1y (T U Ply, Soo)

Z Pyw-1x t Z Pu w1y

‘UGPek,oo ‘UGTkUPZk,p
(7,) + 5w,w-1x - 51,w_1x - 62,P¢(1)|S°°,k|
= 1p(1)rz(k) + Z Pyw-1x T Z Pyw—1x
vePL v€TLUPY

+ 5w2 - 5 - 62,p1/l(1)|500’kl.

En remarquant que Zveper Pow-1x — }:Ueperc Py -1y — 02,p%(1)r1(K)
est identiquement nul, on obtlent a partir de (7) et (7'), ’énoncé suivant,
qui généralise des formules de p-rangs classiques (correspondant au cas

G = 1) issues de [T, th. (6.2)] (cf. [Ke, th. (3.5), (3.6), (5.4)], [B, th. (4.2)]),
ainsi que le cas T = S = 0 de [J3] :

Théoréme 11.1. Soit K un corps de nombres contenant pp, soit G un
groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger d p, de corps fize k, et
sotent T' C Plik,o, Seo © Pl o, T €t Seo stables par G. On a alors, pour
tout x € %p(G) :

rgx(KZS“’ (ZK,T)) = rgw_lx(ceTUPlpUAoo)

+ Y Pty = Guy + 02%(1)| Ao -
'IJETkUPek,p

Corollaire 11.2 (p # 2). Dansle casp#2 on a :
(@) x#w:
(i) cas relatif général :
TUP?
rgx(K2(ZK,T)) = rgw—lx(cel{u p) + Z Puvw-1x 3
vETkUPKk,p

(') cas relatif normal :

18, (K2(Zk.1)) = 18,-1, (CL %)
+p(1)|{v € To U Pl p, HY X =1}| ;

v

(ii) cas absolu général :

Pt
rgx(K'Z(ZK T)) = rgw—lx(CETU ? E : Pquw—1x >
qETQU{p}
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(ii") cas absolu normal :

rgy (Ka(Zk1)) = 18,1, (Cl T ) +9(1) . dgymrye
g€TouU{p}
B) x=w:
(i) cas général :
rg,, (K2(Zx,r)) = 18,(Cls " T) + | Ty U Pty | — 1
(ii) (cas G=1) :

rg, (K2(Zx;1)) = 18,(Cl T 7) + |T U Py | — 1.

Corollaire 11.3 (corps & conjugaison complexe, p # 2). Si de plus K est

extension quadratique d’un corps totalement réel k, on a (cf. remarque du
(c) de Uintroduction au chapitre II) :

rg,(K2(Zkr)) = 18_(CLT7) + [{v € To U Py, HE =1},
rg_(K2(Zkr)) = r1g,(Cl T%) + Tk U Pl | — 1.
Corollaire 11.4 (p =2). Sip =2 (cas pour lequel w=1), on a :
(@) x#1:

(i) cas relatif général :

g (K5 (Zkr)) = 18 (CEYPES=) 1 5™ oy (1) Aol
‘UGTkUsz'g

(') cas relatif normal :
I‘gX(K;‘” (ZK,T)) = rgx(cgﬁuPlgqu) +
$(){v € Te U Plyp, HY =1} +¢(1)| Aokl ;

(ii) cas absolu général :

rgy(K2(Zkr)) = 1g(CEST )+ Y poy+9(1)
9€Tu{2}

ey (K™ (Zx) = 1gy(CLT™) + D7 po s

q€TQU{2}

(ii') cas absolu normal :
18, (K2(Zx.1)) = 18, (CET™) + (1) Y doy +3(1
q€TQU{2}

18y (K3™(Zk 1)) = 18, (CLT™®) + (1) Y dgy.
g€Teu{2}
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(B) formule du 2-rang générale (K arbitraire) :
185(K5™ (Zk,1)) = 182(CLIT2Y2=) + |T U Plis| — 1+ |Bool. %

Remarque 11.5. (i) Le rapprochement du théoréme 11.1 avec le corollaire
10.14 montre que ’on a, sous la conjecture de Leopoldt pour p dans K, la
relation :

I8y (Kgoo (ZK,T)) = TIgy2y-1 (TII{S,O;’UPZP)’

pour tout x € Xp(G) (ce qui généralise [G3, th. 1]) ; on remarque également
que les caractéres concernés se correspondent dans une involution distincte
de involution du miroir (sauf si yp C k).

(ii) On a, lorsque p = 2 :

rg, (K2(Zk 1)) — 18, (K5 (ZK 1)) =
- (k) _ [rgx(ceﬁuPlgreS) _ rgx(ceguPlzord)]_
Exemples 11.6. Montrons, dans le cadre des groupes K2(Zk), comment

obtenir des inégalités de type “Spiegelungssatz”. On considére pour cela
l'involution de %,(G) définie par :

pour tout x € %,(G).
Le théoréme 11.1 conduit alors a :
(8) rgx(K3%(ZKk)) — rg,(K5>(Zk)) =

I8, (CePepl‘eS) _ rg(p(CfPe"res) + Z (Po,* — Puyp) = B2 5 + duxs
‘UEPlk,P

ou l’on a posé ¢ = w™ly.
On peut alors utiliser la majoration :
g, (CePlpreS) -r1g, (OePlpreS) < Ig e (CereS) —rg,, (Ceord)
+ 18, (7 ((PLp))),

puis le théoréeme de réflexion de Leopoldt (cf. théorémes 7.7, 8.8) qui con-
duit a :
(9)

rg e (CL™) — 1, (CLPH™) < 1, (Epiaim/ E”P) + 18, (™ ((P£p)))-

prim

80Si K = Q, on retrouve que rgy(K5°%(2)) = 0.
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On obtient donc finalement, & partir de (8) et (9) :

(10) ’
rg5 (K5 (Zk)) —18, (K3*(ZK)) < 18,(ES 0/ BP) +1g,(ct ((PLp)))
+ Z (pv,tp* - Pv,qo) - 5w2,x + 5w,X’ Y= wle'

veEPL; 5

Remarquons que l'on peut toujours majorer rg(p(E;,’fS,im /E°T9P) par

rg(p(Em”d) et rgtp(ceord“pr))) par 18, ((Pfp)) = zvepekm Pu,p-

Par exemple, considérons la situation du théoréme de Scholz (cf. 7.8, (i))
abordée dans [B], en supposant également que Q(v/d) est le corps quadra-
tique réel et que x est le caractére qui lui correspond ; il vient, compte tenu
du fait que K}*(Z)=1:

|Pleyy=sa),3l — |Plyva sl — Tg3(ceord(<P5Q(\/~—33),3>)) <
rg3(K2(Zgy/g))) — r83(K2(Zg,/=33)) <

|Plowy=ga),3l = 1Ployaysl + 183 ((€)sprim/(€)*) + res (et ((Plyya 5)))-

Si p est une place de K au-dessus de 3, I'ordre, noté o(cf°™(p)), de la
classe de p, ne peut étre multiple de 3 que si 3 se décompose dans K ; d’ou
les 5 situations suivantes o ’on a posé d(e) = 1 (resp. 0) si € est 3-primaire
(resp. sinon) :

(1) 3 non décomposé dans K :

0 < rg3(K2(Zgyyg))) — ras(K2(Zg=33)) < 6(€) ;
(ii) 3 décomposé dans Q(v/d), o(ct™(p)) # 0 (3) :
—1 < rg3(Ka(Zgy3)) — 183(K2(Zgyy=3q))) < () — 1
(iii) 3 décomposé dans Q(v/d), o(c£4(p)) =0 (3) :
—1 < rg3(Ka(Zgyg))) — 183(K2(Zgy=33))) < 8(e)
(iv) 3 décomposé dans Q(v/—=3d), o(c%™(p)) Z 0 (3) :
1 < rgy(Ka(Zgya) — res(Ka(Zgy=m)) < 3(6) + 15
(v) 3 décomposé dans Q(v/=3d), o(ct™(p)) =0 (3) :
0 < rg3(K2(Zgyyg))) — r8s(Ka(Zgy/=33))) < 6(e) + 1.
Le nombre d = 1887 = 3 - 629 réalise la différence maximum (cas (v)) :

1g3(K2(Zgya) — 183(K2(Zgy=3a))) = 2
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en effet, on a C'E?Qf(‘i/w) =1et CZ?Qf(‘i/T%) ~ Z/9Z, par conséquent
6(e) = 1 ; on vérifie que o(c%™(p)) = 6, d’onr rg3(C€&ef/oé%ﬁ)) =1et

rg3(K2(ZQNW))) = 2 (th.11.1), tandis que rg3(K2(Zg,/=57s))) = 0.

12. FORMULES DE RANGS CONJECTURALES EN K-THEORIE SUPERIEURE.

(Avec des indications de T. Nguyen Quang Do).

On peut envisager une approche unitaire des résultats 10.14 et 11.1, et
par la espérer les généraliser (au moins conjecturalement) a la K-théorie
supérieure paire ; cette approche, cohomologique, utilise essentiellement
les théorémes de dualité de Poitou-Tate et, de ce fait (contrairement &
lapproche naive des sections 10 et 11), est mal adaptée au cas p = 2, S, #
0.

On fait ’hypothése que K contient p, et qu’il vérifie la conjecture de
Leopoldt pour p. On fixe un groupe d’automorphismes G' de K, d’ordre
étranger a p.

Soient alors T' un ensemble fini de places finies de K, T contenant Pfk ,
51 et So un ensemble de places infinies réelles de K, T' et So, stables par
G ; on pose Ay = Pﬁ%m — S

Le point de départ est la suite exacte de G-modules (cf. [Ko, th. (3.75),
2])

(01— (Vg2/KF") — HA(Gih, )
— @ H2*G,,F,) — pp,* —1
»ETOA (G, Fp) Hp )
dans laquelle :
QIS{“’T est le groupe de Galois de la p-extension algébrique T-ramifiée,
Soo-décomposée maximale de K,
G, est le groupe de Galois de la p-extension algébrique maximale de
VI‘E} = {a € K¥, vy(a) = 0(p) Vp ¢ Soo, o € K;P Vp € T} (cf.
théoreme 5.26),
M* = Hom(M,F,) est le dual de Pontryagin du Fy-espace vectoriel
M, pour lequel on a I'isomorphisme p, ® M* ~ M = Hom(M, pp) (cf.
définition 1.3).

Comme ici VI%;L /K;P = W£UA°° (cf. proposition 5.7 et remarque 5.27),
on a donc :

py ® (Vi /K7P)* = F, @ CLE"2=  (cf. théoréme 1.5).

51Les résultats précédents sur le K2 montrent que cette hypotheése est naturelle.
52Qui reste, semble-t-il, & établir dans le cas p = 2, Soo # 0.
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Enfin, on sait *® que H?(G,,F,) ~ My

On a ainsi, par tensorisation par la m-iéme puissance tensorielle yy,
de pp, m > 1, la suite exacte :

®(m)

(1) 1—pg Ve A~ — HA(Gieg, ng™)

— p2 D @ ( GTGBAOO]F p) — uSm 1

dans laquelle & F, @® Vg, ou Vg, est la représentation de
pETUA veTkUAoo,k

permutation de G modulo H,.
On a (ou aurait) alors les interprétations suivantes :

(i) H2(QKT,IF ) =~ TK [p])*
(cf. [Nl] pour p 7é 2 ou pour p = 2 et ug C K, les cas manquants
pouvant se déduire de certains arguments techniques de [N3])
(i) H2(G55u5®) = F, ® K5 (Zk 1)
(propnete démontrée par C. Soulé [So] pour p # 2, par B. Kahn
[K1] pour p = 2, dans le cas Sy, = 0, et par T. Nguyen Quang Do [N3,
th.3.6] pour p =2, S = Pl o, le cas p = 2 général s’établissant &
partir de [N3, §3]) ;
(iii) H2(Gx 1, u8"™) = Fp ® Kom—2(Zx.1), pour p # 2 et tout m > 2
(conjecture générale de Quillen-Lichtenbaum) ;

(iii") pour p = 2, S = 0, les récents travaux de B. Kahn [K2], et de
J. Rognes et C. Weibel, montrent que ’isomorphisme (iii) n’est valable
que pour m = 2 mod (4), et que, dans les autres cas, il existe un
homomorphisme :

Fo ® Kom—2(Zx,r) — H*(Gk T, i3 o)y,

3 noyau et conoyau de Fy-dimensions majorées par r1(K) (cf.[K2
cor.2}).

Il est clair que tout ceci contient les énoncés 10.14 (suite exacte (0))

et 11.1 (suite exacte (1) pour m = 2), et que ces considérations, ainsi que

I’étude du cas m = 2 de la section 11, invitent & poser la question suivante :

Question 12.1. Peut-on définir naturellement des objets Ky=_,(Zx.T)
(ne différant des Kom—2(Zk ) qu’au niveau des 2-Sylow), pour So, C
Pt 54 de telle sorte que Fy ® Koo o(Zx ) soit isomorphe d

H2(gKT,/‘§®(m))

53Grace au théoreme de dualité locale de Poitou-Tate, ou au théoréme de structure des
groupes de Demuskin pour P € Plk o.

540n peut d’ailleurs étendre la question au cas d’un ensemble S fini quelconque de places de
K comme le suggere la théorie des T}‘E‘T de la section 10.



THEOREMES DE REFLEXION 493

Le cas échéant, on aurait les formules de rangs explicites suivantes :

Conjecture 12.2. Soit K un corps de nombres contenant pp,, p premier
> 2 ; soit G un groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger & p, de
corps fize k, et soient T C Plkp, T contenant Plkp, Seo C Pl o, T et
S stables par G. Alors, pour tout i > 1 et pour tout x € X,(G), on a :

(2) T8y (Kégzm (ZK,T)) = rgw—ix(CZTI;UAOO) +
Z Pyw=ix — 5wi,x + 62,p¢(1)|A00,k|, ¢|X’
veT}
0t Ao = Pl — Seo-
En particulier :
1gp (K (Zx,7)) = 18p(COTE=) +|T| = 1+ 83 Aco], i 2 1.

Remarques 12.3. (i) Le w'y-rang de Kffi“ (Zk,T) serait indépendant de
1 > 1 et vaudrait :

rgx(Cf};UA“’) + Z Pux — 01y + 62,p¢(1)leo,kI'
vET}

I1 coinciderait alors avec le x*-rang de Tx%.

(ii) Pour y fixé, le x-rang de K25i°° (Zk,T), 1 > 1, serait périodique de période
p— 1.

(iii) Rappelons toutefois que la conjecture précédente est vraie pour tout
p, dans le cas i = 2 (cf. théoréme 11.1).

On pourra se référer & [Kol] pour des résultats complémentaires mettant
en jeu les noyaux sauvages.

D’une maniére générale, nous n’avons pas signalé les trés nombreuses
publications traitant des propriétés de Ky(Zk), dans la mesure ou notre
objectif est strictement celui rappelé dans I'introduction. Pour retrouver
Pessentiel de ces références, on pourra consulter la bibliographie de [HK].



494

GEORGES GRAS

INDEX DES PRINCIPALES NOTATIONS.

Plgp, Pl
PZ%,OO, Pﬁf{’oo
r1(K), ro(K)
PEK,p

Pegm

PZZ‘,’OO, PEZ?OO
ri(k), r¢(k)
Z, Ek

Y, X

@ (%), Zp(x)
Vp(G), %5(G)

nombre premier fixé

groupe des racines p-iemes de 'unité

corps de nombres contenant i,

groupe d’automorphismes de K, d’ordre étranger a p
|G|, p.p.c.m. des ordres des éléments de G

KG

indice de ramification de p|p dans K/Q(up)
ensemble des places de K

ensemble des places finies, & ’'infini

ensemble des places a l'infini réelles, complexes
P8 o), 1PE
ensemble des places de K divisant p

ool

ensemble des places & l’infini de k£ décomposées dans
K/k

ensembles des places & l'infini réelles de k¥ décom-
posées, complexifiées, dans K/k

|PGL I PGS,

ensemble de places de K, ensemble des places de &
en-dessous de celles de ¥

module de K construit sur Plg o

parties finies disjointes de P{g, stables par G, avec
TC PEK,O, S C PeK’o UPZ’}(,oo

TN PEK,,,, SN PKK,p
SNPlgg, SN P”K,oo

Pl — Ty, — Sp, PE’}{,OO - S
TU Ao, SoUA,

IT » II ¥t m I o7

pESo—Sp PpES, pED,

I » I

peT-T, peTp

caractere G,, Qp-irréductible, de G

corps des valeurs des v|x sur @, ordre maximal
ensemble des caracteres C,, Qp-irréductibles



rg, (M)

Mip]
HE = H, (v e P&)

HY (v € Pt)

Cuy Cf
P, x
Px (T, S)

pp(T, S)
dv’x

B, (€ (T))
Eg = E%
Ej = = pgd

E]S{oord
K38 (fe(T))

Kr
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systeme exact de représentants, dans
(Z/goZ)*, des éléments de Gal(Qy(x)/Qp)

noyau de Y, sous-corps de K fixe par Ker x
Gal(KX/k)

caractere de Teichmiiller sur G

wx ™! (reflet de x)

¢_§]Q > scc X(s™)s (idempotent associé & x)
Zp|Gley

(Zp ® M)ex (x-composante du G-module M)

nombre de fois que la représentation [Fp-irré-
ductible de caractére x figure dans M, /M¥ (x-
rang de M)

dimension sur F, de M/MP (x-rang de M pour
G=1x=1)

{zr e M,2P =1}

groupe de décomposition d’une place po|v dans
K/k

groupe de décomposition d’une place po|v dans
KX [k

générateur de H,, HY, lorsque v € Pl o

]‘i{lﬂ ZteH,’f ¢(t)’ "/J|X

()r2(k) + Xpepey um Pox + ux — O1x —
Zvesoyk pux — P(1) Zvesp,kuAp,k (ko : Q] -
02,p "/J(l)lsoo,kl’ Plx

ra(K) + ri(K) +|T| = |So| — Xpes,ua, K :
Q] — d2,p|Seo

égal & 1 (resp. 0) si HY = 1 (resp. sinon)
(pour Hy normal dans GX)

groupe des S-unités de K congrues & 1 mod f
groupe des unités totalement positives de K
groupe des unités de K au sens ordinaire

Ej% pour S = So U Pl . (So-unités au sens
ordinaire)

groupe des ¢ € K*, étrangers a T, positifs aux
places de Ay, et congrus a 1 modulo f

groupe des z € K* étrangers & T
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K; PL, - K}(pos
Py

PK T = Pord
PE= = Pl
IK, IxT

Yy (F€ (D)

YAp-prim (Y C K;ep)
Yp_prim (Y C K;ep)
123

% (FE€(T))
ceK, = C6,

Clig = = Cegp

Ceiores CeSoOI’d
of ?

Ce3 ¢

HY

Az

TF

Ly

A7

W7 = Rad(L?/K)
K,, k,

O,

K,
U,=0;
U, (z), 1>1
;’13,

K

f(s

K(S)
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groupe des éléments totalement positifs de K
{(z), z € K}5=}

{(z), z € K7}

{(z), = € Kp"*}

groupe des idéaux fractionnaires de K, étrangers
aT

{y € K;"(pKil)"(,ono’ (y) = afag,, a € It, ag, €
(So)}

{y €Y, y=¢€ mod pP*,%p € A}

{yeY, y=¢&) mod pP,Vp € Plk,}

{ax € K7, vp(@) = Omodp Vp ¢ S, a €
K, ?VpeT}

p-Sylow de Ix,r/Pg% (So)

p- groupe des classes de rayon modulo f au sens
restreint

p- groupe des classes de rayon modulo §f au sens
ordinaire
Cfi,f pour S = Sy, pour S = So U Ply

Li_:_n (Cti ), € (T)

p-extension abélienne T-ramifiée S-décomposée
maximale de K

Gal(H3/K) (comme Z,-module)

sous-module de torsion de A3
p-sous-extension élémentaire maximale de Hi
Gal(L5/K)

radical kummérien de L5./K

complété p-adique de K, v-adique de k
anneau des entiers de K,

corps résiduel de K en p

groupe des unités de K,

sous-groupes 1 + p'0, de U,

p-groupe de torsion de K¢

composé des Z,-extensions de K
sous-extension S-décomposées maximale de K
composé des Zy-extensions S-décomposées de K
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