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Tables de réseaux entiers unimodulaires

construits comme k-voisins de Z"

par RoLaAND BACHER

RESUME. Cet article énumeére les réseaux entiers unimodulaires de dimen-
sion < 24, vus comme k—voisins de Z™.

La premiére partie contient les informations nécessaires pour lire et pour
travailler avec les tables. Elle ne contient aucune preuve.

La deuxiéme partie est formée de tables qui contiennent les données
numériques pour les réseaux unimodulaires entiers indécomposable de di-
mension < 24.

Un appendice esquisse les preuves des énoncés.

ABSTRACT. This paper contains all informations and data for constructing
all integral unimodular lattices of dimension < 24 as k—neighbours of the
standard lattice Z™.

0. DEFINITIONS ET GENERALITES

Considérons l’espace euclidien E® de dimension n muni du produit
scalaire ( | ).

Un réseau de dimension n est un sous-groupe discret cocompact de E*.
Un réseau A est entier si le produit scalaire de E* restreint aux éléments
de A ne prend que des valeurs entiéres. Le déterminant d’un réseau A est
le carré du volume d’un domaine fondamental E® /A. Un réseau entier A
est unimodulaire s’il est de déterminant 1. La norme d’un élément )\ € A
est définie par (A|A). Un réseau entier est de type II si tous les éléments
de A sont de norme paire. Autrement il est de type I. Pour qu’il existe
dans E" des réseaux entiers unimodulaires de type I, il faut et il suffit que
n soit divisible par 8. Deux réseaux A et M sont isomorphes s’il existe
une isométrie entre A et M. Le groupe des automorphismes d’un réseau
A C E* est formé des isométries de E® qui préservent A. Un réseau est
décomposable s’il est isomorphe & la somme orthogonale de deux réseaux
non-triviaux. Il est indécomposable sinon.

Manuscrit regu le 23 mai 1997
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1. RESEAUX k—VOISINS DE Z"

Soit A un groupe abélien fini. Deux réseaux A et M sont A—wvoisins si les
trois groupes A/(ANM), M/(ANM) et A sont isomorphes. Si A est cyclique
d’ordre k& on dira simplement que A et M sont k—wvoisins (cf. [Mi]). Pour
k = 2 on retrouve la notion de réseaux voisins due & Kneser (cf. [Kn]).
Deux réseaux qui sont A—voisins ont méme déterminant. L’intérét des
réseaux entiers qui sont k—voisins de Z™ vient surtout des deux propositions
suivantes:

Proposition 1. Soit k un entier strictement positif et soit v = (vy,..,v,)
un vecteur non-nul de Z" dont la norme (v|v) est un multiple de k2. Alors

A(w;k) = {z € Z" | (z]v) € kZ} + Zzlc”

est un réseau entier unimodulaire qui est un %—voisin de Z™ ot d est le
plus grand diviseur commun de k,vy,..,vy,.

De plus, tout réseau entier unimodulaire qui est k—voisin de Z™ est
obtenu de cette facon.

Proposition 2. Soit A un réseau entier unimodulaire. Alors il existe
k € N et v € Z™ tels que A est isomorphe au réseau A(v;k) construit dans
la proposition 1.

Les réseaux entiers unimodulaires de type II exhibés dans la table I sont
construits a l’aide de la proposition 1. La colonne intitulée “k” indique
Pentier k de la proposition 1 et la colonne intitulée “Vecteur” fournit un
vecteur v qui vérifie les conditions de la proposition 1. La notation

i1 .12 1
a; ay..q;

désigne le vecteur v dont les 7; premiéres coordonnées sont égales a aj, les
i3 coordonnées suivantes sont égales a as et ainsi de suite.

Les réseaux de type I admettent une construction qui nécessite un peu
moins de données lorsque le réseau est construit comme k—voisin de Z"
avec k un nombre premier impair. Le reste de ce paragraphe explique cette
construction qui est utilisée dans les tables 2 et 3.

Soit p un nombre premier impair. Notons P*~!(F, ) I'espace projectif de
dimension n — 1 sur le corps fini F,. Munissons P"~!(F,) des coordonnées
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homogeénes notées [z; : .. : z,] et considérons la variété V, (F,) C P"~1(F,)

définie par
n

Va(Fp) ={[z1: .. : zp] |sz =0} .

=1

Pour v = (v1,..,v) € Z™ \ pZ™ notons T = [v; (mod p) : .. : v, (mod p)]
sa classe dans P"~1(F,).

Soit v € Z™ \ pZ™ tel que T € V,,(F,). Définissons un sous-réseau Xo(v)
de Z™ par
Xo(v) ={z €Z"| (zlv) =0 (modp)}

et des sous-ensembles X (v), .., X,—1(v) de %Z" par
Xiv) = {z € Jo+2" (sla) €N} .

Lemme 3. L’ensemble A(T;p) = Uf;ol X;(v) est un réseau entier uni-

modulaire p—voisin de Z™ qui ne dépend que de la classe T de v dans V,,(F,).

Corollaire 4. L’ensemble des p—voisins entiers de Z™ est en bijection
avec les points de la variété V,(F,) décrite ci-dessus.

Remarque. Le groupe des permutations et changements de signes des
n coordonnées opére sur P"~1(F,) en préservant V,(F,). Comme cette
action provient d’une isométrie de Z™, deux réseaux A(T;p) et A(W;p) sont
isomorphes si les coordonnées de U, W € V,(F,) ne different que par une
permutation et des changements de signes.

Pour définir un réseau entier A qui est p—voisin de Z" il suffit donc de
spécifier p et les n coordonnées homogenes du point 7 € V,,(F,) pour lequel
on a A = A(7;p). De plus, & isomorphisme de A pres, on peut supposer

-1
0< v S'U2S--S'Unsg2—-
Dans les tables II et III qui suivent, la colonne intitulée “k” indique le
nombre p. La colonne intitulée “Vecteur” fournit un vecteur v avec v
(mod p) € V,(F,) permettant la construction du réseau A(7;p). La nota-
tion du vecteur v est analogue & celle de la table I.
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2. RECONNAISSANCE DES SYSTEMES DE RACINES

Ce paragraphe rassemble quelques faits bien connus sur les systémes
de racines qui permettent de déterminer (4 ’aide d’un petit programme
d’ordinateur) le systéme de racines d’un réseau entier.

Soit R un systéme de racines dont les éléments sont tous de norme 2.
Associons & R un graphe fini G(R) défini comme suit. Les sommets de G(R)
sont les paires de racines opposées de R. Deux sommets correspondant aux
paires de racines {%r} et {*s} sont joints par une aréte dans G(R) si et
seulement si (r|s)? = 1.

Les composantes connexes de G(R) sont en bijection avec les composantes
irréductibles de R. Chaque composante connexe de G(R) est un graphe
régulier. Son degré est égal & 2h — 4 ou h est le nombre de Coxeter du
systéme de racines (cf. [CS], page 429).

Propasition 5. Le nombre de sommets et le degré des graphes attachés
auz systémes de racines irréductibles avec normes des racines égales d 2
sont donnés comme suit:

G(An) a 3n(n+ 1) sommets et son degré est 2(n — 1),
G(D,) a n(n—1) sommets et son degré est 4(n—2) (ici n vaut au moins

4),
G(Es) a 36 sommets et son degré est 20,

G(E7) a 63 sommets et son degré est 32,
G(Es) a 120 sommets et son degré est 56.

De plus, si G(R) est un graphe conneze construit comme ci-dessus, le
nombre de sommets et le degré de G(R) déterminent R sans ambiguité.

3. LA CONSTRUCTION DES DEUX 2-VOISINS CANONIQUES
D’UN RESEAU DE TYPE I EN DIMENSION 4m

Soit A un réseau entier unimodulaire de dimension n. Les vecteurs de
norme paire de A forment un réseau noté A.. Le réseau A, est un sous-
réseau d'indice 2 de A et il est aussi contenu dans le réseau dual A? qui est
défini par

M ={zecE"|(z|u) €Z YueA.}.
Il est connu que pour n divisible par 4 tous les éléments de A! sont de norme
entiere. Ceci implique en particulier (pour n divisible par 4) que A! contient
trois réseaux entiers unimodulaires distincts qui sont engendré par (A.,a),
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(Ae,b) et (Ae,a + b) ol a et b désignent des représentants de deux classes
distinctes non-triviales du groupe Af/A.. Ces trois réseaux contiennent
tous A, comme sous-réseau d’indice 2; ils sont donc 2-voisins. Un des trois
réseaux est le réseau initial A, les deux autres sont par définition les deux
2-voisins canoniques de A. Les deux 2-voisins canoniques de A sont de type
I si dim(A) = 4 (mod 8) et de type II si dim(A) = 0 (mod 8). Dans la
suite de ce paragraphe nous construisons les deux 2-voisins canoniques de
A comme 2k—voisins de Z™ pour A un réseau entier unimodulaire de type
I qui est k—voisin de Z™ (’entier n est divisible par 4).

Soit n = 4m un entier naturel divisible par 4 et k un entier naturel
impair. Soit v = (vy,..,v,) € Z™ un vecteur dont la norme (vjv) est un
multiple de k2. Définissons ¢; € {0,1} par ¢; = 1 +v; (mod 2) et posons

v =(v1 + €1k, v + €2k, .., v + €, k?)
v" =(v1 + e1k% + 2k%,v3 + €2k, .., a4, + €,K?) .

Un petit calcul montre que les normes de v’ et de v"” sont des multiples
de (2k)2. La proposition 1 permet donc de construire trois réseaux entiers
unimodulaires A, A’ et A”par

A ={z € Z|(z|v) € kZ} + Zv ,

k
A ={z € Z|(z") € 2kZ} + z;_kv' ,
A ={z € Z|(z|v") € 2KZ)} + Z-z},;v" ,

Rappelons que A, désigne le sous-réseau d’indice 2 de A qui est engendré
par les vecteurs de norme paire de A.

Proposition 6.

(i) On a
ANA =AnAN' =ANAN' =4, .

(ii) Les réseauz A' et A" sont de type II si et seulement si la dimension
de A est un multiple de 8.

(#ii) Si A contient un vecteur de norme 1, alors A’ et A" sont isomor-
phes.

Remarque. La proposition 6 permet de construire tous les réseaux de
type II en dimension 8, 16 et 24. La table I dans laquelle on a construit
ces réseaux est donc en fait superflue.
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4. NUMEROTATION ET LECTURE DES TABLES

La table I énumere tous les réseaux entiers unimodulaires de type II en
dimension 8, 16 et 24. La table indique une construction de tous les réseaux
indécomposables comme k—voisin de Z™. Les réseaux décomposables sont
facilement construits & partir de leurs sous-réseaux indécomposables. Les
réseaux en dimension 8 et 16 sont numérotés par leur dimension suivie de
Pordre dans lequel ils apparaissent dans la table 16.7 de [CS]. Pour noter
les 24 réseaux entiers unimodulaires de type II en dimension 24 la table
1 suit la convention de la Table 16.1 de [CS] ol ils sont désignés par les
lettres de I’alphabet grec. Comme dans les tables II et III, nous indiquons la
construction du réseau en question suivie de la description de son systéme
de racines qui se trouve dans la colonne “Systéme de racines”. La derniére
colonne “t” indique le nombre des racines. Toutes ces informations (& part
la construction du réseau comme k—voisin de Z™) ainsi que bien d’autres
se trouvent également dans [CS].

La table II permet de construire les réseaux entiers unimodulaires indé-
composables de type I qui sont de dimension < 23. Ces réseaux sont
numérotés par leur dimension suivie de 'ordre dans lequel ils apparais-
sent dans la Table 16.7 de [CS]. Pour faciliter la comparaison avec la Table
16.7 de [CS], la table II mentionne aussi les réseaux de type II qui appa-
raissent en dimension 8 et 16. Comme dans le cas de la table I, seuls les
réseaux indécomposables sont construits.

Les réseaux entiers unimodulaires de type I en dimension 24 ont été
classés par Borcherds. La liste se trouve dans les Tables 17.1a, 17.1bet 17.1c
de [CS]. Ces tables contiennent quelques erreurs qui sont signalées au début
de la table III. La table III reprend la numérotation de Borcherds dans
[CS]. La colonne “Vsp.” (pour voisins pairs) indique les deux réseaux pairs
qui sont les 2-voisins canoniques car ils permettent de distinguer les réseaux
ayant méme systéme de racines. Les réseaux 153 et 154 sont décomposables.

Les groupes d’automorphismes des réseaux considérés n’ont pas été cal-
culés pour construire ces tables. Cet article n’est donc pas une vérification
de la classification des réseaux entiers unimodulaires de dimension < 24.
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TABLE 1. RESEAUX DE TYPE 11
EN DIMENSION 8,16 ET 24

(cf. Table 16.7 et Table 16.1 dans Conway-Sloane.)

Num.

8.1

16.1
16.2

£E€XHS I QDA OMIUYUT >I «c DINA 2 WR

k

Vecteur

18

somme directe de 2 fois 8.1
116

124

somme directe de 8.1 et 16.2

somme directe de 3 fois 8.1
120335
1113125

11836
1751077
1133952
18355873
11337537
19365792
16355692115
17395692
1535567611 13
19345873
18325675113
17375773
14345595114212
1333547494114 19 21
1534557493113
14345394133153193
1333537392113133152172
13 5272,,,21223243 45
579..45 47 91 93

Systéme de racines

Eg

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| A15Dg
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

t2

240

480
480

1104
720
720
600
528
432
432
384
336
312
288
288
240
240
216
192
168
144
144
120

96
72
48
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TABLE II. RESEAUX INDECOMPOSABLES DE TYPE I
JUSQU’EN DIMENSION 23

(Table 16.7 de [CS]. Elle contient une erreur pour les systémes de racines
de 21.7 et 22.16).

Num. | k | Vecteur | Systéme de racines | to
I I | I
I I | I
81 | | type 11 | Eg | 240
| | I I
121 | 3 | 112 | Dy, | 264
I | I I
141 | 5 | 1727 | E2 | 252
| I I |
151 | 3 | 115 | Ais | 240
I I I I
16.1 | | type II | E} | 480
16.2 | | type II | Ds¢ | 480
163 | 5 | 1828 | D} | 224
I I | I
171 | 5 | 11126 [ AnFEg | 204
| | | l
181 | 3 | 118 | A1A17 | 308
182 | 7 | 1102 37 | A1D1oEq | 308
183 | 7 | 162636 | D3 | 180
184 | 5 | 1929 | A2 | 180
| I I I
19.1 | 11 | 16264255 | E30 | 216
192 | 5 | 11227 | A11D70, | 216
193 | 7 | 182635 | A%Ds | 152
| | | |
201 | 5 | 120 | Dyo | 760
20.2 | | somme directe de 12.1 et de Eg | Dy2FEs | 504
203 | 7 | 11238 | DgD1o | 376
204 | 11 | 172647 | DgE? | 312
205 | 5 | 11528 | A15D5 | 280
206 | 11 | 18233554 | D4D3 | 248
207 | 7 | 1112336 | A3Ay Eg | 216
208 | 11 | 16263256 | AZD} | 184
209 | 5 | 110210 | A2 A% | 184
2010 | 7 | 182537 | A2D50, | 152
20.11 | 11 | 1424344454 | D3 | 120
2012 | 11 | 16253455 [ Aj | 120
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Num.

21.1
21.2
21.3
214
21.5
21.6
21.7
21.8
21.9
21.10
21.11
21.12

22.1
22.2
22.3
22.4
22.5
22.6
22.7
22.8
22.9
22.10
22.11
22.12
22.13
22.14
22.15
22.16
22.17
22.18
22.19
22.20
22.21
22.22
22.23
22.24
22.25
22.26
22.27
22.28

23.1
23.2
23.3

CENpDNNEogaw

-
W -

11

11

11
13

11

13

11
13
13
11

11
11
11
11
17
11
11
11
13
17

~N o

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
[
I
I
I
|
|
I
l
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Roland BACHER

Vecteur

121
11437
111293
11328
18264 56
1102536
192834
1825324 55
172737
1625354 54
1525344354
142334445363

1143 57

somme directe de 14.1 et de Eg

1102 3249
11626
11035465
18253257
1132237
18223656
111211
16253556
1122535
1103755
110255265
1624344 556
18263 4255
1102438
192736
1824354253
162535455
1825334254
17273355

14243244526 7 84

1626344254

1624344355

1525354453
142434435463

1323334353627283
122232 .. 92102112

somme directe de 15.1 et de Ejg

11924
112911

Systéme de racines

A2001
A13E70,
A1 DgO;
AgA1201

A7E¢D70;
As5AgDeO1
A4A20,
A3A7D20;
A2 A30,
1411431)4()1
A30,

I

|

I

|

|

I

|

I

I

[

|

|

|

|

|

I

|

|

I

|

I

| A1DeDg Er
| A1A13D70,
| 14%1)21)3

I A},02

I AZEZ

I A1AsA1Ds
| AsA9 D701
| A1A9D5EgO)
| AID;D}

| A2DgO,

| A1A7A9D40;
| A§A302

| AFAZAZ

I A$DZ0,

| A1A3A5A7D50,
| AzAg02

[ A$Dj

| A343430
| A342D,0,
| A3A%0,

| A2 480,

| A3°0;
=

|
I
|
|

A1s5E3
AgAjze
A11D1101

420
308
276
228
212
180
164
148
132
116
100
84

492
492
364
300
300
300
268
236
220
204
204
204
204
172
172
172
156
140
140
140
124
108
108
108
92
76
60
44

480
400
352
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Num.

23.4
23.5
23.6
23.7
23.8
23.9
23.10
23.11
23.12
23.13
23.14
23.15
23.16
23.17
23.18
23.19
23.20
23.21
23.22
23.23
23.24
23.25
23.26
23.27
23.28
23.29
23.30
23.31
23.32
23.33
23.34
23.35
23.36
23.37
23.38
23.39
23.40
23.41
23.42
23.43
23.44
23.45
23.46
23.47
23.48
23.49

11
13

11

11
11
11

17
13
11
11

11
17
11
11
11
11

11
11
11
17
11
11
17
11
11
11
11
17
13
13
13
11
13
13
17
17
19
29
47

Vecteur

1112547
1102657
192 364 65
1152236
193856
11429
112223554
18253842
18273 57
1122437
11021033
1625455 6284
16264556
18274355
192 3657
1112735
110253256
15253 455 7284
110243455
16263655
182533465
19273 4 55
192638
1923354254
18243754
1826324354
152433425475
1823344454
18253555
1625344 5 6 8°
1727344 54
1725344255
1626354353
1725334553
14243442547 84
162334435562
162334445264
152534425364
1625334455
152334445463
152533445363
1423324452627482
1243344537283
132333425263728392
12223242526272829211 132142
123..212223

I
|
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
|
|
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Systéme de racines

AsA11Eq
AgEgE70,
1)913%()2
A2A14E¢0;
Agl)g
A1A3A130,
A3A11Dg0,
14;173()1
Aql??Ch
AgA7A1101
A1A2A9A100:
I)gI?GC)z
A§D6E601
A3A7DsD70,
AgsAgAgEgO1
AgA10D502
A1AgDsDgOq
1)§Ch
A2A5A901
14§1)51)6()2
A1A3A5A7 DO,
AgAgAg D504
A1 A5A7A80,
44314§148()1
143144143()2
/1?44%/47()2
f4§1)§()1
1131171)3C72
A1A2A5A70,
fl%flgl)ql)s()z
11411%1)4()3
142443145195()2
141114112()3
A1A2A3A4A5A4602
1131)3()3
11%14314%()2
11?14%1451)4()2
14%1431)4()3
/11!1%)13145()3
113144()4
/1%14%:43443(93
14?143()3
11%/13142C)4
11?142()5
11{6()7
Oas3

489

288
288
288
288
256
256
256
224
224
208
208
192
192
192
192
192
192
160
160
160
160
160
160
144
144
144
128
128
128
128
128
128
112
112
96
96
96
96
96
80
80
64
64
48
32
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TABLE III. RESEAUX INDECOMPOSABLES DE TYPE I EN DIMENSION 24

Roland BACHER

Erreurs dans la Table 17.1, pages 424-426 de [CS]:

Numéro 3: Le systéme de racines est 4120,

Numéro 16: Le systéme de racines est A2A3A3

Numéro 20: Le systéme de racines est A$Os

wo = 12223 425 6 728 9 10211 12 132 14 15 17 182

2
g
8
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37
29
29
29
37
23
19
23
19
17
23
17
19
17
17
17
17
17
13
17
17
17
13
29
17
17
13
17
19

Vecteur

[1,26)\ {2, 7}

w2
1232426272..132142
1222728210 11212 132142
13233 4252,.829211 12 13 142
122232425272829211213 14 172182
1323324352627382102112
132333425362738392
14223242526272829210 113
142332435262738293
1323334353¢37383
13233343627383102112
1424324353637382
14223442546273829
1424324452627284
1424334354627282
1523334352647 83
1424334452637 83
142434435 637283
142434445464
15233343536 7482
15243343526384
14243442547383
152434435563
14223242526 728 9 10212414
14243443526 7284
16233442547283
152532445464
1622344254628¢
14243244526 73839

Syst. de racines

Oa24
A?Ols
A%zolz
A}‘*Os
A}OAgom
A3
A8A30s
A?AgOs
A%2A§06
A?A3A307
A303
A} A30,4
A‘{AgA;‘;Oe
A?A?,O:a
A8A30,4
A2ASA30;5
A%A%A3A405
A% Ag Ag Os
A3 A%04
Agos
A‘{A%AZO;;
A% Ag Ag A405
A%AgOQ
a2adaiazo,
A2
A‘{AgD.;O‘;
Ax Ag Ag As04
A%A%Aios
AZA§A503
A‘]‘_Ang;Oq

t2

16
24
32
32
48
40
48
48
48
48
56
56
64
64
64
64
64
72
72
72
72
80
80
80
80
80
80
80
80
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31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
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23
13
13
13
17
13
17
11
13
17
13
13
13
13
17
13
11
11
23
13
11
13
11
11
17
13
17
17
17
11
11
11
17
13
11
11
13
17
13
11

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Vecteur

1523334353627 84
143444537310%118

152534455263
152333445564
162434435364
152532455285
152335455363
142434446 7483
1625344554
162434425662
162432445 6384
152535435264
172333435464
162336425463
162532445265
152545547 g4
162633435264
1723354455
1626324555

1424324254728 9 114

16243643546
1624364553
1626445464
1724334456
1725354354

1525334352758
182234445363
16243244526 8°
162434435 6284
1523344 536484
1626364452
1724374353
1726334355
163446546272
1626345563
1725344652
1824334554
1626344 5265
152434435375

172434435 ¢°

1824344256

Syst. de racines

|

|

|

| Ag A4D4Oy

| yr

| A%A% As Ai O3
| Ag Ag O4

| A1A%A§A4A5O4
| A A0,

| Ag Ag O3

| A3D304
i
| 1413415Y2

| A"{ Ag Az D403
| A% Ag D404

| Ag Ag AeOs3

| AdAdAzo,
| A? Ag As04

| A§ Az O3

| A% A3zAy A% O3
| A% Az AsAg AgO3
| A% Az A% O4

| i}

| A% A% Ag D40,
| Az Ai Ag O3

| A% A% Ag D404
| A1A2A3A4A5A603
| Az AZ AeD404
| A% Ag D503

| Ag Ag A70q

| A% A% D} (on

| Ai‘ Ag AsDs50-
| Ag D4D503

| A204

| Aziazo,
| AzAs Ag AgO3
|

| A1As Ag D40y
| A% A3zAy Ag O3
| AgAg A703

| A%Ag DyD503
| Ag D§ O2

| Az Ag AgDs503
| A?A3A5A7D4 (0]

oo

U
U
po
po

T
T
o

no
pp
pp

pp
vv

oo
Tp
Tp
&
o
vo
vo
op
T
T
T
T
T
Lxid
&p
vp
vp
no
Ao

13
ér
vr
v

t2

80
96
88
88
88
88
96
96
96
96
96
96
96
96
96
104
104
104
104
112
112
112
112
112
112
112
112
112
112
112
120
120
120
128
128
120
120
128
128
128
128
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Num.

72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
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Vecteur

1825364 54
1823364255
142434547484
1727354258
1826334453
1924344354
17253656
162 3 455%6%
172734455
18243343556
1626455 7482
1826344 55
16223454627 849
1625344356
1923364353
1626435584
1824324852
18273 4454
1926344253
182437445
1824355265
1924334652
15253 455 6 7 8%
16263 4655
1927324254
1824485 65
11024354 54
182838
182546546
11025334 55
19243249
1827324 56
162432567284
17455765
19284255
1626357285
1726344 66
182433426582
11022354255
172 364565
1112637
1102935
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I
|
|
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
|
I
|
|
|
|
|
I
I
|
I
I
I
I
|
I
I
I
I
|
|
I
|
|
I
I
|
I
I

Syst. de racines

AlAg As5A703
A%A§A703
B
A1A4As5 A% o))
A1A2A5AA703
AgAZA,gOz
A§A§02
A2A2D20,
A4A§D5 O3
Ag A7D4 D502
1242020,
A?A3A5A7D501
A?DgDe
A§A§D502
A3A§A803
A§A§D602
A‘{A?,D,;Oz
A2A20,
A1A2A5A6A80,
AgDZ (o))
A§A7D§01
A3A4A7A802
Dg04
A§D5D603
AsAgAs D503
A1 A3 A5 A7 DgO2
A%A3A5A9D401
A;O3
A%D«; D50,
AgA5Ag AgO2
AgAgOZ
A%A;D(;Oz
A$D2 D32
A2D?
A;Asoz
A% Ag D5 EgO1
A4A§E602
A§A7D4E601
A?AgD%Oz
Ax A§D701
A1A5A6A1002
A5AgAgO2

t2

128
128
144
136
136
136
144
144
144
144
144
144
144
144
144
144
144
152
152
160
160
160
160
160
160
160
160
168
176
168
168
176
176
192
184
176
176
176
176
176
184
192



114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
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11
11
11
17
11
11
11
11
17

23
11
13
11
11
29
11

23
11

11

13
23
13

11
13

13
17

23
23
11
11

Vecteur

19243556
18273653
189253447
11023374 53
1626446672
110273354
110264454
11224324 55
110253 475
18344463718
1122339
15253 455 8592
110263 4 5¢
17273456
111264552
112364254
163676126
18284 57
1132734
1626324 539510
112254 56
112212
1937475
1142436
18243458
1626347310%
1103767
113311
1124953
110364266
1152 38
183848
18275574
11727
115283
17273 5277
1726458511
1152257
1123448

somme directe de 8.1 et de 16.3
somme directe de 2 fois 12.1

124
1164256
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I
I
|
I
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
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I
l
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I

Syst. de racines

A3A5A9DgO1
A7A§01
A3A7D5 D702
A2A20,
}1%1)4172
A1A7A9D60O1
A1A7A9DgO1
A3A11D4D50,
11%1151191)7()1
DiDs
A3AgA1102
D2E20,
A1A9DgFEgO2
A3A?D7EgO:
AgA10E602
A1A5A11 D601
D
A%Dst
AgA7A1201
A}{D2ZDg
A11DsD:01
A}, 00
A2Dy0,
A1A3A13D60,
D2D?
A1D4D§E7
A7A9E;0y
A114120
A3A11 D901
A%DgDm
AgA1501

A2DgE2
A1DgD1oEr
A1 A15 70,

D4DgD,2

Vsp.

6v
¢o
BN

KK

[

|

I

|

|

I

|

| n¢
| v
| ¢v
)
)
| w
| Ok
| nu
[ »A
| 2
| ¢A
e
| €
| 6
| ¢w
| m
| ex
| es
| nb
| ¢o
| e
| mm
|

|

I

|

|

|

|

|

|

I

I

|

|

|

|

I

|

¢n
oK

)
en
86
vt
B
a¢
60
m
Bn
B¢
Be

ad
aof

493

t2

192
200
192
192
208
208
208
208
208
208
216
224
224
224
224
224
240
224
232
240
256
264
256
256
272
272
272
288
288
304
312
336
336
328
352
368
368
368
400
464
528
552
592
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APPENDICE : PREUVES.

Preuve de la proposition 1. Un petit calcul montre que A(v; k) est
un réseau entier. Soit d le plus grand diviseur commun de k,v1,..,v,. On
a

v k
A(v; k) =A(E;E) .

Quitte & remplacer v par § et k par % on peut donc supposer que k, v, .., Up
sont premiers entre eux. Ceci implique que le sous-réseau Ay de Z™ défini
par

A ={z€Z"| (z|v) € kZ}

est d’indice exactement k& dans Z™. Comme %’u appartient & Z" si et seule-
ment si ¢ est un multiple de k le réseau Ag est un sous-réseau d’indice au
moins k dans A(v; k). Comme A(v;k) est entier cet indice est plus petit ou
égal & k. On voit donc que Ag = A(v;k) N Z™ est un sous-réseau d’indice
k dans les deux réseaux Z" et A(v; k). D’ott 'unimodularité de A(v; k). Le
groupe A(v;k)/Ao est engendré par la classe de ¥ (mod Ag) et le groupe
Z™[Ag par (a1, ..,a,) ou les a; € Z sont tels que ) a;v; =1 (mod k). Les
deux groupes sont donc cycliques d’ord re k.

Soit maintenant A un réseau entier unimodulaire k—voisin de Z". Soit
A € A tel que A (mod ANZ™) est un générateur du groupe cyclique A/(AN
Z™). Ceci montre que ) est de la forme %v avec v € Z" et k,v1,..,0n

premiers entre eux. Comme A est entier on a
ANZ*Cc{zeZ" | (A z2) € kZ}

et pour des raisons d’indice on a en fait égalité. Ceci démontre que A =
A(v; k). O

Pour la preuve de la proposition 2 on a besoin d’une espéce de transitivité
de la notion de réseau k—voisin.

Lemme auxiliaire. Soit A et M deux réseauz entiers unimodulaires
avec A k—wvoisin de Z™ et M k'—voisin de A. Supposons k et k' premiers
entre euz. Alors M est kk'—voisin de Z™.

Preuve du lemme auxiliaire: Soit v € Z™ tel que A = A(v; k) (avec les
notations de la proposition 1). Comme k et k' sont premiers entre eux on
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a aussi A = A(k'v;k) et on a k'v € Z"N AN M. De méme il existe w € A
tel que

M={\eA| (W) ek’Z}+Z;I

et comme k et k' sont premiers entre eux on a aussi

M={AeA| (kwl)) € KZ} + Z%kw

Le vecteur kw appartient aussi & Z"NANM. Posons u = k' %y + k2w. Une
petite vérification montre qu’on a

M = A(u;kk') = {z € Z™ | (u|2) € kK’ Z}+Zkk’ O

Preuve de la proposition 2. Soit F I’ensemble des classes d’isomor-
phisme de tous les réseaux entiers unimodulaires qui sont k—voisins de Z"
pour k = 1,2,3,... L’ensemble E est fini et il existe donc m € N tel que
tout élément de E est représenté par un réseau k—voisin de Z™ avec k < m.
Soit p un nombre premier plus grand que m. Par le lemme auxiliaire la
classe de tout p—voisin d’un réseau dont la classe est dans E est aussi dans
E. La preuve de Kneser adaptée au premier p montre que E contient toutes
les classes de réseaux entiers unimodulaires (pour le type II on utilise le fait
qu’il existe un réseau de type II qui est 2—voisin de Z2"). O

Preuve du lemme 3. Sila norme de v est divisible par p?, on voit
qu’on a U,_OX ={z€Z"| (z,v) € pZ} +Z—v et on sait par la proposition
1 que ceci est un réseau entier unlmodula,lre qui est un p—voisin de Z".

Il suffit donc de vérifier que ce réseau ne dépend pas du choix d’un
vecteur v particulier. Soit donc v' € Z™ \ pZ™ avec v/ = T € V,(F,) et
(v'|v') € p°N. On a v’ = jv + pr pour un certain j € [1,..,p — 1] et pour
un certain z € Z™ ce qui implique

(v'[v") = 5(vlv) + 25p(vlz) + p*(z|z) .

Comme (v'|v') = (v|v) (mod p?) on en dedult (v|:c) 0 (mod p). Ceci
démontre que =z € A(v;p). Il en résulte que & = jy+z€ A(v;p) et donc

A(v';p) C A(v;p). L’égalité se déduit ensulte par symetrle entre v et v'.
O
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Preuve du corollaire 4. Le lemme 3 montre que tout point de V,,(F,)
permet de construire un réseau entier unimodulaire p—voisin de Z™. Deux
points distincts de V,(F,) correspondent & deux réseaux distincts (mais
peut-étre isomorphes). De plus, la deuxiéme partie de la propositi on 1
montre que tout réseau entier unimodulaire qui est p—voisin de Z" est
obtenu de cette facon. O

Preuve de la proposition 5. C’est une vérification qui peut étre
fait en utilisant les tables du Chapitre 6, Groupes et algébres de Lie de
Bourbaki. Le degré du graphe G(A,) est égal au degré de G(D;) si et
seulement si n = 2/ — 3. Pour que ces graphes aient le méme nombre de
sommets il faut alors que ! = 1 ou! = 3 ce qui est impossible car les graphes
G(Dy) n’existent que pour [ > 4. On vérifie de méme que les graphes pour
Eg, E; et Eg sont caractérisés par leur cardinalité et leur degré. ]

Preuve de la proposition 6. (i) Montrons d’abord qu’on a
ANA'NZ"=A.NZ".

Soit a € ANA'NZ™ On a donc (alv) € kZ et (a|v') € 2kZ. Comme toutes

les coordonnées de v’ sont impaires, on voit que {(a|v') € 2Z si et seulement

si les coordonnées impaires de a sont en nombre pair. Le vecteur a € Z™ est

donc de norme paire. Comme les coordonnées de v et de v’ sont congrues
(mod k) pour k£ impair on obtient

(alv) € kZ et (ala) € 2N <> (a|v') € 2kZ .

Une petite vérification montre alors que le produit scalaire de %v avec tous
les éléments de A’ est entier. Le vecteur %v appartient donc & A’. Comme 2
est inversible dans Z/kZ, tout élément  de norme paire de A peut s’écrire
comme z = 2j% + z avec j € [0,..,k — 1] et z € A, N Z™. Ceci montre bien
que z appartient a A..

La preuve pour A N A” est pareille.

Finalement il suffit de vérifier que les trois réseaux A, A’ et A” sont tous
distincts. Ceci résulte du fait que les produit scalaires entre %, 3z et T ne
sont pas entiers.

(ii) Le sous-réseau

ANZh={z€Z"| (2|v') € 2kZ} = {z € Z | (2|v") € 2kZ}
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ne contient que des vecteurs de norme paire et v’,v” sont de norme paire
si et seulement si 4m =n =0 (mod 8).

(iii) Soit r € A un élément de norme 1. Un petit calcul montre que la
réflexion
or(z) =z — 2(r|z)r

échange A’ et A”. O
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