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(B-shift, systémes de numération et automates

par NATHALIE LORAUD

ABSTRACT. — In this note we prove that the language of a numeration
system is the language of a g-shift under some assumptions on the basis. We
deduce from this result a partial answer to the question when the language
of a numeration system is regular. Moreover, we give a characterization
of the arithmetico-geometric sequences and the mixed radix sequences that
are basis of a numeration system for which the language is regular. Finally,
we study the Ostrowski systems of numeration and give another proof of
the result of J. Shallit : the Ostrowski systems having a regular langage are
exactly the ones associated to a quadratic number.

I. Introduction

Nous nous intéressons, dans ce travail, & des systémes de numération

associés & une échelle (dy)n, ol (d,)n est une suite strictement croissante
d’entiers de premier terme 1, qui sont intrinséquement liés & un B-shift.
Tout entier naturel admet une représentation en base (d,), donnée par
lalgorithme glouton. Par définition, le langage de la numération sera
P’ensemble de toutes ces représentations. La section II est consacrée & des
rappels sur les systémes de numération et les S-développements. La notion
de *-récurrence pour une suite (d,), est introduite & la section III. L’intérét
est que, pour de telles échelles, le langage de la numération est celui d’un
(3-shift (théoréme 1), ce qui compléte un résultat d’A. Bertrand-Mathis [Be
1].
La section IV a pour point de départ un probléme posé par J. Shallit dans
[Sh 2], & savoir : caractériser les bases de numération dont le langage est
reconnaissable par automate. Le résultat précédent permet de donner une
réponse partielle puisque nous obtenons deux conditions suffisantes pour la
régularité, la deuxieéme permettant d’exhiber un algoritme de construction
d’échelles de numération récurrentes linéaires & coefficients dans Z dont le
langage est reconnaissable.

D’autre part, nous caractérisons la sous-classe des bases arithmético
géométriques fournissant un langage reconnaissable.

Manuscrit regu le 3 décembre 1994
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La section V traite du cas particulier des systémes de numération de Can-
tor : nous caractérisons les bases de Cantor & langage reconnaissable.
Le dernier paragraphe est consacré a ’étude des systémes de numération
d’Ostrowski. Nous retrouvons, par une méthode différente, le résultat de J.
Shallit qui affirme qu’un systéme d’Ostrowski est & langage reconnaissable
si et seulement ’il est relatif & un nombre réel quadratique, [Sh 2]. Au
passage, les numérations de Cantor et d’Ostrowski associées & un [B-shift

sont déterminées explicitement.

I1. Notations et rappel sur les systémes de numération et le S-shift
1. Echelle de numération

Soit d = (dn)n>0 une échelle de numération, c’est & dire une suite
d’entiers naturels strictement croissante, de premier terme do = 1. Tout
entier naturel n admet un développement du type :

k
n= E ’flid,;
i=0

ol les n; sont des entiers positifs ou nuls. Le mot 72 = ny...ng associé & ce
développement est unique si les inégalités

’l'Lod() S +njd]~ < dj+1

sont vérifiées pour tout j = 0,..., k. Nous renvoyons & [Fr 1] pour plus de
détail sur ces systémes de numération. L’ensemble L£(d) de tous les mots 72
(décompositions des entiers dans la base (d,.), ) est appelé le langage de la
numération :

L(d) := {nk...noeNk+1;Vj <k, nodo + -+ +mnid; <,djp1}.

La question principale qui nous intéresse est de caractériser les échelles de
numération dont le langage est régulier et d’étudier le cas ol la numération
est associée & un (3-shift.

2. Rappels sur les f-développements de Renyi

Soit un nombre réel B > 1 et soit T : [0,1] — [0, 1], la transformation
définie par T'(y) = {By}, ou { } désigne la partie fractionnaire. Tout
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nombre réel x > 0 peut étre développé suivant les puissances négatives de

g:
+o0
T = anﬂ‘"

n=0

ou les z,, sont définis de la maniére suivante :

sixz > 1, alors £ = [z] et Zpt1 =[BT ({x})], n€e Netsi0o <z <1,
alors o = 0 et p+1 = [BT™(z)}, n € N.

Le B-développement de x est noté d(z, B) : il représente la suite (£, ),>0 si
x > 1 et il représente la suite (zn)n>1 51 0< 2z < 1.

Dans ce qui suit, d(3, 3) est noté (a,)n>0, de sorte que § = ao+%+%—§+. ..
Remarquons que d(1, 8) = (@n-1)a>1 car [BT™(1)] = [BT™1({B})]; d’ol
d(1, 8) = d(B, B)-

Notations : le fait que (an)n>0 = d(1, ) soit nulle & partir d’un certain
rang nécessite parfois d’étre distingué; on parlera dans ce cas de suite (a,,),
presque nulle (le nombre réel 3 correspondant est alors un F-nombre simple
au sens de Parry). '

On définit une suite d*(1, 8) = (a;;)» qui représente, soit la suite d(1, 3) si
(an)n n’est pas presque nulle, soit la suite périodique (ao, a1, - . .,ax—1, 0% —
1,a0,01,...,0k—1,8k —1,00,01,...) si (Gn). est nulle & partir durang k+1
et ar # 0.

Notons que dans ce deuxiéme cas :
k+1

oo
1= Za*_lﬂ’" = Zan_lﬁ'”.
n=1 n=1

Par analogie avec la notion de *-récurrence qui sera introduite au chapitre
suivant, on dira que la suite (d,), est récurrente linéaire de coefficients
(ao, - - -, ax) si elle satisfait a la relation de récurrence :

Vn2>k, dnpt1=0a0dn+ -+ ardn—.
Soit Dg ’ensemble des 3-développements des réels de [0,1]. Définissons sur
Dg Vapplication shift

0 (Tn)n = (Znt1)n- Si(Tn)n est le B-développement d’un nombre réel x,
alors o(z,), est le B-développement du nombre réel Sz [mod 1]. Parry a
caractérisé I’ensemble Dp :
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PROPOSITION [Pa].

T = (Tn)n>1 € Dg <= Yk €N, 0*(2) <iex d* (1, B)

(o1 <ex désigne 'ordre lexicographique).

Cette proposition conduit a introduire I’ensemble :
Sp = {(®n)n € {0,1,...,[81}2; VD € Z, (Tp, Tpi1,---) <tex (a5, a},...)}.

Cet ensemble est fermé et o-invariant; le couple (Sg, o) est un systéme
dynamique symbolique appelé le §-shift.

Le langage associé au (-shift est noté Lg :

Lg = {wo...wn € {0,1,...,[B]}"*}; Vp < n, (Wp, Wps1,. .-, Wn)

Slex (aaa Q'Ia e 70’1*1——12) }

Le (-shift a fait 'objet de nombreuses études, en particulier [Pa, Be 1, Be
2, BlJ; on sait, entre autre, caractériser les nombres réels § dont le 3-shift
est un systéme sofique, ce qui signifie que le langage Lg est reconnaissable
par automate. Un cas particulier de base de numération récurrente va
permettre de mettre en paralléle les deux systémes de numération que nous
venons de voir et de conclure, dans certains cas, & la reconnaissabilité.

III. *-Récurrence

Soit (d,)» une suite d’entiers naturels vérifiant :

n
do=1 & VnEN,dn.H: Zakdn_k-l—l

k=0
ol (an)n € NN satisfait & la condition :
(*) a>1 & Vne N, (an+1, Ap42,--- ) <lex (ao,al, v )

La suite (d,), sera dite x-récurrente de coefficients (an),.

Ces récurrences particulieres ont été utilisées par Grabner, Liardet et Tichy
dans P’étude des odomeétres [G-L-T].
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Remarque. La propriété (x) sur la suite (a,), assure I’existence d’un nom-
bre réel 8 > 1 unique de S-développement (a,). [Pa]. Cette hypothese est
parfois appelée condition de Parry.

Si la suite (an)n vérifie : a9 > 1 & VYn € N,(Gn+1,0n+2,---) <lex
(ao,a1,...) au lieu de la condition (), avec I’égalité pour au moins un
rang n, c’est-a-dire que (an)n est alors périodique, on parlera pour (dn)n
de suite x-récurrente faible.

PROPOSITION 1. Si (dn)n est x-récurrente ou *-récurrente faible de coef-
ficients (an)n, alors

ﬁ(d) = {nk...no € Nk+1; Vj < k, (nj,. . .,’no) Llex (ao, .. .,aj) }

Preuve.

La suite (d,.), étant strictement croissante, elle est la base d’un systéme de
numération.

Ce systeme préserve ’ordre en ce sens que pour deux mots de £(d) de méme
longueur

Tig...Ngy et Mmg...mg on a I’équivalence :

(N, - . ., 0) <iex (Mi,...,Mo) <> nodo+- - -+npdi < modo+- - - +mydi.

La condition nodo + - - - +n;jd; < d;41 qui assure 'unicité de la décomposi-
tion de n sur la base (d,), devient, puisque la suite (d,,),, est *-récurrente :

nodo + -+ - +njd; < ajdo + - - - + aod;.

Soit n un entier quelconque mais fixé. Montrons par récurrence sur k < n
que le mot a,,_x...a, est dans le langage £(d) :

Au rang 0, (an,@n+t1,.-.) <iex (G0,a1,...) donc ande < apdy < d; et
an € L(d).

Supposons que pour un certain entier k < n, Gn_k41 ... @, soit dans £(d).

Remarque. Cela implique que pour tout k' < k,an—x’ ...a, est aussi dans
L(d).

Il s’agit de montrer que Vj < k, ando + - + @n—jd; < djt1.

L’hypotheése de récurrence au rang k — 1 assure que ’inégalité est vérifiée
pour tout j <k — 1.
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Etudions le cas j = k.
D’aprés la propriété (*), (@n—k, @n—k+1, - - - 8n) <lex (G0, a1, . -,ax), ce qui
permet de définir le plus petit entier p < k tel que apn—x4p < ap-

Alors

Ando+ -+ ap_rdr = ando+-- -+an-k+pdk_p+(ap_1dk_p+1 +- - -+aody).

* sip=k, alors a,do + - + An-rdi = ando + (ax—1d1 + - -+ + aod) <
ardo + - - + apdi < dk+17
* si p < k, alors ap—g+4+p+1---6n € L(d) (hypothése de récurrence au
rang k' =k—p—1)
d’olt ando + - -+ + An—rdx< di—p(1 + Gn—k+p) + (@p—1dk—p41 + - - + Godr)
< di—p(1 + an_pyp) + (dry1 — @pdi_p — - - - — ardo)
< dg4+1— dk_p(a,, — Op—k4p — 1) — - — axdy.

Par définition de l'entier p, a, — an—ik+p — 1 est positif et ’on obtient
ndo + - -+ + Gn-rdi < di41.

Par conséquent, pour tout entier j, le mot aq...a; est dans le langage £(d).
Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit d’utiliser le fait que le systéme de
numération préserve 'ordre. ]

Le théoréeme suivant relie le langage associé & une numération dans une
base *-récurrente au langage associé & un (-shift :

THEOREME 1. Soit (d,,), une suite d’entiers naturels x-récurrente de co-
efficients (an)n. Si (an)n n'est pas nulle & partir d’un certain rang alors
L(d) = Lg ou B est l'unique nombre réel strictement supérieur ¢ 1 de
B-développement (an)n-

Preuve.

D’aprés la proposition 1, £(d) = {ng..no;Vj < k, (nj,...,m0) <iex
(ao,...,a5)} .

D’autre part, (a,)» vérifie la condition (*) d’ou il existe un réel g > 1

unique de 3-développement (a,,),. La suite (a,)» n’étant pas presque nulle,
d*(1,p) et d(1, B) coincident.

Soit Lg = { wo... wx; VP < k, (Wp, ..., Wk) <iex (B0, -..,8k—p) } = L(d). =

Ce résultat complete un théoréme d’Anne Bertrand [Be 1] et permet
d’énoncer une nouvelle caractérisation des bases de numération dont le
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langage associé est celui d’un systéme dynamique symbolique, ou d’un -
shift :

THEOREME 2. Soit (d,)n une échelle de numération. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

i) L(d) est le langage d’un systéme dynamique symbolique;
ii) L£(d) est un langage factoriel prolongeable;
iii) L(d) est le langage d’un (3-shift;

iv) il existe une suite (a,)n d’entiers naturels non presque nulle telle que
(dyn)n est *-récurrente ou bien x-récurrente faible de coefficients (ay ).

Dans le cas oil (d,)n est x-récurrente de coefficients (an), on a L(d) = Lg
oll B est le nombre réel unique de ($-développement (a,). et strictement
supérieur a 1.

Et lorsque (d,,). est *-récurrente faible de coefficients (ar)n on a L(d) =

Ls ot B > 1 est le nombre réel unique de (3-développement (ao, .. .,ax +
1,0,0,...) si (an)n est de période k + 1.

Preuve.
L’équivalence de i) et ii) est classique.

L’équivalence entre ii) et iii) et 'implication iii) = iv) sont traitées par
A. Bertrand dans [Be 1].

L’implication iv) = iii) résulte immédiatement du théoréme 1 et de la
proposition 1 : il suffit de remarquer que, dans le cas o (a, )., est périodique,
elle n’est pas le B-développement mais le d*(1, 3) relatif & un certain nombre
réel §.

La derniére partie du théoréme en est aussi une conséquence directe. .

Remarque. Si (d,), est *-récurrente de coefficients (an),, on a toujours
Pinclusion Lg C L(d), ou § > 1 est le nombre réel de B-développement
(an)n, puisque d*(1,0) <ix d(1,0); si (an)n est nulle & partir du rang
k + 1, alors l'inclusion est stricte car ao...ax est, par 'hypothése (*), un
mot de L£(d) mais il n’appartient pas & Lg.

IV. Numération et reconnaissabilité

Avant d’aborder les problemes de reconnaissabilité, rappelons qu’un au-
tomate est un quadruplet A = (S, (®;);, Ao,T) ou S est 'ensemble des
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états, Ao est 'état initial, (®;); est une famille d’applications de S dans un
alphabet A, appelée la famille des fléches de I’automate et T est ’ensemble
des états terminaux. En général, on omet de décrire T'; c’est que T'= S. A
tout chemin dans automate (partant de I’état initial) est associé un mot
sur Palphabet A. On appelle chemin admissible un chemin qui se termine
sur un état appartenant 4 T'. Le langage reconnu par I’automate A 4 lecture
directe est ’ensemble £ de tous les mots associés & des chemins admissi-
bles, ce qui signifie que le mot ng...no est dans le langage £ si et seulement
si on peut définir successivement les états A = ®,, (A4o),..., Ax+1 =
®,,,(Ax). Et le langage reconnu par P'automate A a lecture inverse est
I’ensemble de tous les mots miroir d’un mot associé & un chemin admissible.
Cobham a démontré que les deux notions de reconnaissabilité directe et in-
verse coincidaient, ce qui permet de les regrouper toutes les deux sous le
terme de reconnaissablilité (par automate) [Co].

Remarque. Le fait que les notions de reconnaissabilité (ou de régularité)
et de rationnalité soient équivalentes est un résultat classique (théoréme de
Kleene) et 'on utilisera indifféremment les trois appellations.

1. Séries N-rationnelles

Rappelons qu’une série formelle & coefficients dans N est dite N-ration-
nelle si elle appartient au plus petit ensemble de séries formelles contenant
les polynomes a coefficients dans N stable par addition, multiplication et
par Popérateur S — S* qui a la série S, nulle en 0, associe la série 1 +

S 4 5? 4+ ... En particulier une telle série peut s’écrire sous la forme g%%

avec P(X) et Q(X) dans Z[X] et Q(0) = 1. Il en résulte que la suite
des coefficients d’une série N-rationnelle vérifie une relation de récurrence
linéaire sur Z; pour plus de détails, on pourra se référer 4 [Be 3] (la preuve
de ce résultat est probablement due & Soiltola.

PROPOSITION 2. Soit (dy). une échelle de numération. Si le langage L(d)
est rationnel alors la série D(X) := 7% d, X" est N-rationnelle.

Preuve.

Soit I, le nombre de mots dans £(d) de longueur n (lo = 1). Le langage
L(d) étant rationnel, la série L(X) := 37> [, X" est N-rationnelle. Mais
dn =lo+---+ 1, car, d, étant le plus petit entier dont la décomposition
sur la base (d,)» est un mot de longueur n + 1, le nombre de mots de £(d)

de longueur au plus n est égal au nombre d’entiers inférieurs & d,,; d’olx
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la relation entre les deux séries D(X) = 51’5—)-()-} Il en résulte que D(X) est
N-rationnelle. [

La réciproque de la proposition 2 est fausse comme le montre I’exemple
suivant :

Exemple 1 : Soit la suite (d,), définie par : d,, = (n+ 1)2, n > 0.

Lazjfrie > n>0(n+1)2X™ est N-rationnelle car égale & la somme : z———fl_lx) +

T2
Pourtant £(d) n’est pas rationnel, [Sh 1].

Cette proposition permet de retrouver de maniére trés simple un résultat
dii & J. Shallit concernant les bases de systémes de numération dont le
langage est rationnel :

THEOREME 3 [SH 1]. Si L(d) est un langage rationnel alors la suite (dp)n
est récurrente linéaire & coefficients dans Z.

Preuve.

Outre la proposition 2, on utilise le résultat (cité plus haut) concernant les
coefficients d’une série N-rationnelle . ' [

L’exemple 1 illustre que le fait de supposer (d, ), récurrente linéaire & co-
efficients dans Z n’est pas suffisant, en général, pour conclure & la recon-
naissabilité de £(d); en effet, (d,.). est récurrente linéaire de coefficients
(3, —3,1). (Ce résultat était déja annoncé dans [Sh 2]).

2. Bases *-récurrentes

COROLLAIRE 1. Soit (d,), une échelle de numération *-récurrente de co-
efficients (an)n. Alors L(d) est reconnaissable si et seulement si (a,)» est
ultimement périodigue.

Preuve.

Le théoréme 1 permet d’obtenir I’égalité des ensembles L£(d) et Lg, ol
B > 1 est 'unique nombre réel défini par d(B, 3) = (ar)n, ceci dans le cas
ol (an)n n’est pas nulle & partir d’un certain rang; or d’aprés un résultat
de A. Bertrand [Be 5], Lg est reconnaissable si et seulement si d(83, B) est
ultimement périodique. Ce qui prouve que si £(d) est reconnaissable alors,
soit (an)n est presque nulle, soit (a,), est ultimement périodique; dans les
deux cas (a,), est ultimement périodique.
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Réciproquement, si (a,)n est ultimement périodique sans étre presque nulle,
alors £(d) est reconnaissable par automate pour les mémes raisons que ci-
dessus.

Si maintenant (a,), = (ao,-..,0%,0,0,...) est nulle & partir du rang k+1,
alors l'automate Ag,,....q,, & lecture directe, représenté sur la Figure 1 ci
dessous, reconnait le langage £(d) qui est caractérisé par la proposition 1.
Le détail est laissé au lecteur. ]

COROLLAIRE 1’. Soit (dn)» une suite x-récurrente de coefficients (@n)n.
Si le nombre réel B3 de 3-développement (a,). est un nombre de Pisot alors
L(d) est régulier.

Preuve.

Il est connu que si B est un nombre de Pisot alors d(1, 8) est ultimement
périodique [Pa. [ |

Fig 1
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3. Bases récurrentes linéaires de “Parry”

THEOREME 4. Soit (d,)» une échelle de numération récurrente linéaire
d’ordre k + 1 de coefficients (ao, . ..,ax) € N* x N*~1 x N*.

Si Vn <k, (@ng1,---)0k) Siex (B0, - - -5 Gk—n—1)

etsi do=1etpourn=0,....,k—1, dny1 =37 (8pdn—p+1,
alors L(d) est le langage du sous-shift de type fini Sg, oul < 8 = Z:;O a; 7.

Preyve.

Sous ces hypotheéses, montrons que la suite récurrente (dn)» est *-récurrente
faible de coefficients (a}), ol (a}), désigne toujours la suite (ao,as,...,
Qk—1,0%x — 1,00, a1, ...) qui n’est pas presque nulle :

n n
Vn<k—1, duy1 =D apdnp+1=) apdnyp
p=0 p=0

et Vn >k, doyr = aodn +a1dn—1 + - + axdn_g
=aodp +---+ (ax — Ddp—g + dp—k.

Mais d,.—i a deux écritures possibles suivant que n—k < kouquen—k > k.
Soit donc a € N, tel que 0 <n — ka <k.
Alors

dp+1 =aodn+- -+ (0 — 1)dn_r +a0dn_p—1+ -+ (a0 — 1)dn_2x +- -
+ (ak - l)dn-—ka + (aodn——-ka—-l +-- 'an—ka——ldO + 1)

Dot dpt1 = Y o @} dn—i+1 et Phypothese sur les coefficients (ao, - . ., ax)

n’est rien d’autre que la condition (*) faible pour (a},)n.

En utilisant la proposition 1, le langage de la numération est le suivant :
L(d) = {nk...no ,Vj < k, (nj, ces ,’no) Slex (0,3, .. .,a;) }

D’autre part, ’hypothése sur les coefficients (ao,...,ax) est aussi la con-
dition (%) pour la suite (ao,a1,.-.,0%,0,0,...) d’ou I'existence de 8 > 1
de B-développement (ao,a1,...,0%,0,0,...), avec Lg = {wp...wg; Vp <
k) (wp) sy wk) <lex (aa, sy a'::-p) }

Donc I’égalité £(d) = Lg est réalisée.

Enfin d(1, 8) = (ao, - .-, 0%,0,0,...) est fini, donc le systéme dynamique Sg
est de type fini, d’aprés un résultat de Ito-Takahashi, [I-T]. [
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COROLLAIRE 2. Sous les hypothéses du théoréme 4 sur Uéchelle (d,), de
numération, le langage L(d) est reconnaissable par automate.

Exemple 2 (classique) : en ce qui concerne le développement des entiers
dans la base (F.,),, de Fibonacci, le théoréme 4 permet de retrouver que le
systéme dynamique associé est de type fini. En effet, (F,), est récurrente
linéaire d’ordre 2 de coefficients (1,1) et de premiers termes 1 et 2.

On obtient de plus que L(F) =L 1

Remarque. Si (d,)n est récurrente linéaire d’ordre k + 1, le fait que les co-
efficients aq, ..., ax vérifient Vn < k, (ant1,---,0%) <iex (@0,---0k—n—-1)
n’est pas une condition nécessaire pour avoir la régularité de £(d).

En effet, soit (d. ) donnée par : Vn > 1, dpy1 = dn + 2dp—1, €t (do,d1) =
(1,2). C’est la base du systeme binaire, dont le langage est évidemment
régulier, et pourtant (ap,a1) = (1,2).

Certes la récurrence “minimale” vérifiée par cette échelle de numération
(dn+1 = 2d,,) satisfait bien & la condition sur les coefficients du théoréme 4.
Il serait donc intéressant d’exhiber un “véritable” contre-exemple & la néces-
sité de cette condition ou de s’interroger sur le probléme suivant : existe-t’ il
une échelle (d,,), fournissant un langage régulier telle qu’aucune récurrence
satisfaite par (d»)» ne vérifie la condition du théoréme 4 ?

Remarque : nombres de Pisot

Dans [Sh 1], J. Shallit avait obtenu la régularité de £(d) en supposant que
les coefficients a; vérifiaient ag > a; > --- > ax > 1, sans faire aucune
hypothése sur les premiers termes de la suite (d.),. Cela dit, le nombre
réel 8 > 1 de 3-développement (ag,as,...,ax,0,0,...) est alors un nombre
de Pisot, comme I’a prouvé Brauer [Br].

Le théoréme 4 impose des conditions supplémentaires sur les premiers ter-
mes de la base de numération pour conclure & la reconnaissabilité du lan-
gage associé, cependant il permet d’affirmer que £(d) est reconnaissable
dans des cas ou le réel B associé n’est pas un nombre de Pisot comme le

montre I’exemple ci-aprés (mais c’est de toutes fagons un nombre de Perron,
cf. [Li]) :

Exemple 3 : soit (d,), vérifiant la récurrence : d,41 = 3d, + 2d,_1 +
3dn_3, n2> 3.
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La racine 8 > 1 de P(X) = X* — 3X3 - 2X? — 3 n’est pas un nom-
bre de Pisot, (3 > 3 posséde un conjugué < —1) mais il suffit de choisir
(do, dy,d2,ds) = (1,4, 15, 54) pour obtenir, grace au théoréme 4, un langage
L(d) reconnaissable par automate.

La question se pose de savoir si, dans certains cas, le choix des premiers d;
est déterminant pour obtenir un langage reconnaissable; nous en parlerons
au paragraphe 5.

4. x-récurrence a coefficients ultimement périodiques

Le corollaire 1 (§ IV.2) permet de construire des suites récurrentes a
coefficients non plus seulement dans N mais dans Z et dont le langage
est régulier; pour cela, il suffit qu’elles soient aussi *-récurrentes de coeffi-
cients (an)n Ol (@n)~ est une suite d’entiers naturels ultimement périodique,
comme P’exposent la proposition suivante et, de maniére plus constructive,
le corollaire 3 :

PROPOSITION 3. Soit une suite (dn)n récurrente linéaire de coefficients
(o, - ..,0) € ZF+L,

S’il existe deux entiers non nuls p et q tels que :
)p+g=k+1,
i1) le systéme

Qo = X

Qp—-2 = Tp-2
Ap1= Tp-1+1
Op = ZIp —To

L O = T —Tg—1
admette une solution positive (ag, a1, ...,ax) telle que la suite
(ao,a1,-.-,0ak,0,0,...) vérifie la condition (x) de Parry,

etsipourn=0...k—1, dpy1 =) (0idn_j+1,

alors L(d) est régulier.
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Preuve.

Tout d’abord montrons que la suite (d,), est x-récurrente de coefficients
(al)n ou (a,)n désigne la suite ultimement périodique (ao, . --,aq,-- -, 0%,
g, - - .,0k,...) par une récurrence sur n > k.

Aurang k+1,

dit1 = aody + «+ - + ap_2di_pi2 + (ap-1 + 1)dn_py1 + (ap —a0)dr—p + - - + (ak — ag_1)do
' —aodk + -+ apordipit + (@odkop + -+ ar_pdo + 1) + apdi_p + -+ + aido
~ (aodk—p + -+ + ag—1do)
=agdp +--- +axdo +1
=apdy +--- +apdo + 1.

Supposons que pour tout m tel que k < m < n, dpy = > i g Cilm—i + 1;
alors

dpt1 =apdn + - +ogdp_i
= apd, + ap—ldn—p+1 + apdn—p +-o-+agdn_k + (dn—p+1 - a‘Odn—p —r aq—ldn—k)
n—p
=agdn +--- +ardn_k + Zagd,,_p_,- +1
i=g
n

Z alﬂ_id,‘ + 1.

=0

D’oi1 le résultat par récurrence, car (a;,)n>o vérifie la condition (x).

Le corollaire 1 du § IV.2 permet de conclure a la reconnaissabilité de £(d).
[

Remarque. A priori il peut y avoir plusieurs solutions (ao,...,ax) au
systéme de parameétres (o, ...,ax) € ZF+1, puisque 'on a un choix &
faire sur P’entier p, mais notons que la condition (*) que ’on impose pour
la suite (ao, ..., ax,0,0,...) implique sur p :

O,y ...,0p—2 > 01 Op—1 21 et (ap) Opy1;-- - ;ak) <lex (0703 s 70)

Ce qui signifie que l’entier p, s’il existe, est en fait déterminé de maniere
univoque. Reste ensuite & savoir si la solution obtenue satisfait bien & la
condition (*) et aux conditions définies par les premiers termes de 1’échelle
de numération !
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Exemple 4 : soit la récurrence d,+1 = 3d, + 3dp—1 + dpn-3 — 2dp_4.

Il y a une solution au systéme de parametres (3,3,0,1,-2) : [(3,3,0,0,1)
avec (p,q) = (4,1)]

Donc la famille de premiers termes suivante (1, 4,16,61,232) fournit une

suite *-récurrente de coefficients (3,3,0,0,1,3,0,0,1,...) donc une échelle
de numération & langage régulier.

Dans la pratique, si Pon se donne une suite d’entiers naturels ultimement

périodique vérifiant la condition (*), par exemple (a,)» = (3,3,1,2,1,2,...),
on obtient une suite (d,), récurrente linéaire d’ordre 4 (= 2 + 2) & coeffi-

cients dans Z, de la fagon suivante :

dn-l—l = 3dn + (3 + ]-)dn—l + (1 - 3)dn--2 + (2 - 3)dn—3
=3d, +4dn_1 —2dn_2 — dn_3

En choisissant (dp, d1, d2,d3) = (1,4,16,62), on obtient un langage recon-
naissable.

Plus généralement,

COROLLAIRE 3. Soit une suite d’entiers ultimement périodigque (ao, ...,
Gg—1,0q; - - -, Ogip—1,0q, - - - ) Vérifiant la condition (x). L’échelle de numé-
ration (d,), définie par :

Vn > g+p-1, dn+l = aoldy + -+ ap—Zdn—p+2 + (ap—l + l)dn_p+1+
(ap - ao)dn-—? +-oot (aq+p—1 - aq-—l)dn—q—-p+1,

Vn<g+p—1, dog1=) ajdn_j+1,
=0

est la base d’un systéme de numération dont le langage est régulier.

5. suites arithmético-géométriques

THEOREME 5. Soit (d,), une suite d’entiers naturels arithmético-géomé-
trique de coefficients a et b dans Z (i.e. Vn > 0, dpy1 = adn +b) et de
premier terme do = 1. (d.)n est la base d’un systéme de numération dont
le langage est régulier si et seulement si (a > 1 et b > 0) ou (a =1 et
b>1).
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Preuve.

Pour que (dy), soit une échelle de numération il faut et il suffit qu’ elle
soit strictement croissante, ce qui, dans ce cas, est équivalent 8 a +b > 1
et a > 0. Donc si a = 1 la condition s’écrit b > 1 et si a > 1, elle devient
b>1-—a.

* le cas (b =0 et a > 1) est trivial, c’est la base a.

x 81 b > 1, avec a > 1, remarquons au préalable que pour tout entier ¢ > 1,
nodo +---+nyd; <ad; +b= (n; <a)ou(n; =aetn;_;1=---=n;=0
et ng < b),

ou encore nodo +- - - +nid; < adi +b => (ny, ni—1,...,10) <iex (@,0,...,0,
b —1); en effet, puisque d; > b, on a : n;d; < ad; +b < (a + 1)d; donc
n; < a et n; = a implique que nodo + - - - + Ni—1di—1 < b.

D’oll nécessairement : n; =0pourl=1...i —1let ng <b.

Par récurrence sur k, on obtient :
0<ng<a+bdb

d) =
Mk---Mo € L{(d) {Vj <k-1, (Rj41,---,70) <tex (a,0,0,...,0,b— 1).
ce qui permet de conclure que L£(d) est reconnu par 'automate A, s &
lecture directe, Fig 2.

xrestelecasa > 1 et 1—a < b < 0. Nous prouvons que, sous ces hypothéses
sur les coefficients, le langage £(d) n’est jamais reconnaissable. En effet,
suivant une méthode de J. Shallit [Sh 2],
L(d)N (a—1)*0*= {(a —1)*0P ;dotp > (a — 1)dayp-1+ -+ (a — 1)dg }
={(a —1)*0°;dg > —ab}
={(a-1)*0%;a<d’(-1 - L) +}

Si £(d) était régulier, cet ensemble devrait I'étre aussi, ce qui n’est pas le
cas; en effet, supposons qu’il existe un automate A reconnaissant £(d)N(a—
1)*0*; si I’on note A, ’état sur lequel on se trouve apres avoir lu m “0”,
alors I’égalité de deux états A,, et A, signifie que on peut lire, apres
“9” oum’ “0”, le méme nombre de “a—1”. Donc [a™(—}—<L5)+-L5] =
[a™ (-3 - &) + 5
Alors |a™(—% - 11)-}— 1 —~a""(—-l—a_1)+a_1| < 1, soit [a™—a™ | < &
avec 0 < C = —} — =35 < 1, d’ou par la formule de Taylor, |m — m/| <
m. Ce qui implique une infinité d’états pour Pautomate A et c’est

absurde. m
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COROLLAIRE 4. Soit (d,), une suite d’entiers naturels vérifiant une rela-
tion de récurrence d’ordre 2 du type : Vn > 1, dpt+1 = (a+1)dn—adn-1, ot
a € Z, et de premier terme do = 1. Alors L(d) est régulier si et seulement
si(l<a<d;))ou(a=1etd, >2).

Preyve.

Remarquons qu’en posant b = d; — a, (d,)» est arithmético-géométrique
de coefficients a et b. u

Fig 2

Il apparait donc que les premiers termes de I’échelle de numération (d,),
jouent un roéle capital pour la reconnaissabilité de £(d), dans la mesure
oll I'on s’est fixé une relation de récurrence. En effet, soit la récurrence
dn+1 = 4d,, — 3d,—1. Pour tout d; > 3, L(d) sera régulier; en revanche,
si dy = 2, ce qui correspond & la suite (d,), définie par : dy = 1 et
Vn, dpy1 = 3d, — 1, L(d) ne sera pas régulier.

La question demeure de savoir si une petite perturbation des premiers ter-
mes de I’échelle de numération qui ne se répercuterait pas sur le reste de
la suite conserverait la nature du langage de la numération associée, étant
entendu que, partant par exemple d’une suite récurrente linéaire & coeffi-
cients dans Z, toute échelle obtenue comme décrit ci-dessus qui ne serait
pas, & son tour, récurrente linéaire & coefficients dans Z n’aurait aucune
chance de fournir un langage régulier !
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V. Cas particulier des systémes de numération de Cantor

Soit (gn)» une suite d’entiers telle que : go = 1 et g, > 2, pour tout
n > 1. Soit (d,), la suite définie par : d,, =go...gn, n > 0.

La suite (dn), est la base d’un systéme de numération appelé systéme de
Cantor associé a la suite (gn)» et le langage de cette numération est donné
par le lemme classique suivant :

LEMME. L(d) = {ng..no; Vi <k, nj <gj+1}

Dans ce qui suit, I’on s’intéresse aux bases de Cantor qui sont aussi récurren-
tes linéaires & coefficients dans Z.

THEOREME 6. Soit (dn)n la base du systéme de Cantor associé d la suite
d’entiers naturels (g,)n. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le langage L(d) est reconnaissable par automate;
ii) la suite (g, )n est ultimement périodique;

iii) la série S-Y°° d, X™ est N-rationnelle;

n=0

iv) la suite (d,,), est récurrente linéaire  coefficients dans Z.

Preuve.

Les implications i) = iii) et iil) = iv) sont une conséquence directe de
la proposition 2 et d’un résultat classique rappelé au paragraphe IV.

Montrons ensuite que iv) = ii) : soit donc (d,,), base de Cantor vérifiant
la récurrence :

dnt1 = poln + P1dn—1 + -+ + Prdn_k, V1 > k, avec (po,...,Px) €
Z* x ZF-1 x Z*.

Ce qui s'écrit : Gn_+1---Gnt+1 = PoGn—k+1---Qn+ - + Ph—1Gn—k+1 + Dk-

D’ol pour tout n, gn—x+1 divise pr et 'ensemble des valeurs de la suite
(gn)n est fini.

Considérons les mots de longueur k sur l'alphabet fini Val{(gn)n}. Me
nombre de blocs gn—k41.--Gn, avec n > k — 1, est alors fini et il existe n et
m entiers > k — 1 tels que : gn—k+1.--Gn = Gm—k+1---Gm- Par conséquent,
pour tout ¢ > 1, gn4i = @m+i donc (gn)r est ultimement périodique.

Afin de prouver la derniére implication ii) = i), supposons que la suite
(gn)n est ultimement périodique i.e. il existe r et s entiers, s > r, tels que
Gr+i = Qs+i pour tout ¢ > 0. Le lemme permet de conclure que £(d) est
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reconnu par 'automate a lecture inverse représenté a la Figure 3, ce qui
achéve la preuve. )

Fig 3

Exemple 5 : quand on développe les entiers en base k, on obtient un langage
reconnaissable car dans ce cas d,+1 = kd, i.e (gn)n est la suite constante

(k)n-
La représentation factorielle ne fournit pas, quant a elle, un langage régulier;

en effet, dpy1 = (n+1)d, et (gn)n = (n+1), n’est pas une suite ultimement
périodique.

La recherche parmi les systémes de Cantor de ceux qui sont associés a& un
(B-shift conduit & une classe tres restreinte de solutions, a savoir :

PROPOSITION 4. Les seules bases de numération de Cantor associées a un
(3-shift sont les bases entiéres : d, = k™, n € N, k > 2; dans ce cas 3 = k.

Preuve.
Remarquons que le systéme dynamique associé au langage L(d) avec :

L(d) = {nk..no;Vj < k,n; < gj+1} est o-invariant si et seulement si
V j, gj+1 = gj+2, soit Ik € N, k > 2, d,, = k™; alors d(B, B3) = (k, 0,0,.

o)
soit 3 = k. La vérification est immédiate. ]
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VI. Etude des systémes de numération d’Ostrowski

Soit un nombre irrationnel @ > 1. On note A(a) = [ao;a1,a2,...] son
développement en fraction continue.

pn(0)
gn(c)

iéme

Pour tout n > 0,

désigne le n convergent de

a: =[a'0;a'1)"'7a"n]

P

n
et 'on a pour les deux suites (gn)n>0 €t (Pn)n>o0 les relations de récurrence
classiques :

do = 1; q=a et Vn > 2) Gn = QnQn—1 + qn—2;
Po=0ao; pr=aa0+1 et Yn>2, p, =anpn_1 +pn_2.

Si a > 1, la suite Qo = (gn(0))n est strictement croissante, de premier
terme 1. Pour 1 < a < 2, la suite P, = (pn()), est aussi strictement
croissante, de premier terme 1, d’oll 'on peut considérer le systéme de
numération de base @, et, si @ < 2, celui de base P,, et les langages
associés sont donnés par le lemme suivant :

LEMME [Os]. Si a > 1 est un nombre réel de développement A(a) =
[@0; a1, 0a2,...], alors

L(Qa) ={nk...n0;Vj <k, (0<n; <aj1) ou (n; =ajr1etnj_1 =0)};

Side plus @ <2, L(P,) ={nx...n0;Vj <k, 0<n; <aj41 et njy =
Ajy2 = T =0}.

Le systéme de numération de base @, est appelé systéme de numération
d’Ostrowski relatif au nombre réel o, [Os].

Le probleme de la reconnaissabilité est totalement résolu pour ces langages.
J. Shallit a obtenu une caractérisation des nombres réels « fournissant un
langage £(Qo) régulier mais il est possible de retrouver ce résultat de fagon
simple comme cela sera exposé dans la preuve qui suit. Il en résulte que,
de méme que dans le cas des systémes de Cantor, la condition nécessaire
de récurrence linéaire & coefficients dans Z sur une échelle de numération a
langage reconnaissable est aussi suffisante :
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THEOREME 7. Soit Q. la suite des dénominateurs des convergeants d’un
nombre réel o > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) L(Qa) est reconnaissable par automate;
ii) A(c) est ultimement périodique;
iii) o est un nombre quadratique;

iv) Q. est récurrente linéaire a coefficients dans Z.

Preuve.

Bien que non nécessaire & la démonstration du théoreme dans sa globalité
(car il suffirait d’étudier la suite d’implications i) = iv) = iii) = ii) =
i)), nous prouvons au préalable I’équivalence entre i) et ii) comme annoncé :

supposons que A = (S, ®, Ao) soit un automate reconnaissant le langage
L(Qo) et soit w un mot de £(d) de longueur |w| strictement supérieure au
nombre d’états de A.

Alors il existe deux entiers i et j, ¢ < j < |w| tels que Puy,...(A0) =
Pu,..wo(Ao) =AES.

Si w; # 0 et w; # 0, les mots w;...wo et w;...wo de longueurs respectives
i+1 et j+1 doivent pouvoir se prolonger dans L£(d) en les mots xw;...wp et
yw;...wp si et seulement siz € {0,1,...,a;42—1} ety € {0,1,...,a;42—1}.
D’autre part, zw;...wo et yw;...wo sont reconnus par I’automate A si et
seulement si = et y sont une étiquette d’une fleche partant de A.

Conclusion : a;+2 = ai42. En réitérant ce procédé, on obtient que (a,).
est ultimement périodique.

Si w; = 0 = w;, un raisonnement analogue permet de conclure.

Si maintenant w; = 0 et w; # 0, alors il existe une fleche partant de A
étiquettée par une lettre a # 0; en effet, le mot Ow;_;...wo doit pouvoir se
prolonger & gauche par toute lettre < a;4; ol a;4+1 > 1. Donc les mots
a0w;—1...wo et aw;...wo sont dans le langage L£(d) et vérifient :

@a0wi_1.. wo(A0) = Pow,...wo(A0) = ®(A) = A’; on se retrouve dans le
premier cas (car a # 0).

D’oti 'ultime périodicité de la suite (an)n, et celle de A(a).

L’implication réciproque découle du fait que si (an)n = (a0, a1,.-.,0p,...,
Gr—1,0Qp, ..., 0r_1,...) €st ultimement périodique alors £(Q.) est reconnu

par Pautomate Ag_ 4 lecture inverse dessiné & la Figure 4. Détail laissé au
lecteur.
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L’équivalence ii) <=> iii) est un résultat bien connu de la théorie des frac-
tions continues.

Enfin les deux propositions iii) et iv) sont équivalentes d’aprés une démons-
tration de Shallit et Lenstra faite dans [L-S]. [

Fig 4
Remarque. Si 1 < a < 2, Passertion i’) L(P,) est reconnaissable par
automate est équivalente aux quatre autres du théoreme 7.

(On obtient de méme que pour £(Q,) que L(Py) est reconnu par automate
Ap, de la Figure 4).

Etant donné un nombre réel o > 1, on peut définir d’une part le langage
L(Qq) du systéme de numération d’Ostrowski associé & o et d’autre part le
langage L, du a-shift. On peut se demander s’il est possible que ces deux
langages coincident, pour certaines valeurs de o. La réponse est négative,
“sauf pour a = li'gé”, mais il existe néanmoins une famille de nombres
réels o dont le langage L£(Qq.) est celui d’un S-shift; le cas des langages
L(P,) est étudié également et ces résultats sont regroupés dans la proposi-
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tion suivante :

PROPOSITION 5. Soit T, le polynéme X% —kX —1, k € N* et 0 sa racine
dominante.

i) L’équation L(Qa) = Lg admet, en (o, (), les solutions (p + ﬁ, 0x) ou
p décrit N*.

ii) Lg, = L(Qe.) U L(Qs,)*k, Yk >2 (oi * représente I'opération
de concaténation).

i) Lyyys = L(Q'.y5) (00 Q' = (gy)n désigne la suite shiftée (gn+1)n)-
2 2

iv) I'équation L(Pa) = Lg admet les solutions (1 + 5=, 0%) en (v, B).

Preuve.

On note A(a) = [ao;a1,az,...] et d(B, B) = (bn)n (exceptionnellement!).

i) : P’égalité des langages signifie ’équivalence des propriétés caractéristi-
ques, & savoir :

(pour un mot de longueur 1)

ng < a3 <= no < b c’est & dire b = a; — 1.

(pour un mot de longueur 2)
n1 < az ou (N1 = az et ng = 0) <= ny < by ou (n1 = b; etne < b7)

soit ap = bj et by = 0.

(pour un mot de longueur ! quelconque)

((n;,...,no) Slex (bB»n-,b{)) (nt < @kt+1 ouNg =ayy et gy =0)

et ny_1..mp € Lg et ni—1...n0 € L(Qy)

i.e. ai41 = by et puisque b} = 0, la condition (ni—2, ..., 10) <iex (b3,...,b})
ne doit pas étre restrictive, soit (83, ...,b}_5) <iex (63,...,8). Or (by)n
étant un B-développement, on est assuré de I'inégalité (large) inverse, par
conséquent (b, ...,b_,) = (b3, ...,b;7); ce qui signifie :

b{,=b;=--~=b2,-=a1—-1etb'{=b§=---=b2,-+1 = 0.
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En posant p = ag et k = a; — 1 on trouve 8 = 6 eta:p-%—#'_—l car
d(g,p) = (k,1,0,0,...) et A(a) = (p;k+ 1, k, k,k,...).

ii) : le langage Lg, est associé a la numération (d,), avecdp =1, d; = k+1
et dpyy = kdn + dnp—1. D’autre part, (gn(6k)), vérifie go =1, @1 = k et
Gn+1 = kgn + gn—1. D’ol la suite d’équivalences

no<k+1
ny...ng € Ly, <=
Vi<l nj<kounj=ketnj_; =0
no=k
&= ny...ng € L£(gs,) ou m <k
Vj,2<j<l,nj<koun;=ketn;_; =0

<= ny...ng € L{Qs,) ou (n1..n1 € L{gy,) et no = k)

Remarque. Sik =1, 6; = -lié\@, la suite (qn(ﬂ'@@))n n’est pas stricte-
ment croissante car ¢; = 1. On utilise alors sa “shiftée” (qﬁ,(l—‘%@))n =

7(gn(155)),.

/

iii) : on a déja vu que Ly, 5 = L(F) et la suite @', 5 est égale & la suite
2

F‘ 2

iv) : pour parler du langage L(P,), il faut que [@] = 1 = ao. Le méme

raisonnement qu’en i) fournit un résultat analogue : A(a) = [1;k, &, k, .. .]
donc a =1+ 3 et =6k =
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