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Problémes diophantiens sur les t-modules

par Laurent DENIS

RESUME — On montre ici comment un raffinement de la hauteur canon-
ique sur les puissances tensorielles du module de Carlitz permet d’obtenir
des résultats de finitude pour les systémes d’équations de Fermat. Ces
résultats améliorent ceux de [D2]. On établit également une majoration de
la différence entre la hauteur canonique et la hauteur de Weil sur les mod-
ules de Drinfeld. On termine en indiquant une liste de problémes ouverts
analogues aux conjectures diophantiennes de Lang, Mazur, Lehmer, et au
théoréme de Faltings.

1. Position du probléme.

On désigne par F,[T] Panneau des polynémes en une variable & coef-
ficients dans le corps fini F, de caractéristique p > 0, par k = F4(T) son
corps des fractions, par koo = Fq((1/T)) le complété de k pour la valuation
(1/T)-adique v, que 1’on prolonge a une cléture algébrique k (resp. ko) de
k (resp. ko). On notera |a| = ¢~*(®), la valeur absolue d’un élément de
koo

On désigne encore par ¢ une indéterminée, par A Panneau F,[t] des
polynémes en t et par deg a, le degré d'un polynéme a de F,[t] et on
conviendra que deg 0 = —o0. Par t-module de dimension N, on entend la
donnée d’un couple E = (GY, ®) ot GV désigne le groupe additif de dimen-
sion N et ® un homomorphisme injectif d’anneau de Fy[t] dans ’anneau
koo{F} des endomorphismes de GY vérifiant :

®(t) = agF° + - -+ + a, F*,
ot les a;(0 < i < u) sont des matrices N x N & coefficients dans ko
avec a, # 0, et F' est I'endomorphisme de Frobenius sur GV c’est-a-dire

I’élévation & la puissance q.
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Nous utiliserons aussi le fait que ®(t) est également une matrice N x N &
coefficients dans ko, {7} (7 étant le Frobenius sur G,). Un sous-t-module H
de E sera un sous-groupe algébrique connexe de G vérifiant ®(t)(H) C H.

Le premier T-module considéré fut le module de Carlitz défini en dimension
1 par ®(T) = TF° — F. De nos jours le terme module de Carlitz désigne
le module isomorphe au précédent et défini par ®c(T) = TF° + F.

2. Quelques propriétés des hauteurs

On dispose sur PV (k) de la hauteur de Weil usuelle. Si L est une ex-
tension finie de k de degré m, la hauteur d’un point P = (zg,--- ,zn) de
PN (L) est donnée par :

wP) =3 d(W)maXOS;ng [—w(zi)]

b
w

ou la somme est étendue a toutes les places de L,d(w) désigne le degré
résiduel en la place w , normalisée par w(L) = ZU{+o0}. Cette hauteur est
indépendante du corps L choisi comme le montrent les propriétés usuelles
des valuations (cf. [L]).

On définit la hauteur d’un élément (z1,- -+ ,zx) de GN (k) comme étant
celle du point projectif de coordonnées (1,1, -+ ,zn). C’est-a-dire on plon-
ge GV dans PV et on considére la hauteur de Weil relative & ce plongement.

On se place maintenant sur un t-module F de dimension N, dont on

note ® ’homomorphisme associé, et on suppose qu’il existe un plus petit
entier n > 0 tel que dans I’écriture de :

B(t™) = b FO + -+ + bgn F?,
le coefficient by, soit inversible.

On pose dorénavant t' = t*, et on note que g% est le maximum des degrés
des polynémes définissant ®(t').

Le théoréme suivant (démontré dans [D1]) établit ’existence d’une hau-
teur canonique sur un t-module analogue a celle de Néron-Tate sur une
variété abélienne.
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THEOREME 0. Il eziste une fonction h de GN (k) dans R, vérifiant les
propriétés suivantes :
1) Pour tout polynéme P de Fy[t'], de degrér > 0 et tout o de GY (k) :
A@(P)(@)] = ¢*h(a).
2) h—h est une fonction bornée sur G (k).
3) h(a+ B) < h(a) +h(A).
4) h est l'unique fonction vérifiant la propriété 2) et la propriété 1 pour
un polynéme de Fy[t'] de degré r > O.
5) Pour tout couple de réels C,C’ > 0 il n'y a qu’un nombre fini de
- points a dans (Gg)N (k) définis sur une extension de k de degré
< C' et vérifiant h(c) < C.

Remarque : Le théoréme 0 ne dit rien sur A[®(P)(c)] quand P est dans
F,[t]\F,[t']. En modifiant cette hauteur on peut avoir un peu mieux.

Posons :
n

Rla) = 0=/ 3 g6 ) a)].
i=1
THEOREME 1.
8) Fl®()(0)] = ¢ (a).
b) Si P est de degré r dans F[t] : h[®(P)()] < (r + 1)g%/"h().
c) Soit w = gdgl—n)d/n i qli=Vd/n 41 existe un réel Cy > 0 tel que :

i=1

h<h<wh+C.

Preuve. a) clair.

b) La sous additivité de h entrafne celle de %, on utilise alors la propriété
du a).

c) ®(t"*) est représenté par des polynomes de degré inférieur & g% d’olt
r(®(t" %) (a)) < ¢?h(a) + C (c.f.[L] lemma 1.6 §4). On utilise alors la
majoration entre la hauteur canonique et la hauteur de Weil.

Au paragraphe suivant on utilise cette hauteur pour montrer que certains
systemes d’équations diophantiennes n’ont qu'un nombre fini de solutions.
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3. Equations de Fermat

Soit ®¢ le module de Carlitz. Le probléeme de Fermat introduit par
D. Goss dans [G1] est de trouver pour tout a € A de degré r, les triplets
(z,y, 2) d’éléments de A tels que :

(a,1) y¥ ®c(a)(z/y) = 27
Ou de maniére plus homogene :
(@, 1)n y¥ ®c(a)(z/y) = 27

D. Goss a entre autre prouvé que si a est irréductible et régulier (cf [G1]),
de degré > 1 alors pour ¢ # 2, (a,1) et donc (a, 1), n’a pas de solution
avec z,y,z € A et zyz # 0. Puis il a montré que si (ab,1) (resp. (ab, 1)3)
possede une solution avec zyz # 0, alors il en est de méme pour (a,1) et
(b,1) (resp. pour (a,1)n et (b,1)z).

Ces propriétés sont analogues a celle de I’équation z™ —y™ = 2™. La con-
struction initiale de cette analogie repose sur la remarque qu’une éventuelle

solution satisfait
¥y ((z/y)" — 1) = 2"

Les racines de w™ — 1 = 0, sont les racines de 1'unité dont ’analogie avec
les points de torsion (i.e. les racines de ®(a)z = 0), a conduit D. Hayes &
'analogue de la théorie cyclotomique (c.f. [H]). Notons enfin que 1’exposant
n du probléme de Fermat classique peut étre vu comme une valeur absolue,
ce qui justifie les puissances g-iemes dans 1’équation homogene.

Rappelons que ce probléme a été résolu dans [D2] et qu’en particulier
il n’y a aucune solution avec zyz # 0 dés que deg(a) > 2 et p # 2. On
s’'intéresse ici au probleme en dimension supérieure, considéré également
par D. Goss ([G2]) et on va améliorer les résultats de finitude obtenu dans
[D2] grace aux nouvelles propriétés de la hauteur obtenues précédemment.

Notation : Pour toute matrice B, on notera B(? la matrice obtenue en
élevant a la puissance ¢ tous les ceofficients de B.

DEFINITION 1[A-T]. Soit g un entier naturel > 1, la puissance tensorielle
g-iéme du module de Carlitz est le t-module de dimension g déterminé par
I’homomorphisme @, tel que :

Qy(t)(z1, -+ ,29) = (Tx1 + 22, , Txg_1 + T4, Ty + (71)9).
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On définit alors ag et ay par : By(t) = aoF? + a1 F. On a vu dans [D1]
qu’on pouvait écrire :

0
@, (t9) = ap 1 F~ +a1,1 F,
0% ay,1 est triangulaire inférieure et n’a que des 1 sur la diagonale.
On va en déduire le lemme suivant :

LEMME 1. Pour tout entier h > 1,
a) Il existe des matrices a; ,(0 < i < h) vérifiants :

By (t9") = aonFO + -+ + an—1, n F* 7 + ann F",

ot ap,p est triangulaire inférieure et n’a que des 1 sur la diagonale ;
b) Pour tout entier i,1<i<g—1lona:

S (#97H) = by FO+ -+ + b h F™ + by, n FPHL,

0% bpt1,:,n est triangulaire inférieure, n’a des termes non nuls
qu’éventuellement sur les i plus petites diagonales et a uniquement
des 1 sur la i-iéme.

Preuve : a) Comme <I>g(t9") = Qg(tg)ég(tg(h_l)),ah,h =a1,1(ap-1,n-1)7 ce
qui entraine la conclusion du a) car I’ensemble des matrices triangulaires
inférieures avec des 1 sur la diagonale est stable par produit.

b) Dans cette preuve on notera simplement b, ; pour b, ;p. Comme
D, (t9"1) = @, (t)®,(t9"), on déduit du a) que bpi1,1 a uniquement le
terme 1 sur la plus petite diagonale inférieure et que bp ;1 a toutes ses
diagonales supérieures d’ordre > 2 nulles et n’a que des 1 sur celle d’ordre
exactement 2. On a enfin les relations de récurrence :

bh,i = ao(bh,i—l) +ay (bh~1,i—1)(q);

bha,i = ao(brriio1) + aa(b,io1)@.

On montre alors par récurrence sur ¢ que by ; a toutes ses diagonales
supérieures d’ordre > ¢ + 1 nulles, n’a que des 1 sur celle d’ordre exacte-
ment ¢ et que bpyi,; est triangulaire inférieure, n’a de termes non nuls
qu’éventuellement sur les 7 plus petites diagonales et a uniquement des 1
sur la i-eme.
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Soient X = (z1, - ,%4),Z = (21, ,24) €t y des indéterminées. L’ana-
logue du probléme de Fermat pour les puissances tensorielles g-iémes du
module de Carlitz est le probléme suivant ([G2]) : pour tout a € A, on pose

= [(deg(a) —1)/g] + 1 déterminer les éventuels 1, -+ ,xq, 21, , 2g,y de
A tels que :

(a,9)  y¥ Bg(a)(X/y) = Z7.

Et on a une version plus homogene :

(@9h ¥ y(a)(X/y) = 27

Les solutions de la seconde équation conduisent évidemment & des solutions
de la premiere.

Remarque. 11 suffit de chercher les éventuelles solutions vérifiant
ngd(xl, e )xg)y) =1

On note hy la hauteur canonique sur le module ®,(t9) (plus précisément
le module déterminé par ®4(t') ou t' = t9), hy la hauteur correspondante
du théoréme 1 et w le nombre défini dans ce méme théoréme. On prouve
alors :

THEOREME 2. Sip > g et deg a > 29+ 1+ gLogyg alors 'équation (a, g)
n’a qu’un nombre fini de solutions avec pged(zy,--- ,xg,y) = 1.

Preuve. Par hypothese deg(a) = u > g, écrivons la division euclidienne de
u—lparg:u=gh+1+io00<i<g—1. Onaalorsr=h+1.

Posons a = g,t* + - -+ + €9, ol les ¢; sont dans F;. Comme &, est un
homomorphisme d’anneau de A vers les endomorphismes algébriques de

(Ga)o(K) :
By(a) = [eu@y () 4 -+ + 6] @ (t)) + £im1Bg () + -+ + £0.

Ecrivons alors la relation (a, g) sous la forme :

(1) ®,(a)(X/y) = 27 /y*"".

On voit le terme de gauche de la relation précédente comme une expression
polynomiale & coefficients matriciels en ®4(t*)(X/y).

Avec les notations du lemme 1, le seul coefficient de [®,(t!)(X/y)]?""

est bui1,1,h, et celui de [g(t)(X/y)]2" est By := eubh,ih + cu10np +
Eu—2bhg—1,h—1+ "+ Eu—gbn1,h-1.
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Notons dorénavant par un ’ la dérivation d/dT sur Fy[T]. D’apres le
lemme 1 (bpt1,1,,) = 0. Le lemme 9 de [D2] nous dit que (gybp,1,n)
est triangulaire inférieure et inversible, le lemme 1 ci-dessus nous dit que
(Eu—1Gh,h + Eu—2bh,g—1,h—1 + -+ + Eu_gbn,1,n—1)" est triangulaire inférieure
de diagonale nulle. La dérivée du coefficient en [®4(t*)(X/ y)]qh est donc
une matrice inversible.

La dérivée de 1’équation (1) donne une équation :

() () [ @y (E) (X /)] = ((6im1@g (B 1) + - - + €0)(X/y))'
ol ¥(t) est un t-module de rang h qui posséde une hauteur canonique hy.
On montre par récurrence sur i que pour 1 < i < g — 1,®,(t*)(X) =

B; X + C; X9 avec h(B;) = i et h(C;) = (i — 1)q. Prenons alors la hauteur
hy des deux membres de 'égalité (2) :

q"he[®4(t)(X/y)] = hu(e0(X/y) + B(X/y) + C(X/y)?),

ou B, C sont & coefficients dans A de degré < gq. La comparaison avec la
hauteur de Weil donne :

q"h[@,(t)(X/y)] < (¢" + 1)cw + qh(X/y) + 2,

puis la comparaison avec la hauteur de @, :
@ hg[®y ()X /)] < (1+¢")cw + (4 + 4")eg + qhg(X/y) + c2.

Le théoréme 1,c) nous dit alors que why > hy — C; et le théoréme 1,a)
entraine alors : o
¢""/7hg(X[y) < quhy(X/y) + ¢,

enfin comme h; > hgy, on obtient une majoration de h,(X/y) dés que
¢""*%/9 > . Le théoreme O 5) montre alors qu’il y n’a qu’'un nombre
fini de couples (X,y) possibles et donc un nombre fini de Z satisfaisant
I’équation.

L’inégalité ¢"~17%/9 > w est satisfaite dés que :

[(dega —1)/gl] +i/g —1<1/g+ (9 —1)/g + Logyg,
deg a <29+ 1+ gLog,g.
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Remarque. Les estimations précédentes montrent aussi que si deg(a) est
assez grand la hauteur canonique d’une solution est arbitrairement petite.
Or la hauteur d’un point d’ordre infini & coordonnées dans k est minorée
par une constante strictement positive (c.f. Théoréme 0,5), on en déduit
que si deg(a) est assez grand les seules solutions rationnelles éventuelles
sont des points d’ordre fini. Comme ’arbitre I’a remarqué, cette derniére
propriété peut aussi partiellement se déduire (pour ’équation homogéne)
du résultat de finitude du théoréme 2 et d'un argument similaire & celui
employé par Y. Hellegouarch ([He] proposition p.78, v, devant étre rem-
placé par un homogénéisé de ®,4(n)). Cependant ces solutions en un autre
sens que précédemment ”triviales” restent & déterminer. Notons enfin que
la définition de la puissance tensorielle est vraiment utilisée dans la preuve
ci-dessus mais que d’autres exemples de résultats de finitude se trouvent
dans [D2].

Traitons maintenant le cas ¢ = —1. Récemment D. Goss a introduit
une notion d’adjoint pour les modules de Drinfeld qui I’a conduit & énoncer
I'analogue de 1’équation de Fermat pour I’adjoint du module de Carlitz.
Nous allons voir que cette équation de Fermat n’a essentiellement pas de
solutions non plus.

DEFINITION 2. L’adjoint du module de Drinfeld :
®(T) = T ya; F* est défini par : ®*(T) = F~4EL o (aq_;)? F?).

Ou F-1 désigne lapplication = — z9 . Notons que ®* est maintenant
un homomorphisme d’anneau de A dans les endomorphismes de la cléture
parfaite de koo -

Pour tout a € A de degré r, I’équation homogene de Fermat pour g = —1,

est définie par : i )
(a,—~1)n  [2%(a)(z/y)y)? =27 .

LEMME 2. Pour calculer ®%(a), il suffit de changer q en ¢~ dans l’expres-
sion de ®.(a).

Preuve. Comme @} est un homomorphisme d’anneau, il suffit de le faire
pour T et dans ce cas : ®%(T)z =Tz +z9 .

THEOREME 3. Si deg(a) > 2,q > 3, alors l’équation (a,—1), n’a pas de
solution non triviale dans A.

Preuve. Comme pour les cas g > 0, on peut supposer (z,y) = 1. Le terme
de degré en T' maximal dans ®.(a) est grace au lemme 2 de [D2] de degré
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< q%. Par conséquent le lemme 2 ci-dessus entraine que tous les termes
de I’équation (a, —1), sauf z/y sont des puissances de g, donc x/y est une
puissance de q. On peut donc écrire z/y = (z1/y1)? ol z; et y; sont dans A
et sont premiers entre eux. Prenons alors la racine g-iéme de chaque terme
de I’équation. On voit encore grace au lemme 2 ci-dessus et & celui de [D2]
que le seul terme non somme de puissances g-iémes est 1 /y1 +7T'(z1/y1)? sa
dérivée est donc nulle. D’ott (zfy1 —z191)/(y1)% + (z1/y1)2 = 0,si¢ > 2,11
doit diviser z;, donc y; = 1 et donc z; = O.

Remarque. Dans le cas ¢ = 2, il y a ici des solutions non triviale comme
c’était le cas pour (a,1),. Par exemple, on vérifie que le triplet
(1, (T + 1)2,1) est une solution du cas a = T2.

Appendice 1, majoration de la différence entre la hauteur

canonique et la hauteur de Weil

Dans ce qui suit on notera  sup |h(a) — h(a)| la borne supérieure
a€(Ga )N (k)

de la différence entre la hauteur de Weil et la hauteur canonique pour le

t-module E associé & ®. On donne ici une majoration pour v(®) dans

Pesprit des bornes entre hauteurs de Néron-Tate et de Weil sur une courbe
elliptique (obtenues par Zimmer dans [Z].

Dans le cas des modules de Drinfeld, les estimations que ’on obtient
pour (®) tendent vers zéro quand ¢ tend vers I'infini :

THEOREME 4. Soit ®(t) = agF° + --- + agF® un t-module de dimension
1:

_ d d _ 1
Ih - h‘l S (q/%ih(a()" ©*,0ad, 1/(10, o 71/0'11);
(ot on convient de retirer 1/a; dans expression de droite si a; est nul).

Preuve. Commengons par minorer 7 — h. Pour toute place v déterminons
un réel H, tel que, pour tout z € k :

max(0, —v(®(t)(z)) > q° max(0, —v(z)) + H,.

Si v(z) > 0, H, = 0 convient. On suppose v(z) < 0, le terme de droite de
I'inégalité précédente est donc —q%v(z) + H,. Comme v est une valuation :

w(@(O) 2 min (v(e) + ¢'v(@))
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avec égalité quand le minimum est atteint pour une seule valeur de ’indice.
Si ce minimum est atteint pour une seule valeur i, en utilisant v(a;,) +
gv(z) < v(aqg) + q%v(z), on montre que H, = —v(aq) convient. Quand
le minimum est atteint pour au moins deux indices distincts ¢ et j, on a
alors :

v(ai) = v(a;) = (¢ — ¢')v(z)
il suffit que H, satisfasse 1'inégalité :
0 > —q%(z) + H,,
ou encore : o
(@%/(¢ = 6))(w(a:) = v(aj)) > Ho.

En définitive il suffit de prendre pour H, un minorant de :

om0, ~v(aa), (¢/(¢" ~ &) (v(@s) ~ v(ay)).

Ce terme est plus grand que :

o min_ (0,~v(aa), (¢%/(q - 1)) minfo(as), ~v(ay)]) =

—(¢%/(g — 1)) max(0, —v(1/aq), —v(a;), —v(1/a;)).
D’ou l'on tire :
h(®(t)x) > ¢*h(z) - (¢°/(g — 1))h(ao, - ,aa,1/ao, - ,1/aq).
On consideére alors ces inégalités avec z remplacé par ®(¢")(z) et on somme
sur n. La minoration vient alors de h = lim,, .h(®(t")z)/q™. Majorons h—h.
Pour toute place v, on sait :

-v(®(t)(z)) < Joax

d(_v(a’i) - qi'v(x))a

d’ou
max(0, ~v(®(#)(z)) < max (0, ~v(es)) + max(0, —g%v(z)),
—z—
et on obtient une inégalité moins contraignante que pour la minoration,
d’ou la conclusion du lemme.

Remarque. Si tous les a; sont dans F, on a A = h. Un coup d’oeil sur
les points de torsion montre que cette condition est nécessaire et suffisante
pour que la hauteur canonique soit égale & la hauteur de Weil. Indiquons
également une propriété relative a ’action du Frobenius.
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PROPOSITION 1. Désignons par ®(t) = aoF° + --- + agF%, un t-module,
par ®P)(t) = (ag)PF° + -+ + (ag)PF¢ le t-module obtenu en élevant d la
puissance p tous les coefficients du t-module précédent et par 77,@ et ’ﬂq,(p)
les hauteurs canoniques respectives de ces t-modules. Pour tout aeGY (k) :

o (aF) = pha ().

Preuve. h(®®)(t) 0 ®P)(t)-- -0 ®P)(t)(aP)) = ph(®(t) 0 B(t) - - - 0 ®(t)());
car [®(t)(a)]P = ®®)(t)(aP). Pour tout t-module ¥ admettant une hauteur
canonique, la formule hy(z) = nlmgo g™ h(¥(T™)(z)) voir le théoreme 1
de [D1]) donne le résultat.

Remarque. La considération du t-module ®®) permet parfois d’enlever des
hypothéses indésirables d’inséparabilité, par exemple dans des problémes
de transcendance ([D3]). Pourtant ici, nous ne sommes pas parvenu en
utilisant la propriété précédente a enlever ’hypothése de séparabilité dans
l’analogue du résultat de Dobrowolski établi dans [D1] sur le module de
Carlitz (minoration de la hauteur d’un point non de torsion en fonction du
degré du corps).

Appendice 2, application au calcul de I’ordre de fonctions

exponentielles

On suppose que le t-module E admet une exponentielle expg (voir [A])
et satisfait les conditions du théoréme 0. La notion suivante est souvent
utilisée dans les démonstrations de transcendance.

DEFINITION 3. Soit f une fonction de (G,)N ((Eoo_)_) dans lui-méme et
T(8) = {3 aivi, ot aieFyft], deg a; < S et exp(v:)e(k)N}. On dira que f

est d’ordre arithmétique < p, si il existe une constante Co telle que pour
tout uel'(S) :
h(u) < Cogq?®

PROPOSITION 2. Soit I'(S) comme dans la définition 3, il existe un réel
C > O tel que pour tout u dans T'(S) :

h(u) < C(S +1)¢**/" max [h(exp(y:)] + C.
0<i<v
(autrement dit expg est d’ordre arithmétique < d/n + ).

Preuve. On utilise le théoréme 1, b) pour h, puis on se raméne & h par les
majorations du c¢) de ce méme théoréme.
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Appendice 3, problemes ouverts

De nombreux problémes célebres de géométrie diophantienne ontleur
analogue sur les modules de Drinfeld. On se place ici sur un module de
Drinfeld @ de rang d sur Fy[T] défini sur & :

®(T) = TFC+- - -+a4F?, ol les a; sont dans k et ag # O. Commengons
par la conjecture de Lang sur les courbes elliptiques qui minore la hauteur

de Néron-Tate d’un point d’ordre infini par la hauteur de l'invariant jg de
la courbe elliptique.

Un module isomorphe & & est de la forme u®u~! ot u € k.

Posons S(i) =1+ q+ --- + ¢', alors les quantités :

S(d-1) S(d-1) S(d-1)
4 Rt S = S
T gy TS(d-1)?
a
d ay Gg—1
qu’on notera Ay,--- ,Ap, -+, Ag_1 sont invariantes par isomorphismes. On
peut alors considérer la hauteur de h(A;,---, A, ---,Ag—1) comme celle

d’une classe d’isomorphisme de module de Drinfeld ‘de rang d et poser le
probléeme :

PROBLEME 1. Soit K une extension finie de k, montrez qu’il existe ¢(K) >
O, telle que pour tout P € G,(K) vérifiant he(P) > O, on ait :

he(P) = c(K)h(A1,- -+, Ary- -+, Ad_1).

Le probléme de minorer la hauteur d’un point d’ordre infini en fonction
du degré de K sur k a été abordé dans ([D1]) ol une hypothése de type
"multiplication complexe” permet d’obtenir des résultats non triviaux mais
ne semblant pas étre les meilleurs possibles. On peut demander :

PROBLEME 2. Soit K une extension finie de k, de degré D, montrez qu’il
eziste cp > O, telle que pour tout P € Go(K) et vérifiant he(P) > O, on

ait :
> —,
he(P) 2 D

Une réponse affirmative a cette question vient d’étre donnée par I'auteur
dans [D5] pour le module de Carlitz (et quelques autres) quand P possede
au moins un conjugué dans keo.
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L’analogue totalement ouvert du probléme de Mazur (aussi appelé ” Con-
jecture folklorique”) revient lui & compter le nombre de points de torsion
dans un corps de degré fixé d’'un module de Drinfeld quelconque (de rang
d) défini sur ce corps.

PROBLEME 3. Soit K une extension finie de k, de degré D, et ® un module
de Drinfeld de rang d défini sur K. Montrez qu’il existe une constante ¢(D)
telle que :

Card(P € Go(K)/ha(P) = O} < ¢(D).

Remarque : 1l serait intéressant de voir si les récents résultats de Merel
peuvent s’adapter & cette situation. En particulier quand le rang est deux il
existe en effet de frappantes analogies entre modules de Drinfeld et courbes
elliptiques.

Enfin signalons le probléme de Lang-Manin-Mumford, maintenant de-
venu théoréme de Faltings. Pour simplifier, on considére un t-module F de
dimension N puissance cartésienne d’'un module de Drinfeld, c’est-a-dire
que Paction sur GY est 1'action diagonale ®g(T) = (&(T),--- , ®(T)).

PROBLEME 4. Soit I un sous T-module de type fini de E défini sur k, et
l’ensemble des points de division de T :

T = {z € GY(k)/3a € A,y €T vérifiant ®g(a)x = y}.

Alors pour toute variété V de GY, il eziste un ensemble fini de sous-T-
modules B; de E et de points t; tels que :

VNT=U(B;+t;)NT.

Notons que le cas I' = O, est traité dans [D4] pour une puissance du
module de Carlitz et modulo des conjectures standards pour les produits
de modules de Drinfeld.
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