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Structures Galoisiennes et Courbes Elliptiques

par Philippe CASSOU-NOGUES et Martin J. TAYLOR

Introduction

Soit une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de
Galois G. L’anneau des entiers ON de N possède une structure naturelle de
G-module. C’est un problème fondamental d’arithmétique que de classifier
cette structure. Lorsque l’extension est modérément ramifiée, on sait par
le célèbre théorème de E. Noether que ON est localement libre en tant que
Z[G]-module. Après le résultat qu’il avait obtenu lorsque le groupe G est le
groupe quaternionien d’ordre 8, Frbhlich avait conjecturé le résultat suivant
qui a été démontré par le second auteur dans [Tl].

THÉORÈME 1. Soit N / K 2cne extension modérément ramifiée et soit (ON )
(resp. (OK[G])) la classe de ON (resp. OK [G]) dans Ko (Z[G]), le groupe de
Grothendieck des Z[G] -modules localement libres. Alors 2(ON) = 
En outre (G~ ) _ les constantes d’Art2n des caractères irréduc-
tibles et symplectiques de G sont égales à 1.

Par contre, lorsque N/K est sauvagement ramifiée, la situation est moins
claire. Si .K = Q et si G est abélien, Leopoldt a complètement déterminé
la structure de ON comme G-module, [Le]. Dans le cas d’une extension
Kummerienne N / K, on peut utiliser le théorème de Stickelberger pour
décrire la sructure galoisienne d’un sous-ordre naturel de GN, qu’on appelle
ordre de Kummer. Le lecteur peut se reporter à [T2] pour cette étude. Le
but de cet article est de décrire une théorie analogue lorsqu’on remplace
le groupe multiplicatif de la théorie de Kummer par une courbe elliptique.
Plus précisément, on se propose de décrire l’anneau des entiers d’extensions
engendrées par les points de division d’un point rationnel sur K d’une
courbe elliptique définie sur K.

La première partie de cet article est entièrement algébrique : nous y in-
troduisons la théorie des ordres de Hopf et de leurs espaces homogènes prin-
cipaux, qu’on désigne par e.h.p. Nous définissons l’invariant de classe ou in-
variant de Picard d’un tel espace ; cet invariant nous permet d’étudier notre
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problème initial de structure galoisienne en termes géométriques. Dans la
seconde partie, nous appliquons cette théorie aux ordres de Hopf, provenant
des schémas en groupe associés à une courbe elliptique. Il est alors naturel
de considérer séparément les invariants de Picard associés d’une part à un
point de torsion de E et d’autre part à un point d’ordre infini. Pour les

points de torsion, on trouve que l’invariant de Picard est en général trivial.

Les parties suivantes consistent en une étude détaillée des points d’ordre
infini à invariant de Picard trivial. Nous commençons par rappeler les
résultats de [A-T] : la théorie d’Iwasawa permet de montrer que les classes
de e.h.p., libres sur l’ordre maximal, proviennent du sous-groupe de
Greenberg du groupe de Mordell-Weil complété. Puis nous indiquons les
résultats obtenus dans un travail commun, [CN-T], sur la construction de
générateurs explicites pour ces modules libres. Le résultat principal est ici
le rôle surprenant joué par la fonction L-p-adique de la courbe elliptique et
les unités elliptiques dans cette construction.

1. Généralités algébriques

1.1. Structure de Hopf

Nous notons K une clôture algébrique d’un corps de nombres K et OK =
le groupe de Galois absolu de .K. Dorénavant G est un groupe

abélien fini sur lequel opère OK. L’action de OK sur l’algèbre K~G~ est
définie par = AK est l’algèbre des points fixes et
BK ---- est la K-algèbre des applications b : G --7 K qui
commutent avec l’action de OK. En fait, Ax et Bx sont toutes les deux
des K-algèbres de Hopf : les homomorphismes d’algèbres (que l’on appelle
comultiplications)

sont induits par les applications g H g g (resp. h) = b(g. h))
sur K[G] (resp. Map(G, K)) ; l’homomorphisme d’augmentation (resp.
d’évaluation sur 1G) induit un homomorphisme

L’accouplement
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est non dégénéré, il nous permet donc d’identifier Ax avec Bx (Le K-dual
de BK) et BK avec AD. Avec ces identifications, on note que AD (resp.

est la multiplication de BK (resp. de AK) .

Soit a un Dx-ordre de Ax. On dit que a est un ordre de Hopf s’il est
stable par la comultiplication ~A, c’est-à-dire AA (a) C a 00K a. (Puisque
a est O K-projectif a C AK 0~ AK). On définit un ordre de Hopf
b de BK de la même mamière. Pour un tel ordre de Hopf b on définit le
OK-dual

n ". 1 ., - ,

Il est facile de voir que bD est un ordre de Hopf de en effet, il est
stable par multiplication (resp. comultiplication), parce que b est stable
par comultiplication (resp. multiplication).

Dans la suite b sera construit géométriquement et, par raison de sim-
plicité nous noterons toujours

Remarque. Dans le langage des schémas Spec (a) et Spec (~) sont tous les
deux des schémas en groupe finis et plats sur ils sont duaux au
sens de Cartier.

1.2. Structure de module

G opère par translation sur Map(G, K) . Cette action induit une struc-
ture de AK-module sur BK ; en fait BK OK K est visiblement libre de rang
un comme AK 0K If module ; et donc, par le théorème 90 de Hilbert, BK
est libre de rang un comme AK-module.

Il découle directement de la définition de a que b est un a-module ; en
fait, on peut faire beaucoup mieux. On a le théorème suivant dû à Larsen.

THÉORÈME 2. b est un a-module localement libre.

On peut se reporter à [SW] pour la démonstration. Un des princi-
paux avantages des ordres de Hopf est l’existence d’un critère de Noether
généralisé pour reconnaître ses modules projectifs. Posons E = E 9 E AK

9EG
et définissons l’idéal c de DK par l’égalité KE n a = 
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THÉORÈME 3 (CHILDS ET HURLEY) . Soit M un a-mod2cle de type fini,
sans torsion sur OK, tel que M ®oK K soit libre de rang un sur A K . Soit

le sous-module des points fixes par a, i. e.

Alors M est un a-module projectif si et seulement si ME = 

1.3. Espaces homogènes principaux

Soit C une K-algèbre. On dit que C est une AK-algèbre si C est un
AK-module et si pour tout a E AK, cl, c2 E C

où

On dit qu’une telle algèbre C est un espace homogène principal pour
B K , e.h.p., s’il existe une extension finie L/K telle que

en tant que AKQ9K L-algèbres. Un tel isomorphisme est appelé isomor-
phisme de décomposition. L’ensemble des classes d’isomorphismes de e.h.p.
pour Bx est un groupe noté PH (BK) qui s’identifie avec G).

Un espace homogène principal pour b est une OK-algèbre c sur laquelle a
opère. C’est un ordre d’un e.h.p. pour BK, C = cK tel que l’isomorphisme
de décomposition pour C induise un isomorphisme

de a© O L-algèbres. Ceci revient à dire que les e.h.p. pour b sont les torseurs
de b dans la catégorie des a-algèbres.

Nous notons .PH(6) l’ensemble de classes d’isomorphismes d’e.h.p. de
b. C’est un groupe : en effet, il s’identifie avec Spec (b)),
(voir Milne Ch. III, §4).



311

1.4. L’invariant de classe

Nous gardons les notations et hypothèses du paragraphe précédent. Alors
C est un AK-module et C 0~ L ~ BK Q9K L comme AK 0K L algèbres ;
donc C’ est un A~ module libre de rang un. Grâce au théorème 2, nous
savons que b OL est localement libre sur a, de rang [L : K] ; ceci
implique que c est un a-module projectif tel que d’où nous
concluons que c est nécessairement localement libre sur a de rang un. (Voir
[Fl] par exemple). Ainsi nous avons construit une application

où est le groupe des classes des a-modules localement libres. On

appelle 1Pl (c~ l’invariant de classes de c (ou parfois l’invariant de Picard
de c). Il est bien connu que est un homomorphisme : le lecteur peut
trouver les détails dans [W] ou ~B-T~ .

1.5. Un exemple

Supposons que OK opère trivialement sur G. On vérifie aisément que
b = Map(G, OK) est un ordre de Hopf et que a = OK ~G~ est son duaj.

Soit N/K une extension galoisienne non ramifiée munie d’une injection
i : Gal(N/K) - G. Posons H = I rni et ~’ = c’est-à-dire la

K-algèbre des applications f : G -&#x3E; 1V telles que

Alors c = ON) est l’ordre maximal de C et l’on a l’isomorphis-
me de a 0 ON algèbres

Ainsi c est e.h.p. pour b. Réciproquement, on vérifie que chaque e.h.p.
de b est de cette forme. En conclusion, on a montré que est constitué
dans ce cas des classes d’isomorphismes des anneaux d’entiers des algèbres
galoisiennes non ramifiées de K, de groupe de Galois isomorphe à G.
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2. Courbes elliptiques

2.1 Notations

Soit F un corps quadratique imaginaire. Désormais E est une courbe

elliptique définie sur F, avec multiplication complexe par OF. On sait que
E a potentiellement bonne réduction ([Se-T]) ; nous supposons dans la suite
que K J F et que E / K a partout bonne réduction.

Une fois pour toutes, nous choisissons un endomorphisme non nul
7r E 4F et l’on note G le groupe des points de ir-division de E

En outre G est muni de sa structure naturelle de Ç2K module.

Soit le modèle de Néron de EIK. Par la propriété uni-
verselle de ce modèle, 7r induit un endomorphisme ~ 2013~ E; nous écrivons
9 = Puisque E/K a partout bonne réduction, on sait que
9 1 Spec( OK) est fini et plat ; il est donc localement libre et sa fibre générique
~ x Spec(.K) peut être identifiée avec Spec(BK) ; donc il existe un

unique ordre de Hopf dans Bx tel que ~ = 

Dans ce qui suit nous allons appliquer la théorie du §1 à ces ordres de
Hopf b et aux e.h.p. provenant du groupe de Mordell-Weil.

2.2. L’invariant de classe d’un point rationnel

Considérons la suite exacte Kummérienne associée à l’endomorphisme ir
de S : 

_

,-, ..... - 7r - r",

Le foncteur de sections globales sur permet de définir une
suite exacte de cohomologie

On a déjà vu que

De plus, par la propriété universelle du modèle de Néron, on sait que
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Ainsi nous avons construit un homomorphisme E(K) - PH(b). Le but
essentiel de cet article est l’étude de l’homomorphisme e

Il est évident que le comportement de 0 sur est parti-
culièrement intéressant pour deux raisons :

(1) Par la théorie de la multiplication complexe les points de torsion de
E(F) engendrent un système cofinal d’extensions abéliennes de F ;

(2) En se servant des groupes formels, on trouve que l’e.h.p. associé à
un point de torsion est souvent intégralement clos.

Par conséquent le résultat suivant est très important pour l’étude des
anneaux d’entiers des extensions abéliennes de F :

THÉORÈME 4 (SRIVASTAV-TAYLOR, ~ST~). Soit 2vF le nombre de racines
de l’unité de F. Si (7r,WF) = 1, alors E(K)torsion C Ker 1/;.

Remarque. Le cas où l’idéal 7rOF est un produit d’idéaux premiers pairs
(i.e. au dessus de 2) semble être diflicile, voir [CN-S] par exemple.

L’existence, pour les extensions modérément ramifiées, d’un lien entre la
structure galoisienne des anneaux d’entiers et le comportement de certaines
fonctions L d’Artin, mis en évidence par le théorème 1, est le résultat
central de cette théorie. Dans le cas elliptique, que nous considérons dans
ce paragraphe, le Théorème 4 nous incite à croire, via la conjecture de Birch-
Swinnerton-Dyer, à l’existence d’un lien entre la structure galoisienne des
e.h.p. associés aux points K-rationnels de E et le comportement de la
fonction de Hasse-Weil de E/F. Il est donc intéressant de montrer dès
maintenant qu’on peut construire des points d’ordre infini de E(K) qui
n’appartiennent pas à Ker 1/J. Néanmoins comme le montre l’exemple qui
suit il est difficile d’obtenir une description de Ker 1j; à "niveau fini" . Ce
problème peut se résoudre en "passant à la limite" .

2.3. Exemple

On pose F = Q( 7 et .K = F( ~63). On considère la courbe elliptique
d’équation.

A
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Cette courbe a multiplication complexe par d~ et possède partout bonne
réduction sur K. Soit 7r = 1+2. C’est un générateur d’un relèvement2 

*

premier de 2 dans 4F et donc un diviseur de 2 = wF. On désigne par P le
point de E(K) de coordonnées alfines (i, 0).

THÉORÈME 5 [CN-S].
1. E(K)torsion C Ker 1/J
2. .Ker 

Remarques.

1. Si l’on désigne par m l’ordre maximal de K[G] et par -1) l’homomor-
phisme obtenu en composant ’l/J par l’extension des scalaires ct ( a) -&#x3E; 

on montre que P e Ker (P.

2. Si l’on remplace K par le corps L = K( 3u) où u = (1 - i)(1 +
+ 4 fi3, et qu’on note lbL l’analogue de 16 dans cette nouvelle situation,

on peut montrer que P appartient dans ce cas à .Ker IF L . C’est donc un
élément d’ordre infini de E(L) qui n’appartient pas à 7rE(L) et dont l’image
par ’IL est triviale. ,

3. Passage à la limite

3.1. Notations et Hypothèses

Les notations sont celles du paragraphe 2. On suppose que l’extension
(K/F) est abélienne, de groupe de Galois.
On fixe jusqu’à la fin de cet article un nombre premier p. On suppose

satisfaites les hypothèses suivantes :

a) p n’est pas anormal. Il est décomposé dans F et l’on a p 0 F = pp* où
p et p* sont des idéaux premiers distincts de F.

b) La courbe E/F a bonne réduction au-dessus de p et p* et E/K a
bonne réduction en toute place de K.

Les premiers p et p* sont principaux. On pose p = 7rOF et p* =
On peut choisir pour la valeur en p (resp. p*) du

Grdssencharakter attaché à la courbe E/F. On rappelle que p est dit
anormal pour E si 7r + 1F = 1, ou de façon équivalente si la trace de

l’endomorphisme de Frobenius de E modulo p est égale à 1.
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Soit un entier, n &#x3E; 1. On note Epn (resp. le groupe des points de
pn (resp. p*’) division de E. Si est une extension de F on définit

On fait l’hypothèse que p est non ramifié dans K et même que p* est
totalement décomposé dans I~. On en déduit les égalités :

On désigne par Xn (resp. X§§) le groupe Gal(Kn/ K) (resp. Gal(K,~/K)).
On obtient par restriction des isomorphismes qui permettent d’identifier les
groupes

On pose G~ _ Epn (resp. G~ = et on désigne par An (resp. Bn) les
K-algèbres de Hopf introduites en (1-1), on note an (resp. bn ) les ordres de
Hopf de An (resp. Bn) définis en (2-1) pour l’endom’orphisme 7rn. On sait
donc associer à toute classe d’isomorphisme de e.h.p. de ban un invariant
dans cl { an ) , c’est-à-dire définir un homomorphisme de groupe

Si mn désigne l’ordre maximal de An, en composant ’l/;n avec l’extension
des scalaires en : - on obtient l’homomorphisme :

3.2. Groupes de Selmer

Si M est un OF-module et a un élément non nul de OF , on note .llila le
sous-module des éléments de M annulés par cx et Ta (M) la limite projective
des Man où les applications de transition -+ Man sont induites par
la multiplication par a.

On déduit de la suite exacte de ÇiK-modules
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une suite exacte de cohomologie

On définit le groupe de Tate-Shafarevitch LLI(K) de E/K comme le noyau
de l’homomorphisme naturel

où v parcourt les places finies de K.

On définit le groupe de Selmer Sn((K) de E/K, relatif à 7r" , comme le
noyau de l’homomorphisme naturel

On a la suite exacte

Soit c un e.h.p. pour ban et G’ le K-algèbre On sait associer à une telle

algèbre, par la théorie de la descente galoisienne, une classe de cohomologie
de .I~1 (.K, On en déduit un homomorphisme de groupe injectif

et l’on identifie et son image. On peut alors vérifier l’inclusion

On va s’intéresser dorénavant aux restrictions de 0,, et §n au groupe 
Le principal intérêt de cela est de nous permettre d’utiliser des descriptions
de données par B. Perrin-Riou, [P-R] .

La multiplication par 7r induit d’une part un homomorphisme

d’autre part, un homomorphisme naturel de Gn et par conséquent,
de An et par restriction de mi et de an+i - tln. On en
déduit un diagramme commutatif
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Ceci nous permet de considérer les limites projectives

et les homomorphismes

Soit v une place de K au-dessus de p*, Ku le corps résiduel de Kv et E,
la réduction modulo v de la courbe On vérifie que nos hypothèses
impliquent que 1. On en déduit facilement que pour tout
entier n le groupe ~S’n (K) est égal à son sous-groupe ~n (K) défini comme
le noyau de l’homomorphisme 

’

et l’on suppose dorénavant que III (K) (p)

est un groupe fini. On en déduit que {1} et que par consé-
quent

1 1

3.3. Résultats à la limite

Nous pouvons maintenant énoncer les principaux théorèmes de (A-T~ .
Ils décrivent le noyau des homomorphismes

Il 1 ,, 1
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THÉORÈME 6. L ’homomorphisme 1j; est injectif.

Remarque. Comme nous avons supposé que K n = F le résultat

équivaut aux égalités

Il -X
1 soit A le groupe Hom (0, ). Le groupe A opère sur E(K) 00F OF,
et par restriction sur le groupe Kero. Soit R l’anneau des entiers d’une

A

extension de Fp qui contient toutes les valeurs des éléments de A.

A

Pour tout X e à on désigne par (E(K) R)X le sous-module de
E(K) R sur lequel A opère via x et on note

On introduit également ~, ~x,~* l’accouplement p-adique global

décrit dans [P-R].

THÉORÈME 7. On suppose l’accouplement 1, IK,p. non dégénéré modulo la
torsion. Si 1, alors

Soit e le caractère trivial de A. On a les inclusions et les égalités
immédiates suivantes :

On pose : -.

On obtient grâce au Théorème 7 et aux égalités précédentes :
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Les paragraphes suivants traitent de la construction explicite de ce sous-
module de rang 1 de Kero.

4. Constructions de générateurs

Si C est un anneau, on note C’ son groupe d’unités. Soit n un entier,
n &#x3E; 1. On considère l’homomorphisme

On pose :

4.1. E.H.P. et Théorie de Kummer

On utilise la théorie de Kummer classique pour donner une description
en "terme d’unités" des groupes et An(F).

On note N le compositum et on pose q = p" . Le corps N contient
le groupe pq des racines q-ièmes de l’unité. Le choix d’un point primitif de
P*’-division de E, qu’on note g~, permet de définir un caractère

en posant x(g) = g§§) , où Wn désigne l’accouplement de Weil sur les
points de q-division de E.

On utilise les constructions d’algèbres et d’ordres du §2 avec maintenant
N pour corps de base. On note

On désigne par ôN (resp. aN) l’ordre b (resp. a) dans ce cas. On obtient
par composition un isomorphisme

Le premier isomorphisme est obtenu par un procédé de descente galoi-
sienne, [B-T], le second est obtenu via le caractère X et le troisième est

l’isomorphisme classique de la théorie de Kummer. On peut donner de p N
et de l’isomorphisme réciproque les descriptions explicites suivantes.
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Soient GIN un e.h.p. pour BN et c une base de C en tant que AN-
module. On considère la résolvande de c, c’est-à-dire l’élément de CGn

On vérifie que rc(c)q appartient à et l’on pose :

L’isomorphisme est défini par :

On introduit les homomorphismes de groupes

où in est induit par l’extension des scalaires et jn par l’injection canonique
Kn" ~ N . On peut montrer, [A-T], que in et jn sont injectifs et que pN
induit par restriction à PH ( Bn ) un homomorphisme injectif tel que le

diagramme suivant soit commutatif :

On veut décrire l’image par pK des groupes ,A.n (K) et ,A.n (F) . Pour cela
on introduit quelques notations. Si L/F est une extension finie de F, on
pose :

= { unités de Fp , congrues à 1 modulo les relèvements de p}

~~ (L) _ ~ le groupe des unités de 

ën(L) = l’adhérence de la projection de dans Un (L) .

On définit de même les groupes e§§ (L) et é§§ (L) en remplaçant Ln
par L~ et p par p*.
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Le groupe Q F opère sur et Ep... On en déduit des caractères p-
adiques de ~2F

Par restriction de l’action de OF à Epn et Ep.n on déduit de K et K,* des

homomorphismes Kn et ~n de sur Aut(Epn) et On confond
dans les notations K, et xg et leurs restrictions à OK. On rappelle
que l’ on a supposé

’T’’’’ -- ....., -r-t , 

En outre nos hypothèses impliquent que pour toute place v au dessus de
p*, ne contient pas de racine p-ième de l’unité.

THÉORÈME 8 [CN-T]. L’homomorphisme pK induit par restriction 
groupes et An (F) les isomorphismes

On note dorénavant Spn les isomorphismes du Théorème 8.

Remarque. Puisque la conjecture de Leopoldt est démontrée pour les corps
Kn et F:;, on a des isomorphismes de groupe

pour L = F et K. On note ~pn l’isomorphisme CPn 0 Tn.

4.2. Construction de générateurs dans le cas global

On commence par introduire "l’opérateur norme" ([A-T], §8). Puisque
,K et sont linéairement disjoints sur F on obtient un isomorphisme
de K-algèbre 

--
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en posant,

tifie ces deux algèbres par cet isomorphisme. Pour tout entier
on note (resp. Tn~i ~ la norme (resp. la trace) de 

On définit maintenant l’opérateur norme comme l’homomorphisme de groupe

Soit C/K une K-algèbre commutative. le groupe Í1K opère sur .K ®x C
via le facteur de gauche. On note encore la norme (resp. la trace) de
K~ ®K Q9 K C. On en déduit un opérateur norme

L’utilisation de cet opérateur joue un rôle fondamental dans la démonstra-
tion du théorème suivant

THÉORÈME 9 ([CN-T]). Soit c un e.h.p. pour bn. ’On pose C = cK. On
suppose que c définit un élément de et que l’on a :

Alors

1) Il existe urt unique élément y de .Kn Q9 C tel que
F

on note allq cet élément.

c(a~ appart2ent à C.
2=U

En outre c’est une base de cmn sur mn.
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5. Formules locales

5.1. Approximation

Comme on va le constater dans le paragraphe suivant, on peut utiliser
une construction de Rubin [R] pour obtenir un élément non trivial du
groupe 

/ ... B1 .1

et par conséquent, via un élément (c) # (1) de An(K). Nous voulons
maintenant relier le générateur galoisien de c que nous avons construit et
l’unité locale de ~n (I~’) qui permet de le définir.

Soit C un e.h.p. pour Bn, qui définit un élément de ,A.n ~K) . puisque les
hypothèses impliquent l’égalité des groupes et Sn(K) on en déduit
que l’algèbre C est totalement décomposée au-dessus de p* et qu’ainsi il

existe un isomorphisme d’algèbre

Cet isomorphisme est unique puisque s’identifie avec les Kp*-
points de Gn . En le composant avec l’isomorphisme d’augmentation de

on obtient un homomorphisme de Kp* -algèbre

et plus généralement de 

Puisque S2,K opère sur K* * ® K~* Cp. via le membre de gauche, com-

mute avec l’action de nK.
On conserve les notations du Théorème 9. Soit ~3 E UQ(K) tel que

cx --- 3q . On obtient

Dans on a l’égalité
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Puisque ~ p* ne contient pas de racine de l’unité d’ordre p, on en déduit
que pp. (al/q) = ~6. On obtient ainsi à partir du Théorème 9, la formule
suivante :

.. n

. Supposons maintenant que

On déduit de la définition même de ~pn et ~~ l’existence de u E é£ (K) tel
que l’on ait

d’où l’égalité

On utilise une nouvelle fois que Kn,~* ne contient pas de racine de l’unité
pour en déduire que Q = qu. Puisque u est limite d’une suite de ~~ (K) n

pour tout entier m, m &#x3E; 1, il existe um n et une

unité locale vm, - 1 mod pm+n, telle que

On pose as = (/iu.,,,,)9. C’est un nouveau représentant de On vérifie
la congruence

On obtient ainsi la formule locale suivante :

THÉORÈME 10 ( (CN-T~ ) . Les notations sont celles du Théorème 9. On

suppose que

Alors pour tout entier m, m &#x3E; 1, il existe une base Cm de ctUn sur fin telle

que l’on ait
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5.2. Mesures p-adiques

On se propose d’une part d’indiquer comment construire des éléments
non triviaux du groupe et d’autre part d’interpréter en termes de

mesures la somme

On conserve les notations introduites en (3-1). On pose

et l’on introduit les groupes

et le module de Tate T,. = Les homomorphismes de transition
sont respectivement induits par la norme et la multiplication par 7r*. Tout
élément x d’une limite projective limAn est noté x == ([~c~]). On vérifie le
lemme suivant :

LEMME 11. Soient h un élément non trivzal du groupe

un générateurs de T~. On pose

Alors il existe un entier no tel que pour tout entier n, n &#x3E; 
définit un élément non trivial d e 

A

Soit E (resp. le groupe formel défini sur OF,. associé au noyau de
la réduction mod p* de la courbe (resp. le groupe formel multiplicatif ) . Il

s’agit de groupes formels de Lubin-Tate définis par des séries de Frobenius
associées à des uniformisantes distinctes de Soit L le complété de
l’extension abélienne maximale non ramifié de Fp*. On sait qu’il existe un
isomorphisme tî défini sur 0~

qui commute avec l’action de OF~* , ([L], VIII).
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Soit 1 = ([qn]) un élément de U~ (K) et soit v = ( (vnj ) un générateur
du module de Tate associé à On vérifie que w* = ( ~wnj ), où wn =
7rn(1J(vn))’ est un générateur du module de Tate T7r.’ On sait par la théorie
de Coleman qu’il existe une unique série formelle E OFp* [[X]] telle
que

On note g.~ la série formelle de D~ ~~X ~~, définie par 9’)’ 01]. On sait qu’à une
telle série est associée une mesure p-adique sur Zp à valeurs dans 0 L qu’on

n
note 

THÉORÈME 12. Pour tout entier n, r~ &#x3E; 1, on a l’égalité

Remarque. Le groupe X~ se décompose en un produit direct de groupe
U x V où U ~ Zp et V ~ Gal(F(Ep.)IF). Soit x* la restriction de K*
à V. Si M est un Zp[X]-module, considéré comme Zp[V]-module, il se
00

décompose en une somme directe 
’

où désigne le sous-module de M sur lequel V opère via X*k. Si

y E M on désigne par I(k) sa composante dans M~k~ . Avec les notations
du lemme 11, l’élément y de U(F) satisfait pour tout v de V la congruence
yv = mod ~~ (F~. On en déduit que 1 == 1(1) mod ~~ (F), or on
peut montrer que pour un tel élément (0) = 1. On peut donc toujours
se ramener à ce cas.

Avec les notations précédentes et en en supposant = 1, on énonce
le corollaire suivant :

COROLLAIRE 12. S’zt exzste un élément h non triviale de

alors il existe un entier no tel que pour tout entier n &#x3E; no il existe un e. h.p.
cn qui satisfait les propriétés suivantes :
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1 ) cn n’est pas isomorphe à bn comme an -module mais cntnn est libre

sur mn.

,~) Pour tout entier m, m &#x3E; 1, il existe une base cz.,z de cnmn sur mn telle

que
1 1 - A 1 -- 1 - -

6. Une construction de Rubin, [R]

On indique dans ce dernier paragraphe comment construire une fonction
qui satisfait les hypothèses du lemme 11.

6.1. La fonction f,

Pour tout entier n, n &#x3E; 1, on note le groupe des unités elliptiques
de F:; et C$/(F) l’adhérence de la projection de C~(F) dans U* F . On
pose

Soit f le conducteur du Grôssencharacter attaché à la courbe E/F. Le

groupe S2F opère sur l’ensemble Ef des points primitifs de y-division de E.
A chaque orbite B de et à chaque générateur w* de T~r* , Rubin [R],
§3, associe 8 8 (w* ) = ( [0 8 (wQ )] ) de C~(F). On choisit une fois pour toutes
l’une des 2 orbites de par raison de simplicité on écrit 0(w* ) pour

Soit = Le caractère ~* induit un homomorphisme
de 7Gp-algèbre

On pose J* = KerK* . Pour tout entier r, r &#x3E; 1, , J*’IJ*’+’ est un Zp-
module libre de rang 1. On définit un générateur de suivant la
méthode donnée dans [R] §6. C’est l’image dans d’un élément

vr de J*’ dont on donne la construction. On peut montrer que 8&#x3E;Q
n’a pas de v*-torsion et qu’ainsi dans U~,(F) Q9 Q l’équation z"1 = q a au
plus une solution.

THÉORÈME 13. Théoréme 4-2 et Proposition 4-4)

1) Soit r un entier, r &#x3E; 1, tel que
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Alors il existe un unique homomorphisme

qui satisfait pour tout générateurs w* de T7r.

2) On suppose E(F) infini et 1, IFp.. non dégénéré. Soit r le rang sur Zp
v

de S(F). Alors la relation (*) est satisfaite et l’élément ~r est non trivial.

On déduit des travaux de [P-R] un homomorphisme injectif.

et l’on montre pour le choix de r du Théorème 13, 2), que x, = V(gr) 1.

Si l’on est sous les hypothèses du Théorème 13, 2), il existe un entier

m, m &#x3E; 1, tel que

Puisque ~S’(F) est dans Zp-torsion, on en déduit que 1 et donc que
n’est pas trivial.

Soit N le plus petit entier, N &#x3E; 1, tel que ait la propriété précédente.
On obtient ainsi

COROLLAIRE 14. Sous les hypothèses du Théorème 13, 2), il existe un

homomorphisme non trivial

qui satisfait pour tout générateur w* de 

On peut donc appliquer à cette fonction les constructions des para-
graphes précédents. Ainsi pour n assez grand, les unités elliptiques per-
mettent la construction d’un élément non trivial de "libre sur
l’ordre maximal" de An et d’en déterminer une base.
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6.2. La fonction L-p-adique

Les notations et définitions sont celles de Rubin, [R], §7. Soit R le

complété de l’anneau des entiers de Fp. On pose l~* (.R) = 
Si l’on fixe un choix w* de générateur de T7r* on définit la fonction £ - p-
adique de Katz-Manin et Vishik comme un élément de 
Par restriction à Fgg on obtient ainsi un élément Hp de ~* tR) . Pour tout
entier n, n &#x3E; 1, on définit

Puisque la conjecture de Leopoldt est vrai pour Fn on a pour tout entier
n, n &#x3E; l, un isomorphisme

En outre, on a un isomorphisme naturel

On en déduit un plongement de é§§(F) ~ Vn(F)) et par passage à la
limite un plongement

On note N( f ) la norme absolue du conducteur f du Grôssencharacter
attaché à E/F.

THÉORÈME 15 ([R], THÉORÈME 7.2~. Il e2iste un homomorphisme injec-
tif

Remarque. Puisque (f, p) = 1 la multiplication par -N( f ) est un automor-
phisme de T,...

On pose k* = i* o j*. On définit ord,(2,p) comme l’ordre du zéro en
s = 0, d’une fonction analytique sur Zp associée à £p, (voir [R], §7).

On peut conclure notre étude de la manière suivante :
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COROLLAIRE 16. Les propriétés suivantes sont équivalentes

En outre lorsque r = ord", (£p) est supérieur à 1, il existe 2cn entier no et,
pour tout entier n, n &#x3E; no, un e.h.p. c~, pour bn satisfaisant les propriétés
suivantes :

1 ) Cn n’est pas isomorphe à bn comme an -module mais cnmn est libre
sur mn.

2)Pour tout entier m, m &#x3E; l,il existe une bases de cm de cnmn sur mn
tell e que

) et N un entier Précisé dans le §6.

Il est clair que dans cette situation, le comportement de la fonction Lp
domine le problème de structure galoisienne.
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