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Espaces homogènes et arithmétique des schémas

en groupes réductifs sur les anneaux de Dedekind

par Jean-Claude DOUAI

RÉSUMÉ - Soit S un schéma arithmétique de dimension 1, c’est-à-dire
le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de nombres ou une courbe

algébrique, lisse, irréductible, définie sur un corps fini ou algébriquement
clos. Nous associons à un S-espace homogène (à gauche) X d’un groupe
réductif G dont l’isotropie est aussi un groupe réductif H une classe car-
actéristique qui, dans le cas où H est semi-simple, vit dans un H3 de S à
valeurs dans le noyau du revêtement universel d’une S-forme de H. Cette
classe constitue une obstruction au relèvement de X en un G-torseur et, sous
certaines hypothèses, une obstruction à l’existence d’un point S-rationnel
dans X. Applications à l’existence de tels points dans les S-espaces ho-
mogènes.

1. Introduction 
’

Soit S un schéma arithmétique de dimension un c’est-à-dire le spectre
de l’anneau des entiers d’un corps de nombres ou une courbe algébrique,
lisse, irréductible, définie sur un corps fini ou algébriquement clos. Nous
voulons montrer comment il est possible d’associer à un S-espace homogène
(à gauche) X d’un groupe réductif G dont l’isotropie est aussi un groupe
réductif H (souvent semi-simple) une classe caractéristique dans un H3 de
S à valeurs dans le noyau du revêtement universel d’une S-forme de H

qui constitue une obstruction au relèvement de X en un G-torseur et, sous
certaines hypothèses, une obstruction à l’existence d’un point S-rationnel
dans X.

Applications à l’existence de tels points dans les espaces S-homogènes.

Dans toute la suite, S sera muni de la topologie étale. Réductif sera mis
pour réductif connexe.
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DÉFINITION 1.1. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, X un
S-schéma sur lequel G opère (à gauche). Le schéma X est un S-espace
homogènes de G avec isotropie H s’il existe un sous S-schéma en groupes H
de G tel que, localement pour la topologie étale, X est isomorphe (comme
schéma à groupes d’opérateurs G) au quotient étale de G par H.

Si H est réduit à l’élément neutre de G, X est un 6et-torseur de G (ou
S-torseur de G) .

Nous noterons H’(Set, G, H) l’ensemble des classe d’isomorphie de S-
espaces homogènes (à gauche) de G avec isotropie H ; il est pointé par la
classe triviale G/H.

Si X est un S-espace homogène de G avec isotropie H, Y un S-torseur
de G, nous dirons que Y domine X s’il existe un S-morphisme Y -+ X
équivariant pour l’action (à gauche) de G sur Y et X. Cette relation de
domination induit une relation --~ H1 (S’et, G, H) qui se réduit
à l’application naturelle GIH) quand H est normal
dans G.

Soient [X] une classe de Hl (Set, G, H), gx la Set-gerbe des relèvement
de X à G 1 .e. la gerbe dont les objets au-dessus d’un ouvert U de Set sont les
U-torseurs Y de G munis d’un U-morphisme Y - X/U équivariant pour
l’action de G, les U-morphismes de gx étant définis de façon évidente. Le
lien L = Lien(Qx) de la gerbe Qx est localement représentable par H au
sens de Giraud [3], n°1.2, Chap. IV.

PROPOSITION 1.2. Si H est réductif, L est représentable par une forme
quasi-déployée HL de H i.e. L - L2en(HL). (cf. [2J, n03.2. Chap V. p.
75).

gx définit une classe dans H2 (L) - H2 (Set, L) (~ 
si H est en plus réductif ) .

Dans toute la suite, nous utiliserons le fait suivant : "L’espace homogène
X est dominé par un S-torseur de G si et seulement si gx admet une S-
section i.e. est neutre au sens de [5], n°2.1.1.2 Chap. III" (cf. (8] pour le
cas où S est le spectre d’un corps).
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2. Abélianisation de Borovoi.

Pour H un S-groupe réductif, nous noterons :

HS-8- est semi-simple, semi-simple simplement connexe, Htor un
tore. Pour L un lien localement représentable par H, nous avons une
fonction naturelle t : H2(~) --+ 112(HtLor). Considérons l’homomorphisme
PL : - ZL que, à la manière de Borovoi [1] n°5, nous regardons
comme un complexe de S-groupes abéliens :

DÉFINITION 2.1. Il -3 ZL) = hypercohomologie en di-
mension i du complexe (*).

La suite exacte de complexes

fournit une suite exacte

qui définit un plongement de

Par le théorème 3.3.3 - Chap IV de Giraud [5], H 2 (L) est un espace
principal homogène sous .H~ (ZL ~ ; l’existence de la classe neutre ~~ =

[TorsG L] permet d’identifier H2 (L~ à H2 (ZL) . Une classe 77 de H2 (L~
définit donc par passage au quotient une classe de

dont on démontre qu’elle est indépendante de l’identification donnée
par EL.
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THÉORÈME 2.2. Soit S un schéma arithmétique au sens de l’introduct2on,
H un S-groupe réductif, L un S-lzen localement représentabte par H. Alors
q E H2 (~) est neutre ~i, e, r~ est représentée par une gerbe ~~ possédant
une et seulement si = 0.

Le théorème 2.2 repose sur le lemme suivant :

LEMME 2.3. Soient S comme dans le théorème, .H = HS’S’ un S-groupe

semi-simple, alors l’application H2(Set, Zsoco) est surjec-
tive (ZS-c. = centre de 

Ce lemme est établi dans le §III p. 278 de [4] (c) (on y a remarqué
(Remarque 3.2 (3°)) de loc cit) que l’hypothèse G déployé n’y est pas
indispensable). Il résulte aussi du théorème 1.1 joint à sa remarque (b) de
[3] (quand S est le spectre de l’anneau des entiers d’un corps de nombres,
cf. aussi [6] - Théorème 4.2.2.)

3. Classes de Kamber

La suite exacte de complexes

produit la suite exacte

Pour flfH2 (L), nous appelerons ab 2 ("1) la classe de Kamber de 11. Cette
appellation est justifiée par le fait que quand .I~ est semi-simple (plus
généralement quand = = 0), (*) donne un isomor-
phisme i : et, dans ce cas, ab2("1) peut être décrite
directement comme suit : identifions H2 (L) à H~ (ZL ) comme en le n° 2 ; la
classe rJ définit une classe (encore notée 17) de La classe n’est
alors autre que l’image par i de 62 (1î) où 82 est la cobord 82 : 
H3(kerpL) associé à la suite exacte 0 2013~ Z~’~ 2013~Z~2013~0. La con-
clusion du théorème précédent s’énonce alors : "... fi E H~ (L) est neutre si
et seulement si sa classe de Kamber est nulle" .

4. Soient G un S-groupe réductif, H un sous S groupe réductif de G, [X]
une classe de Hl (Set, G, H) . Nous appelerons Kamb(X) la classe 
dans où L = lien(gx ) .

Conjuguant le fait mentionné à la fin du n° 1 et le théorème 2.2, nous
obtenons :
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THÉORÈME 4.1. Soient S un schéma arithmétique, G un S-groupe réductif,
H un sous-S-groupe réductif de G, [X] une classe dans G, H) .
Alors X est dominé par un S-torseur de G si et seulement si Kamb(X) = 0.

COROLLAIRE 4.2. Soient S une courbe algébrique, irréductible, lisse, dé-

finie sur un corps k, G un S-groupe réductif, H un sous-S-groupe réductif
de G. Tout espace homogène X de G à isotropie H est dominé par un
~S‘-torseur de G dans les cas suivants :

(i) k est algébriquement clos, S pouvant être projective ou 
(ii) k est fini et S affine,
(iii) k est fini, S projective et H = semi-simple simplement con-

nexe.

En effet, dans tous les cas (i), (ii), (iii), Kamb(X) est nulle.
Dans le cas (i), on déduit de [5] que X est localement Zariski trivial.

COROLLAIRE 4.3. Soient S le spectre de l’anneau des entiers d’un corps
de nombres purement imaginaire K, G = un semi-simple
simplement connexe. Tout S-espace homogène X de G dont le groupe
d’isotropie est réductif et dont la classe Kamb(X) est nulle est localement
trivial pour la topologie de Zariki..

En effet, X est dominé par un S-torseur de G qui, vu les hypothèses sur
S’ et G, est rationnellement trivial. On conclut alors par [7].

COROLLAIRE 4.4. Sous les hypothèses du corollaire 1~.~, supposons en plus
G rationnellement quasi-trivial (i. e. G = admet un sous-groupe de
Borel défini sur le corps K). Alors tout S-espace homogène X de G dont
le groupe d’isotropie est réductif et dont la classe Kamb(X) est nulle admet
un S’-po2nt i. e. est trivial.

Dcmonstratzon. cf. le corollaire 4.3 précédent et le théorème 3.3. de [6].
Une autre conséquence du théorème 4.1. est

COROLLAIRE 4.5. S étant comme dans le corolla2re 4.3, soient G un S-
groupe semi-simple, X un S-espace homogène de G dont le groupe d’iso-
tropie H .=- H-"c est semi-simple simplement connexe. Alors si X est ra-
t2onnellement trivial, X est localement trivial pour la topologie de Zariski.

Démonstratzon. En effet, X et dominé par un S-torseur ~’ de G. Puisque
X est rationnellement trivial, Y/ K définit une classe de
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y est donc rationnellement trivial et, par [7], localement trivial pour la
topologie de Zariski et il en est de même de X.
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