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Les réseaux BW32 et U32 sont équivalents

par PIERRE LOYER ET PATRICK SOLÉ

RÉSUMÉ - On montre que le réseau de Barnes-Wall de rang 32 est équivalent
au réseau à double congruence U32 de Martinet. La preuve utilise la notion
de voisinage de Kneser et des résultats de Koch et Venkov sur le défaut du
voisinage ("Nachbardefekt").

Tous les réseaux considérés dans cette note sont de rang 32. Ils sont uni-

modulaires, pour une normalisation convenable. Par conséquent, la notion
d’équivalence, prise en général au sens de similitude, se restreint à la notion
d’isométrie. Lorsque l’écriture utilisée pour désigner un réseau n’implique
pas telle quelle qu’il est unimodulaire, nous sous-entendons qu’il faut le
normaliser.

Nous recourons à un procédé de construction de réseaux à partir de
codes, dit construction A. Les codes considérés sont des codes linéaires
binaires de longueur 32. Un code C est équivalent à un code C’ si et

seulement si les mots de C sont obtenus par permutation sur les coordonnées
des mots de C’ . Soit C un tel code. La construction A telle que définie par
Conway et Sloane (voir [3]) est

Plus généralement, pour tenir compte des isométries, on introduit une base
orthonormale el , - - - , e32 et alors

Pour normaliser cette écriture, il faut la multiplier par un facteur 11 J2, de
sorte que les codes autoduaux deviennent des réseaux unimodulaires (voir
[9]).

Le but de cette note est de montrer que le réseau de Barnes-Wall de rang
32, BW32 et le réseau Un de même rang, U32, sont équivalents.

Manuscrit reçu le 27 Juin 1994, révisé le 20 Septembre 1994.
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Pour la construction des réseaux Un par Martinet à partir d’algèbres de
quaternions, on se référera à [4], [8], [7, ch. 8]. Pour la construction de

BW32, l’article fondamental est [1]. Cependant, nous conseillons plutôt des
références qui font le lien avec les codes de Reed-Muller car elles sont plus
en rapport avec notre note : ce sont [3, ch. 8], où les réseaux de Barnes-
Wall sont analysées comme une construction D à partir des codes de Reed-
Muller, et [5], [6]. Convenablement normalisé, BW32 est unimodulaire de
norme 4, de même que U32.

Nous noterons RM(2) le code de Reed-Muller d’ordre 2.

Nous rappelons quelques notions tirées de (9~ .
On appelle racines d’un réseaux unimodulaires ses vecteurs de norme

(longueur au carré) 2. Il est immédiat que ni BW32, ni U32 n’ont de racines.
De manière générale, on note Go l’ensemble des réseaux sans racines et

l’ensemble des réseaux dont le système de racines consiste en 32
paires de vecteurs orthogonales entre elles.

On appelle défaut du réseau A le nombre b(A) = 32 - m, où m est le
plus grand nombre possible de paires de racines orthogonales entre elles.
C’est en quelque sorte une mesure de la distance du système de racines de
A à 32Ai . Les éléments de G32Al sont de défaut nul, ceux de Go sont de
défaut 32.

On introduit encore la notion de voisinage : deux réseaux distincts A et
A’ entiers unimodulaires sont voisins s’il possèdent un sous-réseau d’indice 2
en commun. C’est alors nécessairement leur intersection. Soit if E ~1’ - A.
Alors

et A’ est l’union de cet ensemble et du même translaté de 1/. (Cet ensemble
est bien d’indice deux dans A et A’. En effet, s’il était égal à A, par
exemple, cela voudrait dire que pour tout x E A, le produit x . v serait
entier, donc v appartiendrait au dual de A c’est-à-dire A lui-même par
unimodularité. Cela montre que l’hypothèse d’unimodularité est essentielle
dans la définition du voisinage).
On peut alors parler du défaut du voisinage (Nachbardefekt) d’un réseau :

c’est le minimum des défauts de ses voisins.

On est en mesure d’exprimer les résultats utiles à notre démonstration :

- il y a exactement (à équivalence près) cinq codes doublement pairs, de
poids minimal 8, autoduaux (voir [2]);
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- il y a exactement (à équivalence près) cinq réseaux unimodulaires pairs
de systèmes de racines 32AI. Il s’obtiennent par construction A à partir
des codes précédents (voir [9, §3 et p. 159]);

- Il y a exactement (à équivalence près) cinq réseaux unimodulaires sans
racines de défaut nul dans le voisinage. Ce sont les voisins des précédents
(voir [9, §10]).

Le code RM(2), les réseaux A[RM(2)] et U32 appartiennent respective-
ment à ces catégories. Coulangeon a démontré que A~RM(2)~ et U32 étaient
voisins. Il suffit de démontrer la même chose pour A(RM(2)~ et BWg2 pour
que l’isométrie entre U32 et BW32 s’ensuive.

LEMME 1. BW32 est le voisin de A[RM(2)] construit à l’aide du vecteur
"tout à un".

Preuve : Construisons le voisin de A[RM(2)] selon le schéma donné plus
haut. Nous introduisons tout d’abord

(la congruence modulo 4 est due à des problèmes de normalisation), un
réseau d’indice deux dans A[RM(2)] qu’on peut aussi noter

(p32 est le code à simple parité, constitué des mots binaires de longueur
32 de poids pair ; c’est aussi le code de Reed-Muller d’ordre 4). Alors par
définition du voisinage, le réseau recherché est semblable à

(R32 est le code à répétition, constitué du mot nul et du mot tout à un ;
c’est aussi le code de Reed-Muller d’ordre 0) . On reconnaît BW32 selon une
formule de [6, p. 1169] où BW32, R32, RM(2), P32 sont notés respectivement
R1132, (32,1, 32), (32,16, 8) et (32, 31, 2) (la première coordonnée désignant
la longueur, la seconde, la dimension et la troisième, la distance minimale
du code).

D’où le

THÉORÈME 1. A[RM(2)] et BW32 sont équivalents.
Les deux auteurs remercient l’équipe A2X de Bordeaux pour de nom-

breux discussions et échanges. Le premier auteur la remercie plus parti-
culièrement pour son accueil amical et, entre autres, Renaud Coulangeon
pour l’avoir introduit à l’article de Koch et Venkov.
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