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Bases normales d’entiers dans les
extensions de Kummer de degré premier

par E. J. GOMEz AvALA

ABSTRACT - If F' is a number field, we denote by O its ring of integers. Let
E/F be a finite Galois extension of number fields with group G; a basis of
O as O p-module of the form {a9}4¢c is called a normal basis of O p over
OrF. In this paper we establish an existence criterion for an integral normal
basis in a Kummer extension of prime degree, which shows in addition how
to construct a normal basis in case it exists. The main tools used in the
proof are a formula of Frohlich for the resolvents and a theorem of Hecke
describing the ramification in a Kummer extension of prime degree. As
an application, we show how to use our criterion to deduce a normal basis
theorem obtained by F. Kawamoto.

RESUME - Si F est un corps de nombres, on note O son anneau d’entiers;
si E/F est une extension galoisienne finie de corps de nombres de groupe de
Galois G, on appelle base normale de O g sur O toute base de O en tant
que O p-module de la forme {a%}4eG avec a € Op. On démontre dans ce
travail un critere d’existence de base normale d’entiers pour les extensions
de Kummer de degré premier, qui permet une construction explicite en cas
d’existence; les principaux outils pour la démonstration sont une formule
de Frohlich pour les résolvantes ainsi qu’un critére de Hecke qui décrit la
ramification dans une extension de Kummer de degré premier. Comme
application, on utilise ce critere pour déduire un théoréme de base normale
obtenu par F. Kawamoto.

Si F est un corps de nombres, on note O son anneau d’entiers. Soit
E/F une extension galoisienne finie de corps de nombres de groupe de
Galois Gj; on dit que O posséde une base normale sur Of s’il existe un
élément a de O tel que {a%}4¢c constitue une base de O en tant que
O p-module (autrement dit, s’il existe une base {a} de O en tant que
Or[G]-module). Plus généralement, si g est I’ordre associé de O dans
FI[G] (c’est & dire, le plus grand ordre de F[G] qui opére sur Og), I’étude de
la structure de O comme Ag-module constitue ce qu’on appelle I'étude
de la structure galoisienne relative de Og; lorsque E/F est modérément
ramifiée, A = Op|G] et dire que O est libre comme Az-module équivaut
a dire qu'il existe une base normale de O g sur OF.

Manuscrit regu le 15 janvier 1993.
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Plusieurs auteurs ont étudié la structure galoisienne relative de O sur
Or lorsque E/F est une extension de Kummer modérément ramifiée ou
non ([3], [13], [16]), mais & notre connaissance il n’existe aucun critére ex-
plicite d’existence de base normale d’entiers pour les extensions de Kummer
modérément ramifiées.

Un tel critere constitue le résultat principal de ce travail. Plus précisé-
ment, soit [ un nombre premier et soit E/F une extension de Kummer de
degré | de groupe de Galois G. Supposons que a est un idéal de Or qui
posséde une décomposition de la forme :

-1

1) a=ﬁa§

i=1

ol les a; sont des idéaux de O premiers entre eux et sans facteur carré.
On définit les idéaux b; (0 < j <1 —1) associés & a par :

-1
(2) bJ = H a?]/l] N
=1

ol [z] est la partie entiére de z, c’est & dire le plus grand entier inférieur
ou égal 3 z. On remarque qu’on a toujours by = b; = Op.

THEOREME 2.1. Soit E/F une extension de Kummer modérément ramifiée
de degré | premier. Alors O posséde une base normale sur Of si et
seulement s’il existe a € O avec ! € O, E = F(a), et tel que o!Op
admette une décomposition de la forme :

-1
odor=]]d,
=1

ot les a; sont des idéaux entiers de F, premiers entre eux et sans facteur
carré, tels que les idéauz b; (0 < j < |l — 1) sont principauz, avec des
générateurs ; tels que :

-1

Z(aj/xj) =0 modl.
j=0

En outre dans ce cas (1/1) Z;;z (&? /z;) engendre une base normale de O
sur Op.

Dans le §1, on introduit les outils nécessaires & la démonstration du
théoréeme 2.1, qui est démontré dans le §2. Dans le §3, on examine le cas
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particulier des extensions de Kummer non ramifiées et on développe d’un
point de vue explicite un exemple récemment considéré par M. J. Taylor
((18], chap. IV). Enfin dans le §4 on montre comment on peut déduire du
théoréme 2.1 un théoréme de base normale obtenu par F. Kawamoto.

Ce travail constitue essentiellement le troisieme chapitre de la thése de
Pauteur & I'université Bordeaux I. Je veux exprimer ici ma reconnaissance
a mon directeur de these Philippe Cassou-Nogués pour les nombreuses
améliorations qu’il a apportées & la premieére version.

1. Préliminaires

Soit E/F une extension abélienne de corps de nombres et soit G =
Gal (E/F). Soit G le groupe des caractéres de G, c’est-a-dire le groupe des
homomorphismes de G dans C*. Pour tout a € E et tout ® € G, on définit
la résolvante de Lagrange (a|®) par :

3) @®) =Y a?o(g7).
9€G

On va noter Dg,r le discriminant de I’extension E/F.

PROPOSITION 1.1. Soit E/F une extension abélienne et modérément ra-
mifiée de corps de nombres, G = Gal(E/F) et a € O tel que E = aF[G)].
Alors {a9}gec  est une base normale de O sur Of si et seulement si :

Dg/r = (][] (alx)®) OF.
x€G

Si {a9}4cc est une base de O sur Op, puisque E/F est modérément
ramifiée, on a pour tout x € G :

(4) f(x) = (alx)(alx),

ol X est le caractére conjugué de x et f(x) le conducteur du caractére x
(8], chap.1, §6, theorem 7). En outre, E/F étant abélienne, on a :

(5) Dgsr =[] %)

x€G
([2], chap.II, §3, proposition 3.19 (a)). Or nous savons que :
(6) I1@x = ] (ax)

xEé xeé
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et par conséquent, de (4), (5) et (6) on obtient :

(™ Dg/r = (]] (alx)®) OF.
x€G

Réciproquement, supposons que ’égalité (7) est vraie. On sait que sous les
hypothéses de la proposition, on a :

(8 Dg/r({0f}gec) = ] ] (alx)?

x€C

([4], formule 1.3, p.385), ot Dg;r({a%}4ec) = det((Trg/r(a%a?))g,qcc)-
De (7) et (8) on déduit I'égalité d’idéaux :

9) Dg/r({a%}gec) OF = Dgyp.

Par conséquent {a9}4ec est une base de Og sur O ([11], chap.III, §3). m

PROPOSITION 1.2. Soit E/F une extension modérément ramifiée de corps
de nombres de degré n, p un idéal premier de F et pOg = P> -- - P2-.
Alors :

v(Dg/p) =n=_ fi

i=1
ot f; est le degré résiduel de P; dans E/F.

1l s’agit d’un cas particulier de la célebre formule de Hilbert pour la
valuation de la différente ([15], chap.IV, §1, proposition 4). m

Soit [ un nombre premier et ¢; une racine primitive {-iéme de I'unité dans
C.

PROPOSITION 1.3. Soit E/F une extension de Kummer de degré l, et soit
a € E tel que E=F(a) et ! € F. Alors :

1) Uextension E/F est modérément ramifiée si et seulement s’il existe

B € F* tel que f'a’ = 1 mod *(1 — {)' (c’est a dire, vq(B'at — 1) >
lvg(1 — &) pour tout idéal premier q de F divisant (1 — ()).

it) st E/F est modérément ramifiée, les seuls idéauzx premiers p de F qui
se ramifient dans E/F sont les idéauz p tels que vp(o!OF) = s avec s # 0
et (s,l)=1;

iii) Uextension E/F est non ramifiée si et seulement si E/F est modéré-
ment ramifiée et si ! O = o*, ol a est un idéal fractionnaire de F.

[8], chap. V, §39, théorémes 118 et 119. m
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2. Extensions de Kummer modérément ramifiées

On démontre dans ce paragraphe le théoréme 2.1, énoncé dans I'introduc-
tion. Le théoreme est vrai pour [ = 2, mais pour des raisons techniques on
va supposer dans la démonstration que [ > 2. Le cas [ = 2 est un exercice
facile.

Soient G = Gal (E/F) = {¢'} (0 <i < 1—1), xo le caractere trivial de
G et x; le générateur de G défini par :

(10) Xl(a) =C[_1)

ou {; = exp(27i/l). Supposons que {a"i} (0 £ % <1—-1) est une base
normale de O sur Or. Posons :

(11) ar = (alx}), 0<r<i-1.

Alors ar € O (0 < r <1 -1). L’action galoisienne sur les résolvantes est
donnée par :

(12) (alx1)® = ¢ (alx1), 0<r<i-1

On en déduit que o = {7 "a, (0 < r <1 —1). Par conséquent, a, € O,
ot € Or et E=F(a,) (1 <r<l-—1). Montrons que a = o, vérifie aussi
les autres conditions qu’exige le théoréme.

Puisque {a° } (0 < i <1 —1) est une base normale de Og sur OF, on
sait par la proposition 1.1 que :

-1

(13) Dg/r = ([ (alxD)® OF-

r=0

Puisque E/F est modérément ramifiée, I’on sait que (a|xo) est une unité
de OFr. On a donc, de (13) :

-1

r=1
Soient p;,...,p,s les idéaux premiers de Or qui se ramifient dans E/F;

puisque [ est premier, ils doivent étre totalement ramifiés. Alors, d’apres
la formule de Hilbert (proposition 1.2) on a :

(15) Dg/p=(p1---ps) L.
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Puisque ([],—; ar)° = [T,=; ¢ ITr—1 @ = [1,2; o, le produit [[,Z] o,
appartient & O et 'on déduit de (14) et (15) :

(16) (f] ) O = (py - - ps)—1/2,

r=1

Si I'on prend la puissance l-iétme dans (16), on obtient 1’égalité suivante
entre des idéaux de OF :

-
(17) Hl(oz‘r OF) = (p1---p,)" =D/,

r=1

Soit my; = vp,;(atOF). Alors, par le critére de ramification de Hecke
(proposition 1.3 (ii)), on doit avoir m,; > 0 et (m,;,l) = 1, pour tout
re{l,...,l1-1} et tout j € {1,...,s}. De plus, pour chaque j € {1,...,s}
fixé, on a grace & (17) :

-1
(18) > ome ;=11 -1)/2.

r=1
Puisque ara;—r € O pour 1 < r < (I —1)/2, on peut donc écrire
(19) Mrj +Mu—r,; = lCr,

avec ¢r € Z et ¢ > 1 pour tout r € {1,...,(l —1)/2}. On déduit de (18)
et (19) :

(-1)/2
(20) Y e =I-1)/2.
r=1
Ou ce qui revient au méme :
(-1)/2
(21) > e=0-1)/2
r=1

Cette égalité implique évidemment que ¢ = 1 pour tout

refl,...,(1-1)/2}.



Bases normales d’entiers dans les extensions de Kummer de degré premier 101

On a donc m, j+m—r; =l pourtout j € {1,...,s} et tout r € {1,...,(I—
1)/2}; on en déduit que 0 < m,; < ! pour tout j € {1,...,s} et tout
r€{1,...,1—1}. Par conséquent, o} Or se décompose de maniére unique
sous la forme :

-1
(22) dor=]]d,

=1

ol les a; sont des idéaux entiers de F premiers entre eux et sans facteur
carré. Plus généralement, on va étudier la décomposition de atOr pour
r€{2,...,1 — 1} par rapport & celle de @} OF.

Soit 7 € {1,...,l — 1}; puisque o} "a, € Op,0n a:

(23) v, (@l Or) €12, 1<j<s.
En outre :
(24) (all(l_r)) =m, ;(l-7), v,,,.(af.) =m,j, 1<j<s.

. Donc, de (23) et (24) :
(25) m.; +my (1 —r) €lZ, 1<j<s.

On peut alors montrer le lemme suivant :

LEMME.
On a Uégalité mr; = rmy ; —l(r/l)my1;],1<j<s,1<r<I-1.

On déduit de (25) ’existence de t € Z tel que :
(26) me; +my(l—7) =1t
Puisque 0 < m,; <, c’est que t est le plus grand entier tel que :
(27) 0<t<1l+my;—(r/l)my;.
On en déduit ’égalité :
(28) t=[l+my; —(r/hm] =1+my; + [~ (r/Dmy ).

Or nous avons, puisque (r/l)m, ; n’est pas un entier, 1 + [—(r/l)m, ;] =
=[(r/l)my 5], d’olt t = m, ; — [(r/l)m, ;] et donc I'égalité cherchée. m
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On obtient du lemme :

S
29)  olOp = (dOp) (] 7 /O™y, 1<r<i-1.
i=1

En se reportant & la définition des idéaux a; et b, ((22) et (2)),0on a:
S
(30) b = [ pl70m24l, 1<r<i-1
Jj=1

De (29) et (30) on déduit :
(31) atOr = (A OF)7b;, 1<r<i-1.

On obtient ainsi que b, est principal, engendré par z, = aj/a, . De plus,
ona:

-1

-1 -1 -1
Y@z = ai=0-Da+a O ¢+ +a” (O ¢G)

(32) Jj=1 Jj=1 . i=1 i=1
=(1-1)a-)_ a" =la—(alx0)-
i=1

Posons zo = (a|xo)~!; on rappelle que (a|xo) € O%. On a donc, de (32) :

-1
(33) Z(a{/mj) =0 mod L.

=0

Ceci montre que a = q; vérifie toutes les propriétés exigées dans I’énoncé,
et la premiere implication du théoréme est donc démontrée.

Réciproquement, soit a € O tel que E = F(a), o' € OF, et tel que
o!Op = [[:Z} ai ol les a; sont des idéaux de Op premiers entre eux et
sans facteur carré, tels que les idéaux b; possédent des générateurs z; sa-
tisfaisant :

-1

(34) D (ef/z;)=0 mod L

=0

Soit o € G défini par o(@) = ¢ 'a (avec & = exp(2mi/l)) et soit x; € G

le caractere de G défini par x1(¢) = ¢!. On définit ¢ = 1 ;;f,(aj/zj);
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alors @ € 9. On va démontrer que {a® } (0 < i <[ — 1) est une base
normale de O sur Op.

Tout d’abord, on a E = a F[G], puisque évidemment {a'} (0 < < 1-1)
est une base de E sur F et la matrice de passage de {a'} & {a” } est une
matrice dont le déterminant est un multiple non nul d’un déterminant de
Vandermonde non nul. Grice au critere de Frohlich (proposition 1.1) il
suffit de montrer que :

(35) Dg/r =[] (alx)*
x€G
On a:
-1
(36) a® = @/D) > ¢ /zy), 0<i<l-1
=0

Par conséquent :

-1 I-1

(alxo) = Za =/)> O ¢ Yal /)

=0 j=0
(37) -1 —1 ;
=amy (aJ/x;)(Z ¢y =/ Z (o /25)(1 60.5)
j=0 =0 j=0

= (1/1) (@®/z0) I = 1/,
et pour tout r € {1,...,l—1},ona:

-1 1-1

(alxl)—za xl(a-*)-za ‘=) O G e )G

=0 =0 i=0 ;=0
(38) -1 ) -1 . . -1 .
=/ Y@ /2O G =) Y (@ /z)(16-5)
j=0 i=0 j=0

=1/h (@ /z)l=0d" /2.
On a donc, de (37) et (38) :

-1 -1
(39) I (alx? = TT(alx)? = [ (" /2r)?
r=0

xeG" r=0
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= (al(l—l)/z)z/($o$1 .. -1‘1—1)2 = al(l—l)/(-'col'l T 331-1)2-
De I’égalité :

-1

(40) > ki = (G- 1)1 -1)/2, 1<i<l-1,
k=1
on déduit :
(1) by [ = [T e,
i=1 =1
et par conséquent, de (39) et (41) :
(42) (I] (alx)®>) O = (ﬁ a;)' .
xe€ i=1

Déterminons maintenant le discriminant Dg/r. Soient py, .. .,p, les idéaux
premiers de O ¢ qui divisent o!OF, c’est & dire, exactement les diviseurs des
a; (1 £i<1—1). Dapres le critere de ramification de Hecke (proposition
1.3 (ii)), les idéaux ps,.. ., ps sont les seuls idéaux premiers qui se ramifient
dans ’extension E/F. Ils doivent se ramifier totalement, donc, grace a la
formule de Hilbert (proposition 1.2), on a :

(43) Vp:(DE/P) =1-1, 1<i<s,
et par conséquent :
(44) Dg/p=(p1---ps)' ™"

Mais p;, ..., ps étant exactement les idéaux premiers qui divisent les a;, on
a aussi :

-1
(45) (T e~ = (pa---pa) .
=1
On déduit de (42), (44) et (45) :

(46) Desr = ([] (@x)®9r,
x€G
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et {a°'} (0 <i <1—1) est une base normale de O sur Op. Le théoréme
est démontré. m

Remarque 2.2 On remarque que s’il existe a satisfaisant les conditions du
théoréme, alors il existe aussi § satisfaisant les conditions et en outre 8 =1
mod (1—¢;). En effet, si a satisfait les conditions du théoréme et 'on pose
a=(1/1) Ef,;f,(a"/zj), alors {a°"} est une base normale de O sur O,
donc B = (a|x1)/(alxo) satisfait les mémes propriétés que a et en outre :

-1
B = (alx1)/(alx0) = (3 6" x1(67%)/(alxo)

=0
(47) —1

= ((alx0) + Y_a” (& = 1))/(alxo) =1 +z(1 = &)

1=0

avec z € O, puisque (1—§)Or = (1-¢)Or pour 1 < i < l—1. Onadonc
B =1 mod (1-¢). Plus généralement, on montre de facon analogue que si
I'on pose 8- = (alxr)/(alxo),ona Br =1 mod (1-¢) pour 1 <r <Il-1.
Remarque 2.3 Quitte & remplacer o par o' = azo/z; et les z; par z; =
zja:(’;’l /] pour 2 < j <l -1, on peut toujours supposer que zo = z; = 1
dans I’énoncé du théoreme.

Remarque 2.4 Avec les notations du théoréme, on remarque que si z; =
1 mod! (0 <j <1l-1), alors Zg;z(aj/xj) = 2;;{, o mod!l. Sien
outre @ =1 mod (1 — (), on obtient Z;;taj =0 modl. Ainsi, a =1
mod (1-¢;) et z; =1 mod ! (0 < j <I-1) impliquent E;;t(aj/:cj) =
mod [.

o

Il est intéressant d’énoncer le théoréme 2.1 d’une autre maniére qui
montre la symétrie du role que jouent les a, qui apparaissent dans la
démonstration. Si E/F est une extension de Kummer de degré premier
l, appellons famille compléte de générateurs entiers de Kummer de E/F
toute famille {;} (1 < j <1 —1) d’éléments de Og tels que E = F(v;),
'y_f,- € OF et les 75 représentent toutes les classes non triviales du groupe
(F*NE*Y)/F*! c'est & dire les classes associées  'extension E/F. On dit
qu'un idéal entier a de O est sans puissance l-iéme si vy(a) < I pour tout
idéal premier p de O . Le théoréme 2.1 s’énonce alors de la fagon suivante :

THEOREME 2.1 (BIS). Soit E/F une extension de Kummer modérément
ramifiée de degré | premier. Alors O posséde une base normale sur Op
si et seulement s’il existe une famille compléte {;} de générateurs entiers
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de Kummer de E sur F telle que :
i) les idéauz 7;-9 F sont sans puissance l-iéme,
it) on a la congruence : E;;}, v; =0 mod I (avec v = 1).
En outre dans ce cas (1/1) E;;}, 7; engendre une base normale de O sur
Op.

Soient a et z; (0 < j <1 —1) qui vérifient les conditions du théoréme
2.1. Alors v; = o? /zoz; (1 < j < 1-1) vérifient les conditions du théoréme
2.1 (bis).

Réciproquement, soit {v;} (1 < j < I — 1) une famille qui vérifie les
conditions du théoréme 2.1 (bis). On peut supposer, en réordonnant les
7; si nécessaire, que 7] /v; € F*. Soit a = YiOp = Hi;i ai, avec les q;
des idéaux entiers de F premiers entre eux et sans facteur carré, et soient
P1,...,ps les idéaux premiers de F qui ramifient dans 1’extension E/F;
posons m;; = vp, (73OF) (1 £j<1-1,1<i<s5). Maintenant, le méme
raisonnement qu’on a fait dans la démonstration du théoréme 2.1 montre
que 7;.53,—: = bj“ H:i a{i (1£j<1-1), ol les b; sont les idéaux associés
3 a. En particulier, les idéaux b; sont principaux, engendrés par 7 /7;. On
en déduit que a = et z; =7 /7; (0 < j <1 - 1) satisfont les conditions
du théoréme 2.1. =

Soit E/F une extension de corps de nombres de degré fini n. On sait que

si {@1,...,an} est une F-base de E, alors il existe un idéal fractionnaire
B de F tel que:
(48) Dg/r = B¥d(a,-..,0n)OF)

olt d(au,...,an) = det(Trg/r(aiaj)). On appelle classe de Steinitz de
I’extension E/F la classe de 'idéal B dans le groupe de classes CI(F); on
voit aisément que cette définition ne dépend pas de la F-base de E choisie.
On sait qu’en général O g n’est pas Op-libre; Emil Artin ([1]) a montré que
OF est Op-libre si et seulement si la classe de Steinitz de E/F est triviale.
La proposition suivante aide & mieux interpréter le théoréme 2.1.

PROPOSITION 2.5. Soit E/F une extension de Kummer modérément ra-
mifiée de degré | premier. Supposons qu’il eziste a € Of tel que o € Op,
E =F(a), et a = !Op est sans puissance l-iéme; soient b; (0< j <1—1)
les idéaux associés a a. Alors O est Or-libre si et seulement si lidéal

H;;f, b, est principal.

On va faire la démonstration pour ! > 2; pour ! = 2, il s’agit d’un exercice
facile. Soit !Op = Hﬁ;i a; avec les a; des idéaux premiers entre eux et
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sans facteur carré. Puisque I'extension E/F est modérément ramifiée, on
a d’une part :

-1
(49) Dgsp=(Ja)"
i=1

D’autre part, on obtient en utilisant la formule d’Euler ([14], chap.II, §7,
formule 6) :

(50) d(1,q,...,a"1) = latt—D.

Appellons B le seul idéal fractionnaire de F tel que :

-1 -1
& (Lot = BT
il i=1
On a donc :
-1 -1
(52) (] es)¢-072 = B = ¢)*=072([ T ai) =172,
i=1 =1

Mais, par définition des b; (0<j <!—1),ona:
-1 -1 -1
(53) ([T /21T b; = ([T a7
i=1 3=0 i=1
On déduit de (52) et (53) :
-1
(54) B((1 - ¢)"*D/20p) [ b; = OF.
j=0

Par conséquent, la classe de Steinitz de ’extension E/F est la classe de
I’idéal (H;;ll b;)~1. D’apres le résultat d’Artin cité ci-dessus, O est Op-
libre si et seulement si I'idéal 1'[;:__11 b; est principal. =
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COROLLAIRE 2.6. Soit E/F une extension de Kummer modérément ra-
mifiée de degré | premier. S’il existe o € O tel que of € Of, E = F(a),
a = a!OF est sans puissance l-iéme et les idéauz b; (0 < j < 1—1) associés
& a sont principauz, alors O est Op-libre. m

Remarque 2.7 La réciproque du corollaire 2.6 est vraie pour ! = 2. Autre-
ment dit, on peut montrer aisément que si E est une extension quadratique
et modérément ramifiée de F, alors Og est Op-libre si et seulement s’il
existe @ € O tel que @® € O, E = F(a) et a®?Or est un idéal sans
facteur carré. Il s’agit d’un cas particulier d’un théoréme démontré par H.
B. Mann ([12], theorem 2, p.170).

Le reste de ce paragraphe est consacré & démontrer quelques lemmes
qu’on va utiliser dans le §4 et & examiner quelques exemples.

LEMME 2.8. Soit E un corps de nombres qui contient {; et tel que, pour
tout idéal premier p de E, on ait vp(1 — () < 1. Soient = et z des entiers
de E, premiers avec (1 — ;). Alors z =2 mod (1 — () si et seulement si
zt =2 mod (1 - )

La fonction f de Hy = (O5/(1-G)Ox)* dans Hy = (Og/(1 — ¢)'Or)*'
définie par f(a+ (1 - G)Ok) = ¢ + (1 — §)*Of est un homomorphisme
de groupes bien défini et surjectif. Soit (1 — {)Og = p1---ps, OU les p;
(1 £ i < s) sont des idéaux premiers distincts de Og. L’ordre du groupe
H; est égal & &(py---ps) = [Ii_;(N(p:) — 1) et Iordre du groupe H»
est un diviseur de ®(p} ---pl) = [Ti_; N(p:)""*(N(p;) — 1). Puisque ! ne
divise pas (N(p;) — 1) (1 < i < ), 'ordre de H; est supérieur ou égal &
TT:,(N(p;) — 1), donc égal & l'ordre de H;. On en déduit que f est un
isomorphisme de groupes. =

On note C, le groupe cyclique a n éléments.

LEMME 2.9. Soit | un nombre premier, F = Q({;) le l-iéme corps cyclo-
tomique et G = (Op/(1 — ()'OF)*. Alors G ~C; x --- x C; x C—_;.

Puisque p = (1 — {;) est un idéal maximal de O, on sait que |G| =
®(p') = (I = 1)I*"1. On a la suite exacte :

(55) 1 —H-56-LUu—1,

ou U est le groupe (Or/(1 — ()OF)* et j est induit par la surjection
canonique. Puisque |H| et |U| sont premiers entre eux, le groupe G est
produit direct de H par U. Le groupe U est cyclique d’ordre I — 1 et G est
le l-sous-groupe de Sylow de G. Tout élément de H est représenté par un
élément z de Op, 2 =1 mod (1 — ;). Puisque ' =1 mod (1 — ), on
en déduit que H est d’exposant I/, d’oli le résultat. m
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PROPOSITION 2.10. Soit | un nombre premier, F = Q(({;) et E une ez-
tension modérément ramifiée de F de degré . Supposons que E posséde
un générateur de Kummer v € Of tel que v,(v'OF) < l pour tout idéal
premier p de F. Alors E posséde un générateur de Kummer a € Of tel
que vp(a!OF) < | pour tout idéal premier p de F et =1 mod (1 —¢).

Puisque E/F est modérément ramifiée, le critere de ramification de
Hecke (proposition 1.3) assure l'existence de § € F™ tel que By =1
mod *(1 — ¢)'. Puisque v,(¥'OFr) < I pour tout idéal premier p de F,
’idéal 'O r est premier avec I. Donc 3 est premier avec [ et par conséquent
il définit un élément de D%, (avec p = (1 — ¢)). Donc dans Op,, on
a B9 =1 mod (1 —¢)* si et seulement si ¥ = B~ mod (1 — ).
Mais (Op,p/pOF,p)* =~ (Or/p)*, donc il existe z € Op tel que g~ =z
mod (1 — ¢), c’est & dire, B~ = 2! mod (1 — ¢{)*. Donc il est clair qu’il
existe z € O, z premier avec [, tel que :

(56) Y=z mod (1-9¢).
On en déduit la congruence (lemme 2.8) :
(57) vy=z mod (1-¢).

11 suffit pour achever la démonstration de montrer I’existence de u € O%
tel que :

(58) vy=u mod (1-¢),

puisque alors a = yu™! satisfera les conditions de la proposition. 11 suffit
donc de montrer que le groupe :

(59) (Or/(1 - G)OF)* /Im(OF)

est réduit & {1}. Puisque I'idéal (1 — ¢;) est totalement ramifié dans F/Q,
le groupe (Or/(1 — {)OF)* est cyclique d’ordre I — 1. Pour tout entier
a,1<a<l-1,onposeu, =({ —1)/(G —1); c’est une unité de OF.
Puisque u, = a mod (1-¢;), les unités u, définissent [—1 classes distinctes
modulo (1 — ¢;), d’oll le résultat. m

Pour les extensions quadratiques, on obtient grace au théoréme 2.1 le
résultat suivant :
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PROPOSITION 2.11. Soit E/F une extension quadratique. Alors Og possé-
de une base normale sur Or si et seulement s’il existe a € O tel que
E = F(a), @® € O, a =1 mod 2 et o?OF est un idéal de Of sans
facteur carré. m

Remarque 2.12 On peut utiliser ce critére pour montrer que si K est un
corps quadratique imaginaire de discriminant dx égal 3 —8, —11, —19,
—43, —67 ou —163, il existe une infinité d’idéaux premiers p de K tels
que I’anneau des entiers de K(p), le corps de classes de rayon de K de
conducteur p, ne posséde pas une base normale sur Ok ([6], chap. II, [7]).

Pour les extensions de Kummer cubiques, le théoréme 2.1 peut s’énoncer
de la facon suivante :

PROPOSITION 2.13. Soit E/F une extension de Kummer cubique. Alors
OFr posséde une base normale sur Op si et seulement s’ eriste a € O
tel que a® € Op, E=F(a),a=1 mod (1 -(3), a®*Or =ab? ot a et b
sont des idéauz premiers entre euz et sans facteur carré, et b est un idéal
principal engendré par = tel que z =1 mod 3.

Posons w = (5. Gréace au théoréme 2.1 et aux remarques 2.2 et 2.3, il
suffit de montrer que si @ € O est tel que ¢® € O, E = F(a), a =1
mod (1 —w), &®Opr = ab® oll a et b sont des idéaux premiers entre eux
et sans facteur carré, et b est un idéal principal engendré par z, alors
1+a+(a?/z) =0 mod 3 si et seulement si £ =1 mod 3.

En effet, puisque a = 1 mod (1 -w), ona 1+ a+0o® = 0 mod 3.
Donc il est clair que si z = 1 mod 3, alors 1 + a + (a?/z) = 0 mod 3.
Réciproquement, si 1+ a + (a?/z) = 0 mod 3, alors on a (o?/z) = o
mod 3, ou ce qui revient au méme, a® = zo? mod 3; puisque a? est in-
versible modulo 3, on en déduit que z=1 mod 3. =

Exemple 2.14 Toute extension cubique E modérément ramifiée de Q(w)
est telle que O posséde une base normale sur Z[w]. En effet, puisque Z|w]
est principal, toute extension cubique modérément ramifiée E de Q(w)
posséde un générateur de Kummer a € Og tel que a3Z[w] est sans puis-
sance cubique. D’aprés la proposition 2.10, on peut supposer que a = 1
mod (1 — w). Notre assertion sera démontrée s’il est vrai que tout idéal b
de Z|w], premier avec 3, posséde un générateur z = 1 mod 3; ou ce qui
revient au méme, que le groupe (Z[w]/3Z[w])*/Im(Z[w]*) est trivial. Mais
P(3Z[w])) = N1 -w)(N(1—w)—1)=3-2 =6 et Z[w]* = {£], xw, zw?};
on vérifie facilement que les six unités de Z[w] sont non congrues modulo
3.
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3. Extensions de Kummer non ramifiées

Si ’on examine la démonstration du théoréme 2.1 lorsqu’on suppose que
Pextension E/F est non ramifiée, on obtient le théoréme suivant :

PROPOSITION 3.1. Soit E/F une extension de Kummer non ramifiée de
degré | premier. Alors, il existe une base normale de Of sur Of si et
seulement s’il eziste v € O% tel que E = F(v), v' € O% et v=1 mod
(1—¢;). Dans ce cas, une base normale est donnée par (1/1)(1+v+- - -+v+1)
el ses conjugués. m

Conséquence 3.2 Soit E/F une extension de Kummer non ramifiée de
degré | premier. On dit que a € Of est un générateur kummerien de E/F
lorsque E = F(a) et o € Op. Alors, il y a trois possibilités :

1) il n’existe pas de générateur kummerien a € Og de E/F tel que « soit
une unité. Dans ce cas, Og ne possede pas de base normale sur Op,

2) il existe un générateur kummerien a € O de E/F tel que a soit une
unité de O, mais 'on a cu # 1 mod (1 — ) pour tout u € O%. Dans ce
cas, O ne posséde pas de base normale sur Op,

3) il existe un générateur kummerien v € Of de E/F tel que v = 1
mod (1 — ). Alors O posséde une base normale sur Or. Dans ce cas,
(1/))(1 +v + - -- + v*~!) engendre une telle base.

Remarque 3.3 Si lidéal (1 — (;) est non ramifié dans F/Q(¢;) (et par
conséquent, aussi dans E/Q((;)), le cas 2) est impossible. En effet, le
groupe (Og/(1—{)OEg)* étant d’ordre premier 4 I, on peut toujours obtenir
a partir d’un générateur kummerien v € O% de E/F un autre générateur
kummerien v’ € O% de E/F tel que v =1 mod (1 — (), en posant v/ =
v™ pour un m convenable. Plus précisement, on peut prendre m égal
& Pexposant du groupe (Og/(1 — ()OF)*. Dans ce cas, donc, il existe
une base normale de O sur Or si et seulement s’il existe un générateur
kummerien v € O de E/F tel que v € O%.

On peut interpréter nos résultats de la maniere suivante : soit F;(F)
(resp. &i(F), resp. &(F)) les extensions (resp. extensions modérément
ramifiées, resp. extensions non ramifiées) de F, cycliques de degré I, con-
tenues dans F. L’application :

(60) Op: F*/F*' — F(F)

définie par aF*! — F(a'/!), est une aplication surjective.
Soit f = (1 — (;)OF et soit My I'ensemble des idéaux premiers de Op. On
pose :

(61) Uy={zeF*'|z=1 mod *{},
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(62) Vi={zeF* |z € F;'(1+{0Or,), Vp € Mr}.

Lorsque p ne divise pas f, 1 + O, doit étre compris comme D5 ,,.
La proposition 1.3 est équivalente a :

(63) 07 (&(F)) = UyF /F™!
et
(64) 07 (E(F)) = Vi/F*.

L’égalité (64) est en fait le théoréme 11 de [18]. Lorsque E/F est non
ramifiée de groupe de Galois G, on peut vérifier que 3.2 (1) signifie que
P’anneau des entiers de E étendu & P'ordre maximal M de F[G] n’est pas
libre sur cet ordre. Dans le cas 3.2 (2), O étendu & M est libre sur M
mais n’est pas libre sur O r[G]. Dans le cas 3.2 (3), O est libre sur O ¢[G].

Si I'on désigne par Ker P'ensemble des éléments de 65 (&j(F)) pour
lesquels I’extension E/F associée posséde un anneau d’entiers & base nor-
male sur O, la proposition 3.1 nous donne 1’égalité :

65 Kery = YV;F*! /F*
f

ouY;j={z€9Or|z=1 mod f}. Clest encore le théoréme 11 de [18].
Soit maintenant [ un nombre premier et F = Q({;). Les extensions
non ramifiées de degré [ de F dont ’anneau des entiers posséde une base
normale sur O, d’aprés ce qui précede, sont décrites par le groupe G =
Y;/(F* nY;). Ce groupe est un groupe fini annulé par I et sur lequel agit
A = Gal(F/Q), donc il posséde une structure naturelle de Z;[A]-module.
Il existe un lien entre la structure de G comme Z;{A]-module et la valeur
en 1 d’une certaine fonction L l-adique. Plus précisément, pour chaque
i € {0,...,1 — 2}, soit G; (resp. H;) la i-partie de la décomposition de G
(resp. du l-sous-groupe de Sylow de CI(F)) comme Z;[A]-module suivant
les idempotents primitifs de Z;[A] et soit h; le cardinal de H;. Pour chaque
caractere x # 1 de (Z/IZ)*, soit Li(s, x) la fonction L I-adique associée &
x ([19], chap. V, §5.2, theorem 5.11); soit ¢ le caractére de Teichmiiller de
(Z/1Z)*. Alors, on a ([18], chap. IV, theorem 14) :
THEOREME 3.4. (M. J. Taylor) Soiti € {0,...,l —2}. Alors :
a) Sii=0 ou i impair, G; =0.
b) Si i est pair, i # 0, alors G; = 0 si et seulement si Li(1,¢')/h; # 0
mod .

Ce qu’on veut préciser ici est le fait que sous la conjecture de Vandiver
(c’est & dire, lorsque ! ne divise pas le nombre de classes de Q({+¢; 1)), on
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peut construire explicitement une base normale de O sur O pour toute
extension L de F cyclique de degré [ et non ramifiée. Tout ce qui suit est
démontré dans [19], en particulier dans le chapitre 8.

Supposons donc que ! satisfait la conjecture de Vandiver; on sait que
tout premier ! < 125000 la satisfait. On dit que ! est irrégulier si [ divise
le nombre de classes de F, régulier sinon; il est clair que si ! est régulier,
alors G = 0. D’aprés un critere célebre de Kummer, [ est irrégulier si
et seulement s’il existe k € {2,4,..., — 3} tel que [ divise le nombre de
Bernoulli Bix. Les entiers i3 < iz < --- < i, tels que i; € {2,4,...,l -3}
(1 £j < s) et 1l divise B;; s’appellent les indices d’irrégularité pour I;
dire que [ est irrégulier équivaut & dire que s > 1. Le plus petit premier
irrégulier est I = 37; le plus petit premier irrégulier avec s > 1 est [ = 157.

On peut démontrer que le l-rang de C1(F) est supérieur ou égal a s; sous
la conjecture de Vandiver, il y a égalité. Donc, si | < 125000, le l-rang
de CI(F) est égal & s. En fait, pour I < 125000, la [-partie de CI(F) est
élémentaire, c’est & dire, isomorphe & (Z/1Z)°. Par la théorie du corps de
classes, cela implique qu’il y a exactement 2° — 1 extensions cycliques L de
F de degré | et non ramifiées. On a :

PROPOSITION 3.5. Soit | un nombre premier, I < 125000, et F = Q({).
Si L est une extension de F de degré | et non ramifiée, alors O posséde
une base normale sur Or, qu’on peut construire explicitement.

D’aprés la remarque 3.3, il suffit de montrer qu’il existe u € O} tel
que u' € O et L = F(u). En effet, soit pour chaque a € {0,...,l — 1},
0. € Gal(F/Q) défini par 0,({) = {f et soit g une racine primitive modulo
l. Pour chaque i pair, 2 < i <1 -3, on définit :

-1 alor
- 1 —_ Cg a
66 E: = [ (¢o-o2 124 )
( ) a=1 (Cl 1- Cl

On a E; € OF% pour tout i. De plus, on peut montrer que si i; < --- < i,
sont les indices d’irrégularité pour ! et I < 125000, alors F(EI/ : El/ l)
est la l-extension abélienne maximale non ramifiée de F ([19], chap VIII)

4. A propos d’un résultat de F. Kawamoto

Soit [ un nombre premier, a € Z sans puissance l-iéme et satisfaisant la
congruence a'~! =1 mod I2; soit F = Q({) et E = F(al/!). F. Kawamoto
a montré dans ([9],{10]) que O posséde une base normale sur Op. On va
déduire ce théoreme des résultats précédents.
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LEMME 4.1. Soit a € Z sans puissance l-iéme. Alors Uextension

Q(¢,a"")/Q(&)

est modérément ramifiée si et seulement si a*~! =1 mod 2.

D’apres le critere de Hecke (proposition 1.3), il suffit de montrer que
@~ =1 mod {2 si et seulement s’il existe B € F tel que af* =1 mod *
(1 - ¢)*; par le méme raisonnement qu’on a fait dans la démonstration de
la proposition 2.10, cela est équivalent & I'existence d’un élément z € Of
tel que a =z! mod (1 -¢).

On a Pégalité (1 — () NZ = I?Z. On en déduit un homomorphisme
injectif de groupes :

(67) (2/PZ)* £ (Op/(1 - G)'OF)*.

Ainsi a'~! =1 mod I? équivaut & p(a)'~! = 1. Or on sait que le groupe
(Or/(1 — ¢)'OF)* est produit direct C;~! x C;—; (lemme 2.9). On en
déduit que p(a)'~! = 1 si et seulement si p(a) est une puissance I-iéme
dans ce groupe. =

PROPOSITION 4.2. (F. Kawamoto) Soit | un nombre premier, a un entier
sans puissance l-iéme et satisfaisant la congruence a1 =1 mod 12, F =
Q(&) et E = F(a/*). Alors O posséde une base normale sur Op, qu’on
peut déterminer explicitement.

Du lemme 4.1 on déduit que I’extension E/F est modérément ramifiée.
Soit @ une racine l-iéme de a. Alors @ € O, of € Or et E = F(a). De
plus, vp(aOF) < ! pour tout idéal premier p de F, car a est premier avec
l et le seul premier qui se ramifie dans F/Q est I. Grace a la proposition
2.10, il existe u € OF tel que v = ua est un générateur de Kummer de F
sur F tel que ¥Or =aOrp et y=1 mod (1 —¢).

On écrit a = Hi;} ai, ol les a; sont des entiers premiers entre eux et
sans facteur carré; soit a; = a;Or (1<i<1—1). Ona+Op = Hi;} at
ou les a; sont des idéaux entiers de F premiers entre eux et sans facteur
carré. Les idéaux b; (0 < j <1 — 1) associés aux a; sont principaux; plus
précisément, b; = b;OF avec b; € Z défini par :

-1
(68) b; = [ ¥4, 0<j<i-1.
i=1

Pour démontrer que - est un générateur de Kummer de E sur F qui satisfait
les conditions exigées dans le théoréme 2.1, il suffit de montrer qu’il existe
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des unités v; € O% tellesque b; =v; modl (0<j<Il—1). Orsize€Z
et si m est le représentant de z modulo ! dans {1,...,l—1},0onau, =m
mod (1 — ¢) (avec Uy, = (™ —1)/(¢ —1)), donc u}, = m mod [ et par
conséquent z = u!, mod I; cela veut dire que 'existence des v; est assurée.
Alors, d’apres le théoréme 2.1, 1’élément :

-1
(69) a=(1/1) Y _(¥v;/b;)

j=0

et ses conjugués constituent une base normale de O sur Of. =

Remarque 4.3 Avec les hypothéses de la proposition, on a E = Q(¢{;, a'/%);
puisque cette extension est modérément ramifiée sur Q et que son groupe
de Galois ne posséde pas de représentation symplectique, on sait grace a la
conjecture de Frohlich démontrée par M. J. Taylor ([17]) que Og posséde
une base normale sur Z. Mais on sait que cette propriété n’implique pas
P’existence d’une base normale de Og sur Z[{].
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