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Structure galoisienne des places
infinies d’un corps de nombres

par J. QUEYRUT

0. Introduction

Soit N un corps de nombres (i. e. une extension de degré fini n du
corps Q des nombres rationnels) et r un groupe d’automorphismes de N.
Le corps des invariants de N est noté F. La fonction L d’Artin est un

homomorphisme sur le groupe des caractères R(r) de r. Elle satisfait une
équation fonctionnelle (voir [Tal] et [Ta2]). La démonstration, l’équation
elle-même ainsi que certaines propriétés des fonctions L font intervenir deux
types d’ingrédients :
- des homomorphismes de R(r) dans Z
- des homomorphismes de R(r) dans C*.
Par exemple, pour X caractère de r, posons au voisinage de s = 0

(resp. s = 1)

(resp. L(s,X) _ + D( (1 - 
Les fonctions. ro et ri sont des homomorphismes de R(r) dans Z. Les

fonctions co et cl sont des homomorphismes de R(r) dans C*. Avec ces
notations l’équation fonctionnelle de la fonction L donne :

où T(x) est la somme de Gauss galoisienne et dF est le discriminant absolu
de F sur Q. Les exposants sont définis dans le paragraphe 2 et sont des
homorphismes de R(I‘) dans Z.

Les deux premiers groupes de K-théon*e permettent de donner une in-
terprétation de ces homomorphismes en terme de classes de T-modules
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et de classes d’automorphismes. Cet aspect est développé dans le para-
graphe 1. En particulier, c’est l’interprétation de T comme une classe
d’automorphi smes qui est la clé des théorèmes de structure des anneaux
d’entiers.

Une autre motivation vient des formules du nombre de classes.
Soit rr le caractère régulier de I, h le nombre de classes d’idéaux de N, R
le régulateur de N et w le nombre de racines de l’unité contenues dans N :

Le problème est d’exprimer chaque facteur comme un produit sur les ca-
ractères irréductibles de r. Ceci est équivalent à les interpréter comme des
automorphismes définis sur des r-modules convenables. Par exemple, la
décomposition de R se fait à l’aide du régulateur de Stark; celle de dF par
la "Führerdiskriminantenproduktformel" d’Artin et Hasse. L’étude menée
ici montre que, pour certains de ces invariants, les r-modules naturels qui
interviennent sont construits à partir de l’ensemble des plongements de N
dans C et des places infinies de N.

Le paragraphe 2 donne une interprétation d’un certain nombre d’homo-
morphismes de R(F) dans Z à l’aide de la structure galoisienne des plonge-
ments de N dans C et de celle des places infinies de N. Le théorème 3.1 du
paragraphe 3 donne une interprétation en terme d’automorphisme et un
calcul très simple du facteur à l’infini de la fonction L d’Artin. La dualité
entre Z[Is(N)] et Map(Is(N), E), rappelée dans le paragaphe 4, permet de
donner une description de la structure galoisienne additive de II~ Q9Q N et
multiplicative de (Jae. Q9Q N)*. Enfin dans le dernier paragraphe, la structure
galoisienne des racines de l’unité est décrite dans ce cadre.

Notations. Si X est un ensemble et A un anneau, on note A[X] le A-
module libre de base X. Si de plus X est un groupe, A[X] a une structure
de A-algèbre pour la multiplication induite par la loi de composition dans
X.

Si A est un sous-groupe de r, on note I(r/0) le Z[F]-module, noyau de
l’homomorphisme de Z[I] sur Z[F/A] induit par l’application qui à ï E F
associe sa classe à droite modulo A.

Les 1Z[f]-modules et sont localement projectifs pour tout
nombre premier p ne divisant pas l’ordre de A.
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Si M est un Z-module, on note Map(X, M) l’ensemble des applications
de X dans M. Il est muni de la structure de Z-module induite par celle de
M. De plus Map(X, A) a une structure de A-algèbre induite par celle de
A. L’application

est un isomorphisme de A-module de Map (X, A) sur A~X~. Si r opère sur
X, on en déduit une action de r sur A[X] par 1 EXEX axx = EXEX 
et sur Map(X, A) par (,yf)(x) = f(-i-lx). L’isomorphisme précédent est
alors un isomorphisme de r-module. L’action de r conserve la structure de
A-algèbre de Map(X, A).

Soit r un élément non nul de A. On appelle module de Swan le sous
A-module de Map(X, A) formé des f tels que

On le note 

1. Classification de modules et d’automorphismes

Soit S un ensemble fini de nombres premiers. Soit le groupe
de Grothendieck de la catégorie des S[r]-modules de type fini, localement
projectifs en dehors de S. Ce groupe classifie les Z[r]-modles précédents,
modulo les suites exactes localement scindées en dehors de S, voir [Q]. La
classe d’un module M dans ce groupe est notée [M]. Soit R(r) le groupe
des caractères de r. Il classifie les C[r]-modules de type fini à isomorphisme
près. Ces deux groupes sont reliés, en particulier, par la dualité suivante :

qui, à la classe [M] d’un Z[r]-module M et au caractère X d’un C[r]-module
V, associe l’entier défini par :

où cp est le caractère du C[r]-module C 0z M.
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Cette application est bilinéaire non dégénérée à gauche et induit un homo-
morphisme, noté Tr, de sur 

On a les propriétés suivantes.

Soit à un sous-groupe de r, et soit V un CjTJ-module de type fini et de
caractère x. On pose V’ = {x E V, V6 E A, 6(x) = x} et on note son

caractère. Alors

où Indô(lo) est le caractère de C ~ C[r/0].

Soit le groupe de Whitehead de la catégorie des C[r]-modules
de type fini. Ce groupe classifie les couples (M, a) où M est un C[r]-modu-
le de type fini et a est un C[f]-automorphisme de M ; la classe de (M, a)
dans ce groupe est notée [M, a~. Comme précédemment ce groupe se décrit
par dualité à partir de la forme bilinéaire

qui à la classe [M, a] et au caxactère X d’un C[r]-module V associe le
déterminant de l’automorphisme f H f o a, de ~z M), noté
av. Cette forme est bilinéaire non dégénérée et induit un isomorphisme,
noté Det, de sur 

En particulier, soit A un nombre complexe non nul, et soit [M, A] l’élé-
ment de À§i(C[F]) où A désigne le C[r]-automorphisme de M défini par la
multiplication par À. Alors pour tout X de R(I),

.. - - -,

2. Structure galoisienne de Z[Is(N)] et 

Soit Is(N) l’ensemble des isomorphismes de N dans le corps des nombres
complexes C. Le nombre d’éléments de Is(N) est égal à n, le degré de N
sur Q (voir par exemple [Sa], page 40). Le groupe r opère sur Is(N) par :
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LEMME 2.1. Le groupe r opère transitivement et fidèlement sur l’ensemble
des isomorphismes de N dans C ayant la même restriction à F.

Démonstration. Soient a et cr’ deux isomorphismes de N dans C, dont les
restrictions à F coïncident. Comme N est une extension séparable de F, il
existe x E N tel que N = F[x] ; le polynôme minimal de x sur F est

toutes ses racines sont simples. Le polynôme minimal de Q(x) sur Q(F) est

De même u(x) est racine de

Comme a et Q’ coïncident sur F, a(Q(X)) = Q’(Q(X)). Il existe donc

7 E r tel que o,(x) = 

Le groupe de Galois opère aussi sur Is(N) : si j désigne le
générateur de l’action est donnée par :

L’ensemble des orbites pour cette action s’identifie à l’ensemble des places
infinies de N, classes d’équivalence de valeurs a.bsolues archimédiennes de
N. Soit PN l’application qui à 0’ E Is(N) associe la classe de la valeur
absolue :

Soit (resp. l’ensemble des places infiiiies de N (resp. F). Le
groupe r opère sur par
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de telle sorte que pN commute avec l’action de r. On obtient un diagram-
me commutatif, où toutes les applications sont surjectives, les applications
ResF sont données par la restriction à F :

Pour toute place v de F, on choisit un relèvement av de v dans Is(F).
Pour tout (7 E Is(F), on choisit un relèvement ON de a dans Is(N). Ainsi
pour toute place v de F, VN = PN(Uv,N) est une place de N dont la
restriction à F est égale à v ; vN ne dépend pas du choix de Uv relevant v.

Si w est une place de N, on note I‘w le sous-groupe de F d’isotropie de
w et fw l’ordre de rw. Le groupe r opère transitivement sur l’ensemble des
places dont la restriction est égale à v et Vq E r, Fqw = On note

plus simplement rv le groupe d’isotropie de vN et f v l’ordre de rv (il ne
dépend pas du choix de vN).

On note Is(N, R) l’ensemble des isomorphismes de N dans R et Is(N, C)
son complémentaire dans Is(N). On pose = PN(Is(N,Jae)) et de même

= pN(Is(N, tC)). Le nombre d’éléments de (resp. est noté

(resp. r2,N). Avec cette notation, on a donc

Ces ensembles sont stables par r. L’ensemble Is(N, C) se décompose en
deux sous-ensembles disjoints, stables par r :

De même, SN,c se décompose en deux sous-ensembles disjoints, stables par
r :
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d’ordre 2 engendré par y.

Pour tout v E on note qv le générateur de r v ; donc

On note 1’ensemble des places v de SF,lI telles que IV =11, et le
nombre d’éléments de On note le complémentaire de dans

’ , 
. 

’

Tous les ensembles SN,c,o et sont stables par F.

Si X est un sous-Z-module on note X+ (resp. ~~) le sous-
module propre correspondant à la valeur propre 1 (resp. -1 ) de j . Ainsi

Avec ces notations, on a :

LEMME 2.2. L’application PN se prolonge en un Z[I]-homomorphisme, en-
core noté PN, tel que la suite suivante soit exacte :

Le C-espace vectoriel a pour base l’ensemble des Q - cr pour
Q dans Is(N, C). Sa dimension est donc r2,N.

La proposition suivante donne la structure galoisienne des trois modules
introduits dans le lemme 2.2 :

PROPOSITION 2.3.

1) Le Z[Ir]-module Z[Is(N)] est isomorphe à Z[r] Z[Is(F)].
Pour tout x E R(r), [F : Q]x(1).
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2) Le Z[r]-module est localement projectif en dehors de 2. Il est

3) Le est localement projectif en dehors de 2 et

Démonstration.

1) L’isomorphisme de ~~ Z[Is(F)] sur Z[Is(N)] est donné par

L’isomorphisme réciproque est donné par

où -j est défini par ReSF(7)N 0 y-1 - T.

2) L’isomorphisme de
1

est donné par :

Soit w E et soit v la restriction de w à F ; il existe qv E r tel que
w = VN l’application qui à w associe l’élément de
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dont la composante en v est qv ® 1 et les autres sont nulles, induit l’isomor-
phisme réciproque.

3) De la suite exacte

on déduit un diagramme commutatif et exact :

L’application de dans qui à ¡0v associe vN 0-y-,
rend de plus le diagramme suivant commutatif et exact :

Par le lemme du serpent, on a donc une suite exacte, scindée :

La structure galoisienne des sous-modules de donnés par la par-
tition de SN,,,,,, décrite au début du paragraphe se déduit de la proposition
précédente :

COROLLAIRE 2.4.

1) Le Z[I]-module Z[SN,c,i U SN,I] est localement projectif en dehors de
2 ; il est isomorphe à ® 7L.

VESFP

Soit ai = U Pour tout X E R(r),



392

2) Pour tout X E R(r),

3) 7Ï existe des 

Donc et sont projectifs et 7l[SN,C,1] est localement pro-

jectif en dehors de 2.

COROLLAIRE 2.5. Pour tout X E R(r),

En particulier, on retrouve le nombre de plongements réels et complexes
en spécifiant les formules précédentes à X = rr.

COROLLAIRE 2.6. Soit rr le caractère de C[IF]. Alors

Soit le ÍZ[r]-automorphisme de qui à w E associe

f
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Remarque. Pour tout caractère X de r,
---. rp ......" w-. _ i r ... r ,

Pour terminer cette étude, le corollaire suivant donne la structure ga-
loisienne des sous-modules de donnés par la partition de Is(N)
décrite au début du paragraphe :

COROLLAIRE 2.7.

1) L’application PN induit un isomorphisrrce de Z[Is(N)]+ sur

h2

5) La suite de Z[I]-modules suivante est ezacte :

3. Lien avec la partie à l’infini de la fonction L d’Artin -

Elle vérifie la relation
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Soit

Cette fonction vérifie donc la relation : rm(s + 1) = 21-Sfm(2s).
Alors Fn(1) = 1 et 0 est un pôle simple de résidu 2.

Le théorème suivant donne une expression particulièrement simple de
la partie infinie de la fonction L d’Artin, en l’interprétant à l’aide d’un
(C(r)-automorphisme défini sur 

THÉORÈME 3.1. Soit L,,.(s) le C[r]-automorphisme de

défini par la multiplication par sur C[Is(N)]+ et la multiplication par
+ 1) sur C[Is(N)]-. Pour chaque place v de F et tout caractère X de

r, soit Lv(s, X) la fonction locale d’Artin (voir [Ta2], page 18).
Alors dX E R(r)

Dérrconstration. Par définition de et en utilisant la formule de [Ta2]
page 18, on a, en posant n = [F : Q],
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4. Dualité

Soit Map(Is(N),71) l’ensemble des applications de l’ensemble Is(N)
dans 7G. Cet ensemble a une structure de Z[I]-module pour l’action définie
par

Il existe une forme bilinéaire invariante par l’action de I‘, non dégénérée :

On en déduit donc un Íl[f]-isomorphisme de Z[Is(N)] sur

De même l’ensemble Map(SN,oo,71) des applications de SN,oo dans 7l a
une structure de 7l[r]-module.

Soit (resp. l’ensemble des f dans
Map(Is(N),71) tels que Yu E Is(N) f (Q) = f (Q) (resp. f (Q) _ - f (Q)).

LEMME 4.1 .

1) L’application transposée de prr donne une suite exacte de 

le deuxièrrae homomorphisme transforme f E en l’applica-
tion f (u) - 

2) L’application tpN est un isomorphisme de Map(SN,oo,’1l) sur

Map(Is(N),7G)+.

3) L’homomorphis1ne qui à f E Map(Is(N),71) associe

donne une suite exacte de 
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la deuxième application étant induite par l’application qui à f dans l’en-
semble Map(Is(N),71) associe l’application g : w H f(u).

Démonstrcation. L’application tpnr est injective car Prr est surjective. On
choisit un système de représentants de Is(N)IGal(C,R). Si g appartient
à alors l’application f définie par a - g(o), ~ H 0 est
un antécédent de g car feu) - /((7) = -g(Q) = g(Q). Il suffit de remarquer
que = L’exactitude en Map(Is(N),Z)
équivaut à l’affirmation 2 qui est évidente. Pour la tro’isième partie, il
suffit de remarquer que fPN(u) = 1 (resp. 2) si a appartient à Is(N,R)
(resp. Is(N, tC)). °

Remarque. Pour tout caractère X de r,

5. Structure galoisienne de II8 Q9Q N

Le produit tensoriel C0QN a une structure d’algèbre et une structure de
C[F]-module pour r opérant sur N. Cette action de r préserve la structure
d’algèbre.

L’application de C 0Q N dans Map(Is(N), C) définie par

est un C[r]-isomorphisme. C’est de plus une isométrie lorsque l’on munit
C 0Q N de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante par F

et Map(Is(N), C) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée inva-
riante par r, pour laquelle l’ensemble

est une base orthonormée. Cette forme vérifie donc :

L’application est alors un isomorphisme d’algèbre si C)
est muni de la multiplication définie par :
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Les formes bilinéaires précédentes sont les formes déduites de la forme
trace des C-algèbres C 0Q N et Map(Is(N), ).

On fait agir sur Map(Is(N), C) (resp. en

posant

Ainsi l’ensemble Map(Is(N), des éléments fixés par 
est une Si on fait opérer j sur C 0Q N par son action sur C,
alors TN,c commute avec l’action de j.
Pour la suite, on pose = 1 + j E Z[Gal(C/R)] ; ainsi pour f dans
l’ensemble Map(Is(N), C), trcc/m(f) est l’application a - f (a) + 

On a donc le résultat suivant :

THÉORÈME 5.1. La restriction TN,l de TN à N est un isomorphisme
de et d’algèbre sur Map(Is(N), c’est aussi une

isométrie pour les formes associées aux formes traces.

La définition et la compatibilité des actions de et de r donnent

donc le diagramme commutatif de r-modules suivant (les plongements étant
des homomorphismes d’algèbre) :

La trace de Map(Is(N), C) en tant que R-algèbre est la composée de
l’application trc/1 ci-dessus et de la trace de Map(Is(N), en

tant que R-algèbre.
L’application tr¡s/s qui à f E Map(Is(N), C) associe

donhe une suite exacte scindée de et de r-modules :

D’où une suite exacte scindée de r-modules :
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LEMME 5.2.

2) La multiplication par i induit un R[I] -isomorphisme de

sur

3) L’application tpN est un homomorphisme d’algèbre de Map(SN,oo,C)
dans Map(Is(N), C), injectif et qui commute avec l’action de 
La restriction de tpN à est donc un R[Ir] -isomorphisme d’al-
gèbre de sur = Map(Is(N), R)+.
Démonstration.

1) Le Gal(C/R)-module Map(Is(N), C) se décompose en somme directe
Map(Is(N, C), C). On a

par le théorème de la base normale. Comme Map(Is(N, C), C) est un
Gal(C/R)-module induit,

par le lemme de Shapiro. Par le théorème de la base normale,

Le dernier résultat s’en déduit par la suite exacte de cohomologie (qui est
ici scindée).

2) Les résultats 2 et 3 se démontrent par simple vérification.

Le diagramme suivant est donc commutatif et scindé :
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où l’on note l’application qui à À ® x E II8 0Q N associe

de même on note la projection de R 0Q N sur 
c’est l’application qui à À 0 x e R 8Q N associe

Remarque. Pour tout caractère X de r,

La définition et la compatibilité des actions de Gal(C, II8) et de r donnent
donc le diagramme commutatif de r-modules suivant (les plongements étant
des homomorphismes d’algèbre) :
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6. Structure galoisienne de (I(8 @Q N)*

La structure galoisienne de est décrite en généralisant les deux
isomorphismes classiques suivants :

dont l’application réciproque est x ~--~ où pour x réel

sign(x) est défini par (-1)’ign(x) = x/lxl, et

dont l’application réciproque est z H (ln(zz), 
Soit U le groupe des nombres complexes de module 1 ; il est isomorphe

à cet isomorphisme conserve l’action de Gal((C, II8) si on fait opérer
j sur R/2xZ par la multiplication par -1.

Si w est une place de N et aw tel que = w, on pose

Cette définition ne dépend pas du choix de Q tel que pN(Q) = w.

Comme est un isomorphisme d’algèbre, TN,c induit un 
morphisme de (C 0Q N)* sur Map(Is(N), C*).

Soit expj, (respectivement exps) l’application de Map(Is(N), C) (res-
pectivement Map(SN,oo,C)) dans Map(Is(N),C*) (resp. Map(SN,oo,C*))
qui à f associe l’application définie par

L’application qui à f E Map(Is(N),C*) associe

donne un diagramme exact et commutatif, où les homomorphismes préser-
vent à la fois l’action de r et celle de et où les suites verticales
sont scindées :
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Les suites horizontales ne sont pas scindées. Toutefois, l’isomorphisme
réciproque défini par l’application eatpls (resp. exps) de Map(Is(N),C*)
(resp. dans (resp.

est noté Inls (resp. Ins).
En notant expc = o on déduit du diagra.mme

précédent la proposition :

PROPOSITION 6.1.

La suite de et T-modules suivante est exacte :

LEMME 6.2.

4) La multiplication par 2i7r induit un isomorphisme :
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Démonstration.

Pour M égal à C*, U ou 2ia7G, le Gal(C/R)-module Map(Is(N), M) (resp.
se décompose en somme directe

1) Comme Map(Is(N, (C), M) est un Gal(C/R)-module induit, les groupes
de cohomologie X1 correspondants sont nuls.

2) Les groupes 
~

sont nuls par le théorème 90 de Hilbert.

3) On part de la suite exacte :

où la deuxième application est donnée par la division par 

Comme est nul, la suite de cohomologie donne
l’isomorphisme entre

Donc
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5) Le dernier résultat se vérifie directement.

On obtient donc les deux suites exactes suivantes, où les homomor-
phismes préservent l’action de r :

Du lemme 6.2 et en utilisant la suite exacte de cohomologie, on déduit
le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6.3. Le diagramme de la page suivante est un diagramme
commutatif de r-modules avec suites exactes :
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En notant exPN,19 = (T/v,~) ~ 0 exp 18 et signm le composé de TN,m
et de l’homomorphisme du

diagramme ci-dessus, on déduit du diagramme précédent la proposition :

THÉORÈME 6.4. La suite de I‘-modules suivante est exacte :

Remarque. Pour tout caractère x de r,

La suite exacte :

est scindée par l’application lns qui à f dans l’ensemble 
associe w - In(lf( w)I).

THÉORÈME 5.3. Soit (resp. signN,m) l’application de @Q N)*
dans (resp. définie par

respectivement

La suite suivante de I‘-rnodules est exacte :

Remarque. Les conventions choisies entraînent que :
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7. Structure galoisienne des racines de l’unité

Soit /4N le groupe des racines de l’unité contenues dans N. L’ordre de

MN est noté c’est un entier pair. On pose :

mN = si IJtNI/2 est impair

MN = sinon.

En application des paragraphes précédents, la structure galoisienne du
groupe des unités peut être décrite. Ce point de vue doit pouvoir permettre
d’aborder l’interprétation algébrique de l’équation fonctionnelle des séries
L d’Artin d’une façon nouvelle.

Soit ~o un au.tomorphisme de N dans C et soit ~ une racine primitive
mN-ème de l’unité contenue dans N tels que = Pour tout
0’ dans Is(N), il existe un unique entier i, compris entre 0 et 1,
(inversible modulo mN si MN 54 1) tel que :

L’entier iu ne dépend pas du choix de la racine ( ; si 1) est l’entier défini à
partir de l’automorphisme ub, alors il existe un entier k inversible modulo
mN, mod mN), tel que da~ E ki~ mod mN.
Comme v(Ç) = o~p(~)-1, i~ est congru à 2013~ modulo mN, (1, = mN - 

DEFINITION 7.1. Soit partie fractionnaire du nombre rationnel x ;
ainsi x - ~x~ et 0  ~x~  1. On appelle module de ,S’tickelberger, noté
MS(N), le sous Z-mocfM/6 de M ap(I s(N), Q) engendré par les applications
fT définies par :

Exemples.

1) Soit N = ~(Ç~,,~ où ~,n est une racine primitive m-ème de l’unité.
Pour tout a dans Is(N), il existe /(1 E Gal(N, Q) tel que a o qu = Qo.
L’isomorphisme de 

de Map(Gal(N, Q), Q) sur Q[Gal(N/Q)] transforme MS(N) en l’idéal en-
gendré par l’élément de,Stickelberger 00, (voir [W], page 95).
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2) Si PN est d’ordre 2, ( = 1 et pour tout Q dans Is(N), u«) = uo«),
donc i, = 0 ; MS(N) est le sous Z-module de Map(Is(N),Q) engendré
par les applications f, telles que dQ E Is(N), fT(Q) = 2 ~
3) Si PN est d’ordre supérieur à 2, alors et SN,m sont vides.

PROPOSITION 7.2. Supposons que PN est d’ordre supérieur à 2. Le module

MS(N) est un Z[Ir]-module inclus dans Map(Is(N), Q)- . Soit

La restriction de eXPN,m O(TN,m)-1 à transforme

et donne une suite exacte de 

Dêmonstration. Comme iy = mN - iu, on a 1 - _= - -1 + f MN l.2 ( mN 2 ( mN
Donc MS(N) est inclus dans Map(Is(N),E) .
Comme Q(

et cet élément est bien l’image par de La

surjectivité vient du fait que par définition de (, -~ engendre MN-

PROPOSITION 7.3. ,5’upposons que JIN est d’ordre 2. Soit
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C’est le sous-module de Map(Is(N), R) - formé des éléments f tels que

La restriction de exp N m o(TN,M) -1 à JIN,,,,:, transforme f E en (- 1) Af
et donne une suite exacte de 

Dêmonstration. On part de la suite exacte :

Puis on applique la suite exacte de cohomologie, l’image de signn,l est
l’ensemble des f dans M ap(SN,m, 7G/27G) qui sont constantes. En identifiant

et on obtient le résultat.

Rerriarque. Considérons la suite exacte de /C-théorie pour S contenant 2

(voir [Q]) :

1) On suppose que AN est d’ordre supérieur ou égal à 2. Donc, dans

K

Soit Bo le Q[f]-endomorphisme de Map(Is(N),C) défini par
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2) On suppose que JLN est d’ordre 2. Si Map(SN,m,71) est non vide, alors
pour tout f dans le coeflicient A j est nul. La multiplication par 2ir
est donc un isomorphisme de Map(Is(N),71)- sur J-tN,oo. Le 
MS(N) + Map(Is(N),71) est isomorphe à Sw(Map(Is(N), Z), 2). Si r
est d’ordre impair, ce 7l[f]-module est localement libre, stablement libre
sur tout ftrdre maximal contenant 7l[r]. On a le diagramme commutatif
suivant

où h2 désigne la multliplication par 2 et Map(Is(N), désigne le noyau
de l’application Tr de Map(Is(N),7G) dans Z qui à f associe ¿uEIs(N) feu)
et cp applique z E 7Z en l’application f telle que Ver E Is(N), feu) = z.

Soit la suite exacte de K-théorie pour S contenant 2 :

Donc dans 

Par l’application Det, on a un isomophisme entre
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alors h2l) = 2x,’&#x3E; = + 1 - e]) où e désigne
l’idempotent i. Pour tout nombre premier p ne divisant pas
2jrI, 2e -~ 1 - e E Pour tout nombre premier p différent de 2,
2e + 1 - e est une unité de tout ordre maximal contenant 

Les deux propositions précédentes se résument en le théorème :

THÉORÈME 7.4. La suite de suivante est exacte
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