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Automates et fractions continues

par DOMINIQUE BARBOLOSI

I. Introduction 
’ 

Soit n = [0,1] et soient les intervalles 4 (k) = ] 1/2k, 1/2k - 1] pour k =
1,2,3, ... et I-(k) = ~l/2k - 1, 1/2k - 2] pour k = 2, 3, 4, ~ ~ ~, on pose :

Soit W la transformation de SZ dans n définie par :

et soient b, s les applications définies sur n par :

(on convient. de poser b(0) = oo et -(0) = 1).
Pour tout ~ élément de S2 on a alors,

et en posant pour simplifier ~(W’"’(~)~ = et b(Wm(e» = on

obtient :

Manuscrit reçu le 13 septembre 1991, versi6n définitive le 13 mai 1992.
Les résultats contenus dans cet article ont été exposés au colloque "Thémate",
(CIRM, Luminy, Mai 1991).
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avec pour tout i élément de {1,2,’" n), bj e 2N + 1, sj E {-1,+1} et
bi + si &#x3E; 2.

Dans le cas où g est irrationnel ce W-développement est unique, on
l’appelle développement de ~ en fraction continue à quotients partiels im-
pairs (en abrégé f.c.i). Ce développement en f.c.i a été étudié par G. J.
Rieger dans [5], [6], [7] et par F. Schweiger dans [8], [9], [10].

On posera t- = 1/bl + El /b2 + ° ° + et on notera FCI(~)
la suite des convergents de g, ( £-t )n, pour le développement en f.c.i. On a
alors la relation matricielle, (cf. [10]),

De même les développements en fraction continue régulière et à l’entier
le plus proche seront notés en abrégé respectivement f.c.r. et f.c.e.p., et
les suites respectives des convergents de e pour ces deux développements
(p.1q.). et (En/ Fn)n seront notées FCR(ç) et FCEP(ç). T désignera l’opé-
rateur de Q dans S2 défini par T(0) = 0 et T(x) = x-l - (x-1~ si x =1 0,
le T-développement associé à un irrationnel e de S2 est naturellement le
développement en f.c.r. de ~.

Notons que le développement de e en f.c.i. peut encore s’écrire sous une
deuxième forme :

avec ci = = ~1 ~2 ... sj i et 1.

Ainsi, suivant que l’on considère son développement en f.c.r. ou en f.c.i.

(deuxième forme), ~ peut être représenté soit comme un mot infini sur
l’alphabet ,Ao = N*, soit comme un mot infini sur l’alphabet Ai = 2Z + 1.

Dans cet article nous utilisons cette deuxième forme pour associer au déve-

loppement de ~ une factorisation unique (cf. théorème 5) de la matrice des
convergents

1 1

On en déduit un algorithme automatique pour décrire exactement l’ensem-
ble FCI(~) par simple lecture du développement en f.c.r. de ~ (cf. théorème
5). La méthode utilise un morphisme de monoïde libre de l’alphabet A = Z
dans le groupe GL2 (Z). Une étude plus précise de FCEP(~) est également
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donnée (cf. théorème 6). Dans un cas comme dans l’autre on montre que
l’ensemble des convergents q= qui n’apparaissent pas dans FCI(), (respec-qn 

.

tivement FCEP(», est reconnaissable par un automate. On en déduit par
cette méthode que

Cette inclusion, associé à un résultat de H. Jager et de C. Kraaikamp [3]
redonne simplement le résultat de F. Schweiger [10] : pour tout ~ E n B Q,
on a pour une infinité de n,

Ce travail constitue une partie de ma thèse [1] dont le sujet m’a été pro-
posé par P. Liardet que je tiens à remercier pour l’aide constante qu’il m’a
apportée.

II. Passage du développement en f.c.r. au développement en f.c.i.

Commençons par établir quelques formules utiles :

LEMME 1. Soit e := [0; a1, a2, a3, - - -~ le développement en f.c.r. de e G
n B Q. Alors :

(ii) si al = 1, on a
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(ii’) si al &#x3E; 1, on a

Démonstration. Toutes ces égalités s’obtiennent par calcul direct; notons
cependant qu’elles se déduisent aussi des relations matricielles suivantes
plus générales, avec des nombres réels a, b, c et - quelconques :

Soit k. le plus petit entier tel que le quotient ak du développement de e
en f.c.r. donné au lemme 1 soit pair, (on écarte le cas où tous les quotients
partiels sont impairs). -~ El /b2 +...+ £m-1/bm 
le développement de e en f.c.i. Alors = Tmç, £m = 1 et bm = am
pourm=1,~~~,k-1.

Si = 1, le lemme donne

et suivant la parité de ak+2 :
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Si ak+1 &#x3E; 1, on a encore

puis

et suivant la parité de ak+2 :

ou

Nous pouvons continuer cette transformation du développement en f.c.r.
de e en le développement en f.c.i., plus précisement, on a :

THÉORÈME 1. Soit e := [0; ~1,~2~3?’"] ] le développement en f.c.r. de

~ E n B Q, soit e = 1 /bi + £1/b2 ~- ~ ~ ~ + Ek-llbk + le W-

développement de e à l’ordre k et soit p : I~Y -~ N‘ l’application définie

par
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Alors, pour chaque k, I’une des trois possibilités suivantes est satisfaite :

D’autre part, lorsque Ek = -1, on a = 1 si et seulement si ap(k)+l &#x3E; 1
et dans ces conditions : Wk+1ç = TP~k~~/(1 - TP(k)ç).

Démonstration. Posons u = = 1/bk+1 -~ 
v = Tk~~. Supposons que k’ = p(k) et que l’une des conditions (i), (ii), (iii)
soit satisfaite.

Dans le cas u = v, (£k = 1), selon la parité de le lemme 1 donne :

ou

Dans le cas où u = ~/(1 - v), (Ek = 1), comme on a 0  u  1, alors
nécessairement 2, d’où

et selon la parité de 

ou

Soit maintenant le cas où u = 1 - v, (ck == -1). Si akl+l = 1, suivant la
parité de ak’+2, le lemme 1 (ii) donne :
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En particulier, on a toujours ~~~, b~+1 ) ~ ( -1, 1). Si l’on suppose main-
tenant &#x3E; 1, la partie (ii’) du lemme 1 donne :

avec notamment ( -1,1 ) et l’on est ramené au cas précédent.
L’une des trois propriétés (i), (ii), (iii) est donc vérifiée pour k + 1. Pour
1~ = 0, la propriété (i) est évidente avec p(O) = 0, d’où le théorème par
récurrence D

Lagrange a montré [4] que tout nombre quadratique e a un développe-
ment en f.c.r. ultimement périodique. Dans ce cas, ne prend qu’un
nombre fini de valeurs et l’une des trois possibilités du. théorème 1 a lieu
périodiquement, pour k assez grand, selon un multiple de la longueur de
période du développement de e. Il en résulte donc le

COROLLAIRE 1. Pour que e soit un nombre quadratique, il faut et il suffit
que son W-développement soit ultimement périodique.

Le théorème 1 peut s’expliquer en termes d’homographies. En effet, il
montre que le W-développement de e à l’ordre l~ ne dépend que de son
T-développement à l’ordre p(l~), de sorte que l’on obtient :

COROLLAIRE 2. Pour tout 0 et tout t e [0, 1], avec les notations
et définitions d u théorème 1, on a :

où hk(.) est l’homographie définie à partir de la fonction p(.) par :

(c) := t - 1 dans les autres cas, en notant que :

On peut maintenant comparer facilement les convergents du déve-

loppement en f.c.r. de e et les convergents An/ Bn du développement en
f.c.i. :
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THÉORÈME 2. Avec les notations précédentes, on a :

(et ce dernier cas correspond aux indices k tels que (ek, bk+1) _ (-1,1)).

Démonstration. Lorsque Ek = 1, on est dans les cas (a) ou (b) du corol-
laire 2. Le cas (a) donne la première égalité du théorème 2 en t = 0.

D’après la définition de p(.), le cas (b) équivaut à (-l, 1), or

et en prenant t = 0, on trouve encore Ak/Bk = Dans le cas (c),
en prenant t = 1, on obtient

ce qui donne

Lorsque p(k + 1) = p(k) + 2, alors = 1, de sorte que :

et dans ce cas, on n’a pas un médian mais un convergent. Lorsque p(k + 1) =
p(k), cette fois-ci on a &#x3E; 1, et l’on a bien un médian. 0

III. Fractions continues et monoïdes

1. Monoïdes libres

Soit .,4 un ensemble et soit 4* le monoïde libre engendré par ,~4. Les
éléments de ,~4* seront vus comme des mots sur l’alphabet ,~. Si a =
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~1~2 ’ ’ est un tel mot, formé par juxtaposition de lettres ai de .~4, on
dit que a est de longueur m et on écrit lai = m. Le mot vide est noté
A, il correspond à l’élément neutre de .~l* et sa longueur est 0. La loi
du monoïde ,A* correspond à la concaténation (a, (3) -7 af3 des mots; si
a = a1 a2 ... am et f3 = g1 g2 ... bn alors a1 a2 ... Dans la
suite on choisit pour ,A l’ensemble des entiers relatifs Z et on introduit sur
,~* l’automorphisme de conjugaison a - à obtenu en remplaçant chaque
lettre par son opposée au sens de la structure de groupe habituelle de Z. On
s’intéressera aux sous-alphabets = N* et Ai = 27~ -E-1. A tout irrationnel
e de [0, 1] son développement en f.c.r. £ = ~0; a1, a2 ~ ~ ~ ~ 1 fournit une suite
de dans (,Ao ) * , et de même, le développement
en f.c.i. de ~ = 1 /b1 + El /b2 -~- ~ ~ ~ écrit sous la deuxième forme à savoir

fournit une autre suite de mots c’ := dans Ai. Notons que
ces mots sont soumis aux inégalités

~ 1 ~ + 2, pour tout entier n &#x3E; 1,

où désigne le produit de cn par dans Z et := xllxl sur R*.
Notre objectif est de considérer les produits matriciels étudiés au chapitre
II comme les images d’un même homomorphisme de monoïde.

Soit K le sous-groupe de GL2(Z) engendré par les matrices

Classiquement, le groupe SL2(Z) est engendré par L et SJ de sorte que K =
GL2(Z) puisque GL2(Z) = (SL2(Z» U S.(SL2(Z». Notons les relations
élémentaires suivantes, (en désignant par I la matrice identité) :

En particulier Ko = et forment des

sous-groupes commutatifs isomorphes. Nous définissons également une
conjugaison sur GL2(Z) au moyen de l’automorphisme intérieur g - y



10

déterminé par S, i. e. g := SgS-1 (= SgS). Le groupe des points fixes de
cette conjugaison est précisément le sous-groupe 

Pour tout a 6 7G, (et même ~C), on a La = C 0 1 J ’ ,Ra = (a 1) et
les relations :

LEMME 2. Le rnonoïde engendré par les matrices R et L est libre.

Démonstration. Soit A = A’ une relation entre des produits de puis-
sances strictement positives de R et L. Quitte à multiplier à gauche par R
et à droite par L, on peut supposer que cette relation est de la forme :

avec m et n pairs, et les entiers strictement positifs. On doit montrer
l’égalité des mots et a1 a2 ~ ~ - a~ . Mais en termes d’homogra-
phies, l’égalité A = A’ se traduit par

pour tout tER. L’unicité du développement en fraction continue régulière
des irrationnels entraîne ~1~2 ’ ’ am = a1 a2 ~ ~ ~ a~ .

On définit maintenant l’application m : .,4* -~ GL2(Z) par = I,

En remarquant que on en déduit l’égalité :
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THÉORÈME 3. L’application m : ,A* -~ définie en (3) est un mor-
phisme injectif de monoides : pour tous a et (3 dans A * on a 
m(a)m((3). De plus

Démonstration. Soient a et (3 des mots de ,A*. La formule (4) donne
immédiatement = D’autre part, la relation sur les con-

jugaisons résulte directement des définitions, de la relation SJS = -J et
des égalités (2).

Démontrons maintenant l’injectivité de m(~). Si m(a) = m(,~3), on a aussi
m(aa) _ et comme laal et 1001 sont de même parité, on en déduit
l’égalité aa = (3(3 d’après le lemme 2. Il

2. Algorithmes de factorisation

Commençons par donner quelques formules.

LEMME 3. Soit a une lettre de l’alphabet A (= Z) et soient u, v des entiers
relatifs. Alors on a :

Démonstration. Il suffit d’effectuer les produits matriciels correspon-
dants. 0

LEMME 4. Soit 1 un mot (éventuellement vide) sur l’alphabet ,A (= Z) et
soient a, 6~ c des lettres de A. Alors, on a :

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme précédent en tenant compte
des propriétés d’homomorphisme de m(.). 0
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THÉORÈME 4. Soit cx = un mot sur l’alphabet .Ao = N~ * de

longueur n. Alors il existe une factorisation unique de noe(a) sous la forme :

où les ~3i sont des mots sur l’alphabet ,A1 = 2N + 1, la dernière lettre dj de
f3j 2 pour 1  j  &#x3E; 2, A E 
et p un mot sur l’alphabet Ao de longueur au plus 2, avec l’une des trois
possibilités suivantes :

Démonstration.

Ezistence. Si cx E (A1+)* alors m(a) = avec a = {3, p = A et
A = I. Dans le cas contraire, écrivons a sous la forme a’aa" avec a pair,
alors, d’après le lemme 4,

avec 1 sur l’alphabet ,Ao de longueur strictement inférieure à celle de a. On
est donc ramené par induction finie à examiner les cas où a est de l’une

des formes avec a, b, c entiers &#x3E; 1, d’où les différentes formes
données en (Ci ) , (C2), (C3 ), par application du lemme 4 et de la propriété
de morphisme de m(.). Les inégalités sur les di résultent directement de
l’application des égalités du lemme 3.

Unicité. Remarquons que si -y = ci ’ ’ ’ Cj est un mot sur ,~, on a :

Il en résulte que dans le cas (Ci), on a une égalité matricielle du type

où 1£ j 1 = 1 et les b~ sont des entiers impairs positifs pour 1  j  m, tels

que bj ~- e~ &#x3E; 2 pour 1 ::; j ::; m -1, et m == En particulier,
pour t e [0,1], on a
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le dernier membre de ces égalités étant le W-développement de et à l’ordre
m. En choisissant t irrationnel, ce développement est unique, d’où l’unicité
de la factorisation (5), la dernière lettre de chacun des mots f3i, 1  i  m-1

étant déterminée par les indices j tels que s j-1 = -1.

Dans les cas (C2) et "( C 3), prolongeons le mot a en ac, de sorte que

m(f3k)Ô.m(p) devienne respectivement m(f3k)ô.m(a + 1)Sm(l(c - 1)) ou
m(f3k)Ô.m(a’ + 1)Sm(c + 1). Prenons c pair, on est alors ramené au cas
(Ci), et si /~l,C~z ~ ~ f3k = bl ~ ~ ~ les bj étant des entiers impairs positifs,
en posant sm = dét(A), on a :

dans le cas (C2 ) et

- 
---

dans le cas C3. L’unicité du W-développement détermine entièrement la
suite ainsi que A et p, d’où l’unicité de la factorisation dans tous
les cas. 0

DÉFINITION . Soit 1 un nombre irrationnel dans SZ de développement en
fraction continue à quotients partiels impairs _l /b1 -~- -~ ~ ~ ~ . La
factorisation unique (~) permet de définir N* ~ N* par :

Dans le cas (Ci) du théorème 4 on a t = = Le cas (C2)
donne W"~’~~~ = 1 - puis = Tne) et le cas (C3)
donne = 1 - = + T~’~). Au vu du théorème 2 le
cas (C2 ) correspond à l’apparition des médians lorsque &#x3E; 1, avec

On peut améliorer cela :

THÉORÈME 5. Soit e = [0; ai, a2,... , , an, · · ·~ ] un nombre irrationnel dans
n donné par son développement en f.c.r. de convergents soit
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son développement en f.c.i. de convergents (Am/Bm), et soit w(~) la suite
définie ci-dessus. Pour tout n on note (C) - (C’) - (C") lorsque le cas
(C) est vérifié pour n, le cas (C’) est vérifié pour n + 1 et le cas (C") est
vérifié pour n + 2. Alors, avec les notations du théorème 4, on a :

Démonstration. Posons pour simplifier

et w(n) = m. Dans le cas (Ci), d’après le théorème 4 on a E,, = Dans
le cas (C2), supposons an+1 &#x3E; 1. Alors, avec les notations du théorème 4
et le lemme 3, on a en posant := m((31)S ... Sm((3k) :
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Le lemme 3 (f2) donne alors

par suite : 1 c’est-à-dire :

Supposons an+1 = 1; cette fois-ci, on a m(a1 ...anl) = Le

lemme 3 (f3) donne donc

d’où encore l’égalité (7). On remarquera que dans ce cas Pn+l = pn-i 
et qn-1 + qn . Dans le cas (C3 ~, on a an - 1, et pour c = 

c’est-à-dire

Le passage à n + 1 donne + 1) = w(n) avec le cas (Cl) si c est pair et
le cas (C2 ) sinon. Pour obtenir les divers cas du théorème il sufiit de suivre
les cas précédents en passant de n à n + 1 puis à n + 2. 0

COROLLAIRE 3. Lorsqu’un médian (pin + + qn+l) appartient à
FCI(e), alors les convergents pn/qn et pn+1/qn+1 sont aussi dans FCI(e).

COROLLAIRE 4. Le convergent n’apparaît pas dans FCI(E) si et seu-
lement si pour m = w(n) on a, dans le W-développement de ç, em, _ -1 et

3.

En effet, la disparition d’un convergent correspond au cas (C2~ - (C3)
dans le théorème, avec (C2) vérifié pour n et = 1.
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3. Fraction continue à l’entier le plus proche (f.c.e.p.)

Soit ~ un irrationnel dans 52. Envisageons son développement à l’entier
le plus proche (f.c.e.p.) introduit par A. Hurwitz [2], à savoir

la suite des couples (ei, hi~, i &#x3E; 0, étant déterminée de manière unique par
les conditions :

On a par ailleurs ho = 1 et eo = -1 si 0  ~  1/2 tandis que ho = 0 et
eo = +1 si 1/2  ~  1. Rappelons que FCEP(~) désigne l’ensemble des
convergents

Les entiers En = En(~), Fn = F,,(~) sont donnés par le produit matriciel :

Nous poserons dans la suite :

A. Hurwitz a démontré que FCEP(~) C FCR(e). Nous redonnons ce
résultat sous une forme plus précise :

THÉORÈME 6. Soit e un irrationnel dans n de développement en f.c.e.p.
(8~. Associons à e la suite v : N‘ -&#x3E; N‘ définie par
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Démonstration. A la suite déterminée par le développement en
f.c.e.p. de ~, associons la suite définie par

D’après (6) on peut écrire :

et par les formules du lemme 5, on obtient simplement,

Pour tout i &#x3E; 1 on a 2 et hi -E- e2 &#x3E; 2, donc hi - Ci-l - 1.

Introduisons le mot hi, d’une ou deux lettres sur l’alphabet ,Ao, défini par
hi :== (hi - si e, = -1 et hi := (hi - ci-l) si ei = +1. D’après
le lemme 3, on a la relation :

Le théorème 3 montre que le mot hi est uniquement déterminé par cette
relation. Par définition on a = 1 + Ei, et par suite, en remarquant que
A = 1~ lorsque a == 0,

Par construction on a :

Regardons maintenant les matrices comme des homographies (sans changer
les notations), alors si

par définition du développement en avec 0  77n 

1/2. Posons : 
- ___ ___
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Si en = 1, alors En == 0 et

L’unicité du développement en f.c.r. implique donc fin = e,(,) (= 

J ...

mais l’image de ~0,1/2~ dans l’homographie t - &#x3E; t/1 - t est égale à ~0,1~
de sorte que maintenant on a ~v~n~ - ~/(1 " avec a~,~ n~ - 1. D’où

£v~n&#x3E;-1 = 1 / ( 1 + ~~,t n~ ) et par suite = 1 - £~~n&#x3E;_i . Dans tous les cas

et par suite

On a donc 5n = si en = -f-1. Dans le cas où en = -1, par définition de
on a = 1 et v(n) = v(n - 1) + 2, d’où Pv(n) = +: =

ce qui donne dans tous les cas :

IV. Automates de factorisation et convergents

Un g-automate (fini, déterministe) est un quadruplet (S, 9,~, So) où S est
un ensemble fini (l’espace des états), 9 est un alphabet fini à g éléments
auquel est associé un ensemble d’iqstructions 4l formé d’applications 4lx :
S -- S définies pour toute lettre x de l’alphabet 9, et où So est un élément
particulier de S appelé état initial. Un tel automate est essentiellement
donné par un graphe orienté sur S dont les arcs sont indexés par 9 et
correspondent aux instructions de l’automate. Nous allons associer un au-
tomate au développement en f.c.i. et faire de même pour le développement
en f.c.e.p. Ce qui nous intéresse est de déterminer de manière automatique
la disparition des convergents du développement en f.c.r. de e dans FCI(E)
et dans FCEP(e).
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1. Introduisons l’alphabet Ç = image de ,Ao par le morphisme
f défini par = 1, f (2n~ = p et f (2n - 1) = i, n e N*. Soit
S = l’espace des états défini par les trois cas du théorème
4. Prenons Ci comme état initial. Les instructions associées aux lettres

x de B sont données par le graphe orienté suivant :

Ce 3-automate (s, 9, ~, permet de reconnaître les divers cas du théo-
rème par simple lecture des mots f (a1 ) ~ ~ ~ J(an). Plus précisement, si pour
simplifier on note 4l,; au lieu au mot a = a1... an (n &#x3E; 1) nous
associons l’application

D’après le théorème 4, la factorisation (5) de m(a) est de la forme (Ci) si
et seulement si (Ci). La lecture de cet automate donne aussi un
moyen de déterminer le développement en f.c.i. à partir du développement
en f.c.r. Retenons la caractérisation suivante qui résulte du théorème 5 et
complète son corollaire 4 :

THÉORÈME 7. Avec les notations précédentes, les convergents n’ap-
paraissent pas dans FCI(E) si et seulement si (C3).

2. Soit [0;c~’’’,c~’-’] ] le développement en f.c.r. de e et revenons
sur son développement en f.c.e.p. (8). On passe du premier au second
en "singularisant" de gauche à droite les "1" dans la suite des Plus

précisément à l’étape initiale on a

puis on applique la formule classique de "singularisation" (cf. [1]) :
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En termes de produit matriciel, cela revient à factoriser en

utilisant les formules suivantes (données pour a et c dans ,A) et la propriété
de morphisme de m(~~ :

m(lc) = LSm(c + 1),

m(alc) = m(a + 1),
et plus généralement, par récurrence sur r &#x3E; 1 :

m(alTc) = m(a + 1)(Srn(3)) r21 Srra(c + 1) si r est impair,
= m(a + si r est pair.

Introduisons la factorisation de a := 0~1 ’ ’ an dans ~4~ mettant en évidence
les "1" sous la forme :

où les ai sont des mots non vides dont les lettres sont des entiers &#x3E; 2 avec

ro &#x3E; 0, rk &#x3E; 0, rj &#x3E; 0 pour 0  j  k. Distinguons maintenant deux cas :

(0) : l’entier r~ est pair,

(I) : l’entier rk est impair.

Lorsqu’on passe de a à aan+,, alors on passe de (0) à (I) seulement si

an+1 = 1, on passe de (0) à (0) seulement si an+1 &#x3E; 1 et on passe de (I)
à (0) quelle que soit la valeur de an+l. Soit (~,,t3, ~Y, (O)) le 2-automate
déterminé par £ _ {(O), (I)}, Ci = les instructions déterminées

par le graphe orienté suivant :

Remarquons que pour passer du développement en f.c.r. à celui en

f.c.e.p., la singularisation de "1" ne se fait que lorsqu’on passe de (0) à
(I). Soit g : Ai - ~3* le morphisme de monoïde défini par := a si
x est un entier &#x3E; 2 et := 1. Le 2-automate (£,8, T, (0» permet de
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reconnaître la "singularisation" des "1" (et donc la disparition des conver-
gents du développement en f.c.r. dans FCEP(ç)) par simple lecture des
mots Plus précisément, posons pour simplifier au lieu
de Au mot a = a1 ~ ~ ~ (n &#x3E; 1), nous associons l’application

On a donc démontré le résultat suivant :

THÉORÈME 8. Avec les notations précédentes, les convergents pn /qn n’ap-
paraissent pas dans FCEP(~) si et seulement si (I).

Nous sommes maintenant en mesure de comparer très simplement les
convergents pour le développement en f.c.e.p. et ceux obtenus par le

développement en f.c.i. :

THÉORÈME 9. Pour tout nombre irrationnel e dans SZ on a :

Démonstration. Utilisons les deux automates précédents. Soit a =

D’après le théorème 7 le convergent régulier n’appartient
pas à FCI(~) lorsque (Cz) et an+l = 1. Si an &#x3E; 1 on a 

(0) et l’état suivant est (I), donc n’appartient pas à FCEP(E) d’après
le théorème 8. Si an = 1, on a a = avec r &#x3E; 1, f3 = 
et an-r &#x3E; 1. Comme (Cz), le 3-automate (S, Ç, 4l, So) donné
ci-dessus montre que 4l,(Ci) = (C2) et que r est pair. Mais on a aussi

(0) et par suite (0) et (I), donc là encore
n’appartient pas à FCEP(e). 0

Comme application de ce résultat, nous retrouvons un résultat de F.
Schweiger [10] :

COROLLAIRE 5. Pour tout irrationnel e de SZ on a :

pour une infinité d’entiers n.

En effet, cette propriété a été démontrée pour les convergents dans
FCEP(E) par J. Jager et C. Kraaikamp [3], d’où le résultat pour les con-
vergents dans FCI(~).
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