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Problémes de construction
en multiplication complexe.

par REINHARD SCHERTZ

Introduction

Les résultats classiques en multiplication complexe de Weber [36], Fricke
[15], Fueter [16] et Hasse [18] fournissent des constructions explicites pour
les extensions abéliennes d’un corps quadratique imaginaire par des valeurs
de fonctions modulaires et de fonctions elliptiques.

Soit K = Q(v/dx) un corps quadratique imaginaire de discriminant dg, f
un idéal entier de K et K(f) le corps de classes de rayon f sur K. Pour la
construction de K (f) on considére d’abord le corps de classes H de Hilbert
de K, contenu dans K (f). H est engendré sur K par l'invariant modulaire
J(O) de ’anneau O des entiers de K,

(1) H = K(5(0)).

Pour ce qui suit il est utile de rappeler les fonctions qui interviennent dans
la définition de ’invariant modulaire j(L) d’un réseau complexe L :

2) (L) = 12"———92((12)‘,
(3) ' A(L) = go(L)* —27g3(L)?,

Manuscrit regu le 22 mars 1992, version révisée le 18 juin 1992.
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1
g(L) = 60 > =
@) wer\{0}
1
ga(L) = 140 =
werl\{0}

Notons aussi la relation entre le discriminant A et la fonction 7,

ol w1, ws désigne une base arbitraire de L avec Im(wq /ws2) > 0. La fonction
7 est définie par D’égalité

(6) n(z) =¢"J[(1-q"), ¢ = ™ Im(z) > 0.
n=1

Si ’on pose de plus

_9735 9298 g £ 3 4,

A )
2
(7) G = 2834%, si die = —4,
2"3“%, sidy —3,

on peut donner une interprétation géométrique a (1), & savoir que H est
engendré sur K par des coefficients de la courbe elliptique

y? = 42° — g2(0)G(0)’z — g2(0)G(O)*, si dr # —3, -4,
®)  y* = 42' - g2(0)G(0), si dje = -3,
y? = 42° — g,(0)G(O)z, sidy = —4.
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Pour la construction de K (f) a partir de H on utilise les points de torsion
de la courbe (8). Plus précisément, soit

© 01D = 5+ ¥ |- a

«w€L\{0}
la fonction de Weierstraf} attachée & un réseau L, et pour un idéal a dans
K soit
(10) 7(z]a) = G(a)p(z | a)°
la fonction de Weber, ou I’exposant e est égal a 1 si djr # —3,—4 et a 3,
resp. a 2 sinon. La racine e-iéme de 7(z | a) et sa dérivée multipliée par

G(a)*/? vérifient ’équation (8) et fournissent une description des points de
torsion de (8). On a un résultat analogue au cas cyclotomique :

(11) K(f) = H(r(€] 0))

& est un point primitif de f-division dans K, c’est-a-dire

(12) £0 = % (notons = o0(&,0) = o(§) ),

ou a est un idéal entier de K, qui est premier avec f.

Par combinaison de (1) et (11) on obtient

(13) K(f) = K((0),7(£0)).

De plus on a des formules explicites pour les conjugués de ces valeurs, a
savoir

J(0) 9 = j(c™),

14
- (€ 10)"0 = r(€ |7,
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pour tout idéal entier ¢ de K, ol o(¢) désigne I’automorphisme de Frobenius
attaché a c.

Bien que jolie du point de vue géométrique, cette construction de K(f) ne
nous donne aucune information sur les problémes suivants :

Groupes d’unités,
Nombre de classes,
Anneau d’entiers,
Structure galoisienne,

Génération numérique.

Le but de cet article est de faire le point sur quelques progres, qu’il y a eu
a cet égard durant ces derniéres années. Pour traiter ces problemes avec
des fonctions modulaires et des fonctions elliptiques, il faut distinguer les
deux extensions H/K et K(f)/H. C’est la premiére, qui pose le plus de
difficultés. La deuxiéme extension posséde comme analogue géométrique
extension Q((s)/Q, (s = e>™/f, f €N, oli les problémes en question ont
été résolus par les travaux de Leopoldt [20]. En fait des résultats analogues
ont été obtenus au cours des derniéres années aussi pour K(f)/H.

Le cas H/K

L’engendrement de H par des valeurs singuliéres de j n’est pas trés utile
pour les problémes en question. Numériquement ces valeurs sont extréme-
ment grandes, et les résultats récents de Gross et Zagier [17] montrent, que
leurs factorisations et aussi celles de leurs différences en produit d’idéaux
premiers sont assez “sauvages”. Un exemple convaincant de ce phénomeéne

est le corps K = Q(1/—163), ol H = K et

(15) j(0) = 2'83%5%23%29".

D’autre part parmi les fonctions modulaires ou elliptiques les seules alter-
natives a j sont essentiellement les quotients des valeurs singuliéres de A.
On sait par des résultats classiques que

(16) f(%—)) € H
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pour tout idéal a de K. L’action du groupe de Galois est analogue a (14) :

(17 (A(a) )”(c) _ Afac)

A(0) A
et de plus ces nombres ont une factorisation simple
A(a
(18) Als) ~ a2
A(0)
Avant de discuter la construction d’unités, qui est évidente par la derniére

relation, nous nous proposons d’abord d’engendrer H par ces quotients. On
ale

THEOREME 1. Pour tout idéal a,b non principal de K et pour tout n € N

p =k ((5%))
9 H = K ((£8338)").

Grace a (16) et (17) la démonstration du théoréme consiste a prouver que
Paction de o(c) sur les quotients est non triviale pour tout idéal entier ¢
non principal. L’outil essentiel de cette démonstration est comme dans [27]
la formule de Kronecker pour la valeur en s = 1 de la fonction

(19) Lis|x) = Zl—f,‘(%.—

attachée a4 un caractére x du groupe des classes absolues de K. Dans la
somme g parcourt ’ensemble des idéaux entiers de K, et N(g) désigne la
norme absolue de g. D’aprés la formule de Kronecker [21] on a

(20) cL(l|x) = Y x(c)log | N(e)*A (™) |

cECxmodDlPx
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avec un facteur ¢ # 0. Ck et Px désignent le groupe des idéaux de K et
le sous-groupe des idéaux principaux. La démonstration du théoréme se
déduit maintenant du fait que L(1 | x) # 0.

Dans beaucoup de cas les générateurs du théoréme ont méme des racines
24-émes dans H. Si ’on pose

A(a)A(b)

(21) G(a,b) = W,

il est démontré dans [30], que

a=1h-1

(22) /e(@,0) (5OWVi0)—12°) © T €H -

pour tous les idéaux entiers a,b de K premiers & 6 de normes a,b. La
définition des racines dans (22) est évidente par les formules (2), (5) et
dépend des bases choisies dans a,b et 0. En fait, pour que (22) soit vraie,
il faut normaliser les quotients de ces bases de la maniére décrite dans [30].

Les extensions de H engendrées par les racines des valeurs de j et de j — 127
dans (22) sont bien connues. Suivant [24] on a

H,si31dx,

(23) H (3“’ j(O)) = {K(3), si 3 |dg,

et

: H,si24{dy,
(24) H (V 3(0) - 123) = {K(?), si 2| dg.

Ainsi les extensions engendrées par %/¢(a,b) sont évidentes.

Nous nous proposons maintenant de décrire le groupe des unités de H,
qu’on peut construire par ces racines. D’abord il est immédiat par (18) que
ce sont des unités. De plus on a le
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THEOREME 2. Soit U,y le sous-groupe des unités de H, qui est engendré
par les racines de I’'unité de H et par les racines n-iémes, n | 24, des éléments
(21) contenues dans H. Alors on a la formule d’indice

hy = [Ef :Ual
ou hy et Ey désignent le nombre des classes et le groupe des unités de H.

La démonstration de ce théoréme est une fois de plus une application de la
formule de Kronecker combinée avec la décomposition

(25) ¢u(s) = JTL(s,x)

de la fonction zéta de H, ol x parcourt les caractéres du groupe des classes
de K. Si ’on considére dans (25) les valeurs en s = 1, on obtient & gauche
essentiellement le produit hy Ry du nombre des classes et du régulateur
de H, et a droite le produit sur les termes donnés par (20). Aprés cela un
calcul facile de déterminant de Frobenius permet d’obtenir le théoréme.

Il faut bien noter ici, que des formules analogues ont été trouvées pour
tous les sous-corps d’une extension abélienne de K avec essentiellement
les mémes méthodes dans [26]. Pour démontrer le type de formule qu’on
obtient pour ces corps nous allons considérer un exemple. Soient K; =
Q(/n),t = 2,3,6, avec n € N\ (N2 UN?) et hy les nombres des classes de
K,. Pour obtenir une formule analogue au théoréme 2 nous considérons le
diagramme suivant

(26)
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ou Ng = KgK est la cloture galoisienne de Kjg, x le caractére de K qui
appartient & ’extension Ng/K, f le conducteur de x et Hy le corps de
classes d’anneau de conducteur f de K. Soit If le groupe des idéaux
propres de l'ordre Oy = Z+Zfp, p = _—HQE Alors x peut étre considéré
de fagon naturelle comme caractére de I5. Puisque x est d’ordre 6, il existe
deux idéaux a,,a_y € Iy, tels que

(27) x(a,) = p, x(a-1) = -1,

et on trouve que la norme relative

_ A(a,)A(a—)
(28) € = Ny, /n, (A(a,,u_1)A(5f))

est une puissance 24-iéme d’une unité de Kg.

THEOREME 3. On a la formule

6

h 24
= (B BBy )

ol h; et E; désignent le nombre des classes et le groupe des unités de Ky,

t=23,6.

Ce théoréme montre d’abord une divisibilité non triviale entre nombres de
classes, qui d’ailleurs ne se déduit pas du théoréme de Brauer [1]. En fait
on peut montrer qu’il n’y a pas de relation entre les caractéres de Ng/Q,
qui permette de démontrer une telle divisibilité de hg

Une autre application de la formule du théoréme 3 est le calcul simultané
de hg et Eg a partir hy et Ey, t = 2,3. Une méthode explicite a été décrite
par Nakamula [22].

Enfin il est intéressant de noter que I'indice dans la formule du théoréme
3 peut devenir arbitrairement grand. Une telle série de corps K¢ a été
construite dans [33].

L’expérience numérique montre que les racines de (21) fournissent des
générateurs trés simples pour H et plus généralement pour les corps de
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classe d’anneaux. L’exemple suivant a été traité par plusieurs mathémati-
ciens. Soit K = Q(v/—47). Alors hx = [H : K] = 5, 7 est décomposé,
7 = pp, avec p ¢ Pk, et la racine

2 NG S 1 Ve
(29) Vo) = s e= DT

est un générateur de H, qui satisfait I’équation irréductible

(30) X5 XY _92X?_2X -1=0.

Il est assez surprenant de constater, qu’un générateur pour H/K a été
trouvé par Weber [36] en montrant, que cette équation est satisfaite par

1 . _ _;_jn( 2 )
(31) %f(\/—47), ou f(z) = e e

Cette coincidence s’explique par un résultat numérique de Scharlau, qui a
trouvé que (30) fournit un générateur pour H/K a coefficients minimaux
dans un certain sens.

Au vu de cette minimalité on a ’espoir de trouver parmi ces racines des
bases de puissances pour les anneaux d’entiers des extensions en question.
Malheureusement il n’y a pas encore un résultat général sur ce point. Il est
donc intéressant de considérer un exemple numérique. Soit

(32) dir =5mod 8 et 3tdy.

Alors on a le diagramme
(33)
K(2)
~ N
3' K(2) g
" 3 01\’(2)*"
™~

+
H\

On+
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avec K(2)T = K(2)NRet Ht = HNR.

L’indice
(34) i =[O+ : Og+18]], ot 8 = f(Vdy),

est trés petit dans beaucoup de cas. Par exemple sous I’hypothése (32) on
a i = 1 pour tous les corps tels que hx = 1,2. Malheureusement ce n’est
pas toujours le cas. Mais on trouve, que pour | dx |< 1500 on a 7 < 34. La
petitesse de i est intéressante au vu de I’estimation suivante de 6, qu’on peut
déduire aisément de P’écriture en série de f(z) sous I’hypothése hr =1 :

(35) i2 |di | = |discr(8) | > copret VI

avec une constante c.r¢, qu’on peut déterminer effectivement. Si I'on pou-
vait démontrer que ¢ = 1 sous ’hypothése hx = 1, Pestimation (35) im-
pliquerait une nouvelle démonstration du théoréme de Heegner-Stark sur
les corps quadratiques imaginaires avec nombre de classes un. Il est aussi
intéressant de noter, qu’une estimation analogue & (35) peut étre obtenue
dans le cas plus général ol le groupe des classes de K est de type (2,...,2).
La détermination compléte de ces corps n’est jusqu’a présent pas encore
terminée.

Le cas K(f)/H
L’analogue de A pour I’extension K(f)/H est la fonction de Felix Klein

w 2mi wi \?
l) — e—zz /20'(ZIL)T) (w1) ,
2

w2

(36) oz

qui est une normalisation de la fonction o d’un réseau L. z est une variable
complexe, wy,ws est une base de L normalisée par Im (-‘:ﬂ-) > 0. z* est
défini par

(37) ' = aim + a2

avec les quasipériodes
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o' o! .
(38) i = ';(Z +wlIL) - -;(ZlL)) 1=1,2,

et les nombres réels aq, ay définis par I’égalité

(39) Z = aqwq + aws.

La nature algébrique des valeurs singuliéres de ¢ a été découverte par Ra-
machandra [23]. Pour des raisons de simplicité nous fixons une base wy, w,
dans un idéal a de K, et nous notons

(10) o) = o (€1 ek

THEOREME 4. Soit £ € K*,0(¢,a) = f, et f = min(fNN). Alors on a

p(Ela)'™ € K(f).

De plus pour A € O, premier avec 12f, I’action de I’automorphisme de
Frobenius o()) est donné par

p(€la)' 2" = p(er|0)".

La factorisation de ¢(£|O) est analogue  la factorisation des unités cycloto-
miques 1 — exp("’—}"). Suivant Ramachandra [23] et Kubert-Lang [19] on a
le
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THEOREME 5. Avec les notations du théoréme 4 on a la factorisation

1 , st o(&¢,0) est composé,
ooy ~ {0 (€,0) est composé,
p?er st o(&,0) = p”, p un idéal premier.

¢ désigne la fonction d’Euler dans K.

L’étude des cas particuliers et des exemples numériques nous conduit par
analogie avec le théoréme 1 4 la

CONJECTURE.

K(f) = H(p(£|O)'*), f=o(,0).

En effet, on a par la formule de Kronecker une relation analogue a (20)
entre p(£|0) et les valeurs L(1 | x) pour tous les caractéres x de K(f)/K.
Mais malheureusement il arrive trés souvent que le facteur ¢ soit égal a
zéro, et donc on ne peut plus conclure que les conjugués sont différents
entre eux.

Pour des raisons multiples il est intéressant de considérer les valeurs de
¢ elleméme au lieu des puissances 12f-iémes. Suivant un théoreme de
Sohngen [34] ces valeurs sont contenues dans K(12f2), et on peut calculer
les conjugués d’aprés une méthode de Stark [35]. Les résultats de [28] mon-
trent que dans la plupart des cas ¢(£]|O) engendre une extension propre de
K(f). Le résultat pour les quotients est plus intéressant. Un cas particulier
d’un théoréme démontré dans [28] est le résultat suivant. Soient

f= fifs avec f1 €N, fo primitif,
(41) f3 = la partie “ramifiée” de fo et
fi = N(2),
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ou N(.) désigne la norme. Avec ces notations on a le

THEOREME 6. Soit A € O avec N(A) = 1 mod 12f; f},a un idéal de K et
£€K\a. Alorson a

p(§Aa)
w(€la)

ot { est une racine de 'unité, qu’on peut déterminer explicitement.

¢ € K(f), f=ol¢ a),

Notons aussi, que d’apres le théoréme 5 les quotients du théoréme 6 sont
des unités. On peut s’en servir pour établir des formules de nombres de
classes analogues aux théorémes 2 et 3. Par les méthodes utilisées dans [28]
on peut par exemple démontrer le

THEOREME 7. Soit hxr = 1 et p {6 un idéal premier de degré un non ramifié
dans K. Nous fixons un générateur A de (O/p)*, qui satisfait A = 1 mod 12
et un élément £ € O avec o(§,0) = p. Suivant le théoréme 6 il existe une
racine de 'unité {, telle que

©(£)|0)

€ = (————=

¢(£|0)

est une unité de K(p). Enfin soit U le sous-groupe des unités de K(p)
engendré par

{€” | o € Gal(K(p)/K)}

et les racines de I'unité contenues dans K(f). Alors on a la formule

hiw = [Exe U]

Les quotients du théoréme 6 sont aussi trés utiles pour obtention de
résultats sur la structure galoisienne de K(f). La raison pour ceci con-
siste en une relation additive démontrée dans [32], dont nous citons un cas
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particulier. Soit n € N,y € Z et x un caractére de Z/nZ. Alors on a pour
z € R l'identité

(49) oy w(ﬁﬁ ‘i’) X ()

nw
1

nw
1

Oi’) ga(nz+u0+aw

nw nz
1 /¥

av(ﬂ
- — e?m'n,zn (”(nw)) "

2mia/n

ol a est défini par x(1) =e

Nous considérons maintenant une spécialisation de (42). Soit g un idéal
primitif de K de norme g premiére avec 6. Puisqu’on a I'isomorphisme

Z/9Z =5 Gal(K (g%) /K(9)),

4
(43) vigZ —  o(l+vg)

tout caractére de Gal(K(g%)/K(g)) peut étre interprété comme caractere
de Z/gZ. Nous fixons une base de g

(44) 6 = Za+Zg, Im(a) > O,

et un vy € Z, tel que

(45) vg = 0 mod 12 et vg(1 + vy) premier avec g.

Posons encore

(46) 8=

‘le Q
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Alors on a avec ces notations le

TuEOREME 8. Il existe une racine g-iéme ¢ de I'unité, telle que

1 Vo IB
Gk,

Do = ¢ 115 € K(g),
14 g |1
1 v+ | B
P\# g |1
2) porQ+rvg) — C 1 ” ﬂ , VELZ,
S0(9_2 g 1)
3) (0,x) = S, 0°0+vDy(v) ~ g pour tout caractére y de
v mod g

Gal(K(9%)/ K (g))-

Le point 1) est un cas particulier du théoréme 6. La démonstration de 2) est
comme le théoréme 6 due 4 la méthode de Stark [35], et 3) est obtenu par
la formule (42) en combinant les factorisations (18) et celles du théoréme

5.

Nous considérons maintenant 1’ordre associée de K(g?)/K(g) :

(a7) A = {y € K©)[G] | Og7 C Oxan)

avec G = Gal(K(g%)/K(g)). L’action de y = Y a,o sur les éléments £ de
g€G
Ok (g2) est définie par

(48) €y = Za,,f”.

aT

Par la construction explicite de A on peut déduire du théoréme 8 le théore-
me suivant, qui généralise un résultat de Cassou-Nogués et Taylor [2].
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THEOREME 9. Avec I’élément 6 du théoréme 8 on a : Oy = 0A.

En suivant les arguments donnés dans [2], il suffit de construire A dans
le cas ol g = p™ est la puissance d’un idéal premier. Pour ceci nous con-
sidérons comme dans [32] la dérivée logarithmique normalisée de la fonction
de Weierstra8 :

(49) W(z) = “’(z II OO)) /A 0)

ou la racine 12-iéme est fixée par

(50) Y/A©) = =y (“’—‘)2 |

W w2

et le choix d’une base wy,wq avec I'm ( ) > 0 dans O. Nous définissons

en outre le polynome

(51) ha(X) = [T (X-Wta)),

a€p~™

a mod O

ou les valeurs de W(«) sont contenues dans K (24p™). Nous posons

N/M = K(p*™)/K(p™),

. N/M = K(24p*™)/K(24p™),
(52 G = Ga(N/M),
G = Gal(N/M),

et nous allons construire d’abord P’ordre associé A de N/M. Pour ceci il
suffit de construire les composantes locales de A
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(53) A, = O,A.

Par un calcul de discriminant (voir [32]) on obtient

) Ox[G, si. Pip,
54 A 92 .
(54) B =) Ogoo+ S Oy, si B p,
1=0
avec
(55) 0o = 0(l + 24wa), a€p™™,

ol w est un élément de p2™ \ p?2™~1 et

W(a)*
56 T, = - 0an-
(56) 2 W)
o mod O
Au vu de 'isomorphisme
G — G

(57)

o — o|N

255

on peut identifier G et G et considérer A comme contenue dans A. Enfin

on obtient

Il

(58) A = AnM[G].

Nous nous proposons maintenant de construire I’anneau des entiers de K(f)
pour un idéal entier f arbitraire de K. Comme motivation il est utile de
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considérer d’abord le cas cyclotomique, ou pour f € N I’anneau des entiers
de Q(¢), ¢ = e2™/f, est donné par

Du point de vue géométrique ’analogue elliptique de Q(¢)/Q est ’extension

(60) K(f)/H

avec un idéal entier f de K, I’analogue de ¢ étant un point de division d’ordre
f d’une courbe elliptique définie sur H. La définition de ’analogue de { pour
engendrer Ok (s n’est pas immédiate, parce que les points de division d’une
courbe elliptique possédent plusieurs coordonnées. Les premiers résultats
dans cette direction ont été trouvés dans des cas particuliers par Cassou-
Nogués et Taylor [2] et ensuite par Cougnard et Fleckinger (3, 4, 5-9, 11-14].
La construction suivante est différente de tous ces résultats. Elle est motivée
par la reformulation suivante de (59) et nous méne au résultat général du
théoreme 11.

Avec 9 = (1 —=¢)~" et n = (Q(¢) : Q) on peut démontrer facilement

Z+Z94+ ..+ Zﬂ”_l, si n est composé,

(61) Of = o .
Z+Zpd+ ..+ Zpd™ ', si f =p", p un nombre premier.

Pour construire un analogue elliptique de 9, il nous faut le lemme suivant
di & Fueter [16].

LEMME. II existe des unités €,, €3, telles que

' /3(0), '\/3i(0)-12% € H.

Il faut bien noter, que les racines, dont la définition est évidente par les
formules (2), (3) et (5), ainsi que €3, €3 dépendent du choix de base dans O.
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Une construction explicite de €, €3, autre que celle de Fueter, est d’ailleurs

possible par (22) (voir [30]).

DEFINITION. Pour £ € K \ O nous posons

_ (.€10Y
PO = (m) |

1, Si d[( # “"3, “’4,
avec e = 2, si di = —4,
3, si  drx=-3,

€9€3, si df( # —3, -4
et € = €, si di = —4,
€3, si di = -3,

ot le choix de base dans O pour la définition de €2,€3 et {/A(O) est le

méme.

La nature algébrique de P(£) peut étre déduite des propriétés de 7(¢ | O).
On obtient le

THEOREME 10. Soit £ € K\ O,f = 0(¢,0) et A € O premier avec f. Alors

P(§) € K(f)

et

P(&)™™ = P(£)).

Pour ce qui suit, il est important qu’on puisse calculer le discriminant relatif
a H de P(£). Ceci est assuré par la formule suivante, qui se déduit de la
relation analogue connue entre P et o. On a
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P& = (*6)p(ér + (*E2)
©?(&1)p%(§2)

(62  PE)-PE) = [](-9

a=0
ou ( est une racine primitive e-iéme de 'unité et ¢(z) := ¢(z | O).

Le lemme suivant est trés important.

LEMME. II existe un nombre D € H, tel que

P(§)— D € Ogyy, sif=o(&,0) est composé,

p%(P(E) — D)) C Ok, sif =" est la puissance d’un idéal premier p,
ou n désigne le degré (K(f) : H).

La construction d’un nombre D est facile dans les cas ou dyr = —3, —4, ou
2 est décomposé, ou 2 et 3 ne sont pas inertes dans K. Alors on peut poser

(63) D = P()

avec £y € K \ O, tel que

paps, si dg = -3,
— P2Ps, si df( = _4)
(64) 0(§0,0) = 2, si 2 est décomposé,

p2Ps, s 2 et 3 ne sont pas inertes.

p, désigne un idéal premier au dessus de ¢. Dans le cas ol 2 et 3 sont
inertes on peut démontrer (voir [31]), que D = 0 a les propriétés du lemme,
et dans les autres cas, qui sont plus compliqués, il faut considérer comme
dans [31] certaines traces de P(¢;),&; € K.
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Un analogue de Y est maintenant donné par

(65) 6 = P(¢)-D.

Par un calcul de discriminant, qui utilise essentiellement (62) en combinai-
son avec le théoréme 5, on obtient le

THEOREME 11. Soit f un idéal entier de K et £ € K avec o(£,0) = f.
Alors

O8], si  f est composé,
Orqy = Ow +Opmb+ ...+ Opm™™", si  f=p" {2,

Own (8], si f=p"]2

7 est un nombre de H, tel que 1Oy = pOy et n = (K (f) : H).

Nous remarquons que P’existence de m est assurée par le ”Hauptidealsatz”
[10], qu’on peut démontrer & partir de (18). Une autre construction de m,
qui fait usage des valeurs de P (voir [10]) est donnée par le

THEOREME 12. Soit p un idéal premier de K et 8,62 € O, tels que o(61 —
(b62,0) = 0o(61,0) = 0o(62,0) = p pour toutes les racines de 'unité de K.
Alors on a

v ( 5y v =
K(p)/H P(61) — P(63) R P

On vérifie facilement, que le choix de 67, 62 est toujours possible, si la norme
de p est supérieure a 7.

Le théoreme 11 ne fournit pas de bases de puissances dans le cas f = p” { 2,
et comme Cougnard et Fleckinger [9] ont démontré par le contre-exemple
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(66) K = Qv-19), f=p|7,

une telle construction n’est pas possible en général. Néanmoins par change-
ment de # on peut construire des bases de puissances aussi dans beaucoup
d’autre cas, ou f est la puissance d’un idéal premier. Pour cela il faut
remplacer P({) par

1
P(§) - P(£)

avec f = o(€,0) et f* = o(£*,0) premiers entre eux (voir [29], Satz 7 et le
tableau dans l'introduction de [29]).

(67) Q) =

Exemples numériques
1) Soit dx = —20,f = (V-5)(3Z + (1 + V/-5)Z). Alors H = K(v/-1),
(K(f): H)y=4c¢et
Okg = Oxlf],

ou # est une racine de

x4 1(1+3V5+3/=5 — V=1)X?

(V5 + =5+ T/=1)X?

1(-3-3V543/=5+7/-1)X
- 13+ V5).

++ +

2) Soit dg = —4, f=(m),m=1+6i. Alors H = K,(K(f): H) =9 et
Ok =0x+0pmd+ ... + Oymh®,
ou § est une racine de
X% — (3—8i)X® — (31 — 49) X" + (43 + 501) X + (31 — 83:) X°®
+(75 = 58) X* + (17 4 36i) X — (9 — 9i) X% — (2 4 §) X + 158

3) Soit dir = —163,f = (2). Alors H = K,(K(f) : H) =3 et
Oxgy = Onl[26],
ou # est une racine de

X*422.5.23. 29X — THA9127, /163
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