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Nouvelles méthodes pour minorer des

combinaisons linéaires de

logarithmes de nombres algébriques

par MICHEL WALDSCHMIDT(1)

Résumé 2014 Depuis un peu plus de vingt ans, la recherche de minorations
de combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques avec des
coefficients algébriques a fait l’objet de nombreux travaux. Dès que le
nombre de logarithmes dépasse 2, toutes les démonstrations utilisées jusqu’à
présent reposaient sur la méthode de Baker. Nous proposons ici d’autres
méthodes.

Abstract 2014 Up to now Baker’s method was the only one to yield lower
bounds for linear forms in logarithms of algebraic numbers, at least when
the number of logarithms is bigger than 2. We propose here other methods.
While Baker’s work is a generalization of GeI’fond’s solution of Hilbert’s
problem, our approach is based on Schneider’s solution of this problem.
This first paper is devoted to the "dual" of a proof due to N. Hirata of a
lower bound for linear forms in a commutative algebraic group (here we
consider only the usual logarithms). In a subsequent paper we shall develop
the "dual" of Baker’s method.

1. Introduction

Le théorème de Baker [B] sur l’indépendance linéaire de logarithmes de
nombres algébriques s’énonce :

Soient ce,,... am, des nombres algébriques non nuls, log ai, ... , log am,
des déterminations non nulles de leurs logarithmes et ,Q~, ... , des

nombres algébriques. Si

Mots clefs : Formes linéaires de logarithmes, transcendance, approximation diophanti-
enne, méthodes de Schneider, Gel’fond, Baker.
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alors Po = 0 et les sont linéairement dépendants sur
Q.

On en déduit (par un argument simple d’algèbre linéaire) que, si,31, ... 1 fl.
ne sont pas tous nuls, alors les nombres logeai,... sont aussi Q-
linéairement dépendants. On peut étendre ce théorème en un énoncé général
sur les groupes algébriques commutatifs [W3]. Voici le cas particulier des
groupes linéaires :

Notons JL le Q-espace vectoriel des logarithmes de nombres algébriques,
c’est-à-dire l’image inverse de Q* par l’application z ’2013~ e’ :

Soient do et di deux 0, avec d = do + dl &#x3E; 0. On pose
Adod1 = Qdo X ILd1. S’oient V et W deux sous-espaces vectoriels de

Cdo x Cd1 , de dimensions respectives n et t, avec n  d et W eV.
On suppose W Alors il existe un sous-espace vectoriel To
de Cdo, et un sous-espace vectoriel Tl de Cd1, rationnel
sur Q, tels que, si on note

Ce dernier théorème contient l’énoncé de Baker d’au moins 4 manières

différentes ; pour simplifier considérons le cas homogène Qo = 0 :

ni Prenons d = di = m, t = n _-__ d - 1 ; on choisit pour V = W
l’hyperplan + ... + = 0 de cm,. La condition 6 &#x3E; T signifie
(quand W’ est un hyperplan) que T~ contient T. Si on avait T = 0, comme
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on aurait A &#x3E; 1, 6 = d, T = d - 1, ce qui n’est pas compatible avec la
conclusion A -f- b  (b - T~d. Donc T # 0 et T est rationnel sur Q. Soit
b = (61,... , ,bm,) =fi 0 un point de T fl Qm, ; en écrivant que b appartient à
W , on trouve b1(3l + ... + = 0. 0

n2 Prenons di = m, donc d = m + 1, puis t = n = d - 1 ; on choisit
pour V = W l’hyperplan zo = + ... + de C~. Ici encore W
contient T. Comme

on a T ~ 0. De plus C x ~0} ~ W, donc To = 0. Soit (b1,... , 0
un point de Ti f1 Q’~’ : en écrivant que (0, ~1,... , b~, ) appartient à W, on
trouve encore + ... + = 0. 0

Q3 On choisit maintenant do = m - 1, di = 1, donc d = m, puis t = 0,
c’est-à-dire W = 0. On suppose (ce n’est pas restrictif) = -1 et

on prend pour V l’hyperplan -= z, logai -~- ~ ~ ~ + log am-1. La
conclusion s’écrit A + bi  6, c’est-à-dire A  Il existe donc un sous-

espace vectoriel To de cm,-l , tel que le rang sur S de la projection du sous-
groupe Zm-1 + ... , sur soit  60 = dime 
De plus 60 &#x3E; 0, car 6 &#x3E; 0 et T ~ cm,-l x 10} (on utilise l’hypothèse que
log ai , ... , log ne sont pas tous nuls). On en déduit que 1, /?i,... , /?~-i
sont linéairement dépendants sur Q. 0

n4 On prend enfin do = m, di = 1, d = rri -~-1, t = 1, n = m. Le sous-espace
V est l’hyperplan = zi log ai + . . + zm log am,, et W est la droite
contenant ({31, ... , 0). Ainsi V n Adod, contient tous les points

pour (Ai , ... , Àn1,) e Qm,. La conclusion s’écrit maintenant A + T  b~ .
Or on a facilement A &#x3E; bo, donc T = 0, c’est-à-dire W C T . Alors

(,~3~,... ~(~~’ =1,T=~"’X~O~
et A = 1 (car les log a. ne sont pas tous nuls), ce qui n’est pas compatible
avec l’inégalité A + T  Do. Enfin To est rationnel sur Q, parce que l’image
de Em dans a un Do = (voir ci-dessous,
lemme 2.6). 0

La première démonstration correspond à la méthode de Baker, telle

qu’elle a été développée depuis plus de vingt ans par tous les auteurs
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ayant donné des minorations de combinaisons linéaires de logarithmes (tout
au moins quand le nombre de logarithmes est supérieur à 2) ; voir par
exemple [B], ainsi que [W2], [PW2], [BGMMS], [Wü] pour des travaux
plus récents. La seconde a été introduite par Noriko Hirata (pour traiter
le cas elliptique) dans [H] ; c’est une variante de la première, mais elle s’en
distingue sensiblement par le choix des paramètres. La troisième méthode
est duale (au sens de [W4]) de la premiêre ; quand on s’y restreint à deux
logarithmes, il s’agit de la méthode de Schneider, qui a été développée
dans [MWI-3] pour donner des minorations explicites. Pour n logarithmes,
cette méthode a été esquissée dans [Wl] Chap.9 (voir aussi [Yl] pour le
cas elliptique). Enfin la quatrième est duale de la seconde (nous explicitons
cette dualité un peu plus loin).
On peut aussi décrire le principe de base sous-jacent à chacune de ces

quatre méthodes en écriva,nt les fonctions qui interviennent et les points
(éventuellement aussi les dérivées) que l’on considère. On écrit pour cela
une équation de l’hyperplan V de C sous la forme zi = -y --x- Zd-1
pour les méthodes 1,3 et 4, sous la forme zi = X2Z2 + ... + pour la
méthode 2. Les restrictions à V des d fonctions

produisent d fonctions f ~ , ... , fd de d - 1 variables. Le fait que V contienne
un sous-espace T~ rationnel sur Q se traduit par l’existence de t équations
différentielles à coefficients algébriques satisfaites par Il , ... fj.

Prenons em - -1 (ce qui n’est pas restrictif) ; on travaille avec m
fonctions de m - 1 variables complexes :

on dérive par rapport aux m-1 zm-i et on prend les points
du sous-groupe Z(log ai,... log qui est de rang 1. Le fait que ces

points soient tous sur une droite complexe a été abondamment exploité dans
tous les travaux antérieurs. Cela permet d’ailleurs de présenter la méthode
de Baker en ne parlant que de fonctions d’une seule variable.

2 On a ici m + 1 fonctions de m variables, à savoir

que l’on dérive encore dans les m directions et dont on prend les valeurs
aux points de Z(log ai,... , log au,).
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3n De nouveau on suppose (3m, _ -1 et on a m fonctions de m -1 variables :

on ne prend pas de dérivée (c’est pourquoi on parle de méthode de

Schneider) et on considère les valeurs de ces fonctions aux points du sous-
groupe ~"’-~ -~- ~ ~,a~ , ... , 

4 On travaille avec m + 1 fonctions de m variables :

une dérivation D = 31 Olôzl +... + et on prend les points dans
.

La dualité entre les méthodes 2 et 4 peut être explicitée de la manière
suivante : quand on calcule la valeur au point (h log ai,... , h log au,), de

on trouve

on obtient la même chose quand on calcule la valeur au point
de

La coïncidence entre ces deux valeurs est expliquée par la transformée de
Fourier-Borel dans [W4] §5 et §7.

Une fois les fonctions, les dérivées et les points choisis, on peut dérouler
chacune des quatre méthodes de manière analogue. En particulier dans
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les deux premières, on n’utilisera pas de formule d’interpolation en une
variable, bien que les points considérés engendrent un C-espace vectoriel
de dimension 1 : cette propriété n’interviendra que dans la construction
de la fonction auxiliaire [W4], de manière duale du fait que, dans les deux
dernières méthodes, une seule des fonctions considérées n’est pas linéaire.

On commence par écrire la fonction auxiliaire de [W4] avec des

paramètres convenables, puis on l’utilise pour résoudre un système d’équa-
tions (grâce à l’inégalité de Liouville) et enfin on exploite ce système grâce
à un lemme de zéros [P].

Pour démontrer un énoncé qualitatif de transcendance, ce schéma de
démonstration est suffisant. Pour obtenir des résultats quantitatifs, il faut

encore travailler un peu. Quand on veut minorer une combinaison linéaire
non nulle Q + log al -1- + /3n log en raisonna.nt par l’absurde,
le schéma de démonstration précédent conduit à l’existence de relations
linéaires à coefficients rationnels entre les /3i (correspondant à un sous-
groupe du groupe algébrique de départ). On est amené à reprendre la
démonstration avec moins de variables, en tenant compte de ces relations
rationnelles.

Dans ce premier texte, nous montrons comment la méthode 4 permet de
donner des minorations explicites. Dans un second texte, nous utiliserons
la méthode 3 (qui généralise en plusieurs variables celle de Schneider).

Quand on utilise exactement le schéma proposé ci-dessus pour les

méthodes 1 et 3, on trouve un facteur (log B)2 pour la dépendance en
la hauteur des Il est bien connu que pour obtenir log B comme on le
désire, on doit introduire un facteur Voici comment se décrit la méthode
1 (resp. 3) ainsi modifiée, en terme de fonctions. On suppose à chaque fois

= -1.

j 1’ j On travaille avec m + 1 fonctions de m variables complexes :

on dérive par rapport aux m variables zo,... , et on prend les points
du sous-groupe (de rang 1) log 

3’ On a encore m + 1 fonctions de m variables :
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on prend une dérivée 8/8zo et on considère les valeurs de ces fonctions aux
points du sous-groupe 0 x + de cm..

Enfin, pour obtenir vraiment log B et non log B log log B dans le résultat
final, on utilise les polynômes de Fel’dman (c’est simplement une manière
d’écrire différemment le système d’équations pour avoir des estimations
meilleures).

Voici la minoration que nous obtenons. Soient aï , ... , an, des nombres

algébriques non nuls et bi , ... , des entiers rationnels non tous nuls. Pour
1  i  n, on choisit une détermination log ai du logarithme complexe de
ai et on suppose que le nombre

n’est pas nul. On désigne par D le degré du corps K = Q(al, ... , sur

Q. Pour 1  i  n, soit Ai un nombre réel vérifiant

on pose A =  n~ ; d’autre part soit B un nombre réel
vérifiant

THÉORÉME 1.1. - On choisit un nombre réel E &#x3E; e tel que, pour
1in,onait 

- ~

On pose

et

Alors

Nous déduirons (au paragraphe 9) du théorème 1.1 le corollaire suivant,
qui correspond au cas particulier E = e. ’
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COROLLAIRE 1.2. Soient ~1 et B des nombres réels vérifiant

Alors

où Ia constante C(n) est donnée par le théorème 1.1.

Remarques. Les minorations les plus précises étaient jusqu’à présent celles
de ~BG MMS~ ; les résultats de ces auteurs sont énoncés de manière

légèrement différente, mais on peut cependa.nt comparer les valeurs numé-
riques. Par exemple, dans ~BGMMS~, sous une hypothèse d’indépendance
des racines des ai, apparaît la constante

qui est de l’ordre de grandeur de 1.05 ~ 10~ pour n = 2 et de 4.26 - 1015
pour n = 3 ; pour ces deux valeurs notre résultat est donc plus précis
(nous gagnons un facteur 3500 pour n = 2 et 430 pour n = 3 et nous
n’avons pas de condition d’indépendance des racines des a~). Pour n = 4
et n = 5 notre gain est plus faible (le facteur est 30 et 1.3 respectivement).
Nous montrerons (au pa.ragraphe 7) qu’il est raisonnable d’espérer une
constante de l’ordre de grandeur de 2~"’~n~"’~ par la méthode présentée
ici. Notons aussi que les résultats de [MW2] et sont numériquement
plus efficaces pour n = 2 quand B n’est pas trop grand, essentiellement
quand log B  10’ (mais l’hypothèse

du corollaire 1.1 de [MW3] nécessite des précautions).
Nous n’avons traité que le cas où les coefficients bi sont entiers rationnels,

parce que c’est le plus important pour les applications, mais la méthode
permet aussi de minorer des combinaisons linéaires de logarithmes à coef-
ficients algébriques.

Dans le présent texte, après quelques lemmes préliminaires (paragraphe
2), nous construisons (paragraphe 3) la fonction auxiliaire, qui repose
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sur les constructions générales de [W4]. En la combinant avec l’inégalité
de Liouville, cette fonction nous permet (paragraphe 5) de résoudre non
trivialement un système d’équations. Alors le lemme de zéros de Philippon
(paragraphe 4) complète la mise en place de la "machine" transcendante.
Après avoir explicité les conditions que doivent satisfaire nos paramètres
(paragraphe 6), nous utilisons cette machine deux fois (paragraphes 7 et 8)
avant de pouvoir conclure la démonstration (paragraphe 9).

Pour obtenir un résultat entièrement explicite, il faut choisir des

valeurs numériques pour certains paramètres qui interviennent dans la
démonstration de transcendance. Effectuer ces choix au début de la
démonstration (comme dans [B]) permet une plus grande concision. Ici
au contraire, comme dans [BGMMS], ~W2~ et [Y2] par exemple, nous avons
délibérèment poursuivi la plus grande partie de la preuve en ne choisissant
pas de valeur numérique pour ces paramètres, mais en explicitant les con-
traintes qu’ils doivent satisfaire. L’avantage de cette présentation est une
plus grande facilité pour comprendre et vérifier les détails de la preuve. De
plus si des raffinements sont apportés ultérieurement à certaines estima-
tions (par exemple au lemme de zéros), il ne sera pas nécessaire de refaire
entièrement la démonstration. Nous expliquons aussi comment nous avons
choisi ces paramètres en effectuant préalablement des calculs approximatifs
(paragraphe 7).

Le résultat final auquel nous arrivons est de même qualité que les

meilleurs que l’on sache obtenir par la méthode de Baker, bien que la
méthode de Baker ait fait l’objet (cf [B]) depuis bientôt un quart de siècle
de contributions de nombreux auteurs (sans parler des trava.ux antérieurs
de Gel’fond). Evidemment le présent travail bénéficie de cette longue
expérience. D’un autre côté les nouvelles méthodes que nous proposons
n’utilisent ni extrapolation, ni théorie de Kummer et les fonctions auxili-
aires sont tout-à-fait différentes de celle de Baker.

Comme cela est souligné dans [Wü], les derniers progrès substantiels
concernant à la fois la méthode de Baker et les résultats (minorations de
combinaisons linéaires de logarithmes de nombres algébriques) datent du
milieu des années 70. On peut espérer que les arguments nouveaux qui sont
présentés ici permettront de nouveaux développements de ce sujet.

2. Lemmes préliminaires

Dans cette section nous fixons les notations et nous donnons quelques
lemmes auxiliaires qui nous seront utiles plus loin.

Quand n est un entier positif et L~ , ... , Ln, des nombres réels positifs,
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nous désignons par Z"(L) l’ensemble des éléments A = (Ai,... E S"

vérifiant IÀil  Li pour 1  i  n. est un sous-groupe de 7"~, on écrit

On considérera des fonctions analytiques de d variables complexes.
. On définit, pour z = (~,... E C , Izl [ = Soit
R = (R1, ... , E 1t8’~ avec Ri &#x3E; 0, (1  i  d) ; on désigne par R)
le polydisque (z E IZil  Rx, (1  i ~ d)}. Quand F est une fonction
analytique dans un voisinage de ce polydisque, IFI R désigne le nombre

Pour T = (ri,... , E on note IITII pour 7-1 +... ~+T,~. On écrit aussi
T! pour le Td!.

Soient S2 des entiers positifs ; = S désignera l’ensemble
des E vérifiant 0  Ui  1, (1 ~ i  d~ et IIsll  82.
Ainsi 

Nous utiliserons les polynômes de Fel’dman, qui sont définis par

pour s entier positif, tandis que A(z; 0) = 1. Par récurrence sur S on vérifie
que (‘~~  28-1 pour tout entier ,5’ &#x3E; 1 et 0  s  ,S’. On en déduit

C’est essentiellement cette majoration qu’utilise Baker dans [B]. Nous
aurons besoin d’estimations plus fines : en majorant sq/s! par e~ (du fait que
la série exponentielle est à coefficients positifs) et en utilisant la croissance
de la fonction t H + 1/t), on trouve

pour 0  s  S.

LEMME 2.1. Soient 52 deux entiers positifs, R un nombre réel positif
des nombres complexes. On note S = S1 S2 et on suppose

Alors pour tout s) E Sd(51, S2) on a
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Démonstration. Pour 1  i  d on a

D’autre part pour (u,s) E Sd(Sl,S2) on a ,S‘, d’où le résultat. 0

Quand k, £ et m sont des entiers &#x3E; 0, on note

LEMME 2.2. Pour £, m entiers &#x3E; 0, ~ entier positif, et z e C, on a

De plus, si on désigne par v(k) Ie p.p.c.m. de 1, 2, ... , k, on a

et, pour tout a e Z, le nombre

est entier. Enfin, si k, R, L sont des entiers positifs avec k &#x3E; R, les RL
polynômes

sont linéairement indépendants. Par conséquent les polynômes en d va-
riables

d

sont linéairement in d épen dan ts.

Démonstration. Voir par exemple [Y2], lemma 2.3 p.127. La majoration de
v(k) provient de (RS~, formule (3.35). D

Remarque. On pourrait remplacer 4/103 par une constante plus petite en
supposant k suffisamment grand (dans l’application qui suit, ce n’est pas
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restrictif). D’autre part on pourrait améliorer les constantes numériques
en remplaçant les polynômes de Fel’dma.n par ceux qui sont utilisés dans
[l’vIW2,3] .

Rappelons maintenant l’inégalité de Liouville. On utilise la notion
habituelle de hauteur logarithmique absolue d’un nombre algébrique :

avec ~~~(a) : Q] pour chaque place vo de Q et (formule du
produit) ~t~ d,, log = 0 si a # 0.

LENIME 2.3. Soit P E ~~Xi , ... , X.] un polynôme en q variables, de degré
au plus Nj en Xj, (1  j  q), et de longueur L(P). Soient aj, (1  j  q~
des nombres algé bri q u es. Enfin soit D le degré d’un corps d e nombres
contenant Si le nonjbre P(a , ... , n’est pas nul, alors

Démonstration. C’est le lemme 3 de 0

Voici un exemple d’application de cette inégalité de Liouville :

LEMME 2.4. Soient a~ , ... , ,O’n. des nombres algébriques non nuls dans
un corps de degré D, log ay , ... , ,log an. des déterminations de leurs

logarithmes, et by , ... , bn, des entiers rationnels, tels que le nombre A =

bi log cx i -~- ~ ~ ~ a.,,, n e soit pas nul. Alors

Démonstration. Voir lemma 2.2. 0 1

Nous utiliserons un lemme de zéros qui nous fournira l’existence d’un sous-
espace vectoriel de C~". Pour travailler avec ce sous-espace il faudra en
choisir une base et pour cela nous utiliserons le lemme suivant.
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LEMME 2.5. Soit V un sous-espace vectoriel de (Cn. de dimension d et
soient Ll,... , Ln des nombres réels positifs. Il existe un sous-ensemble J
de {!,... , n}, ayant n - d éléments, tel que V soit l’intersection de n - d
hyperplans

r-.  .: - ,

avec des nombres complexes satisfaisant

Autrement dit une base de V est donnée par

Démonstration. Si d = n on prend pour J l’ensemble vide. Supposons d  n.
On écrit V comme intersection de n - d hyperplans

Pour chaque sous-ensemble J de ~ 1, ... , n} ayant n - d éléments, on définit
~.1 comme la valeur absolue du déterminant de la matrice

On choisit J de telle sorte que la quantité Aj Lj soit maximale et on
utilise les formules de Cramer pour résoudre le système

On trouve

où est un déterminant décrivantt Donc
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ce qui donne la majoration annoncée. 0

Le lemme 2.6 que nous allons donner maintenant est une version effective

de l’énoncé suivant :

Si V est un sous-espace vectoriel de (C" de dimension d  n et si s y·

désigne la surjection canonique en 2013~ (C"/V, alors est un sous-

groupe de en/v de rang &#x3E; n - d ; de plus, le rang de est n - d si

et seulement si V est rationnel sur Q.

LEMME 2.6. Soit V un sous-espace vectoriel de en, de dimension d  n.

On désigne par sy· la surjection canonique en - par ei , ... , e~, la

base canonique de en et on suppose que sy· (e~+~ ~, ... , sv(en) est une base
de Soien t L~ , ... , des nombres réels positifs.
I. On a

2. Si

alors V est intersection de n - d hyperpians d’équations

Démonstration.
1. Les éléments

deux-à-deux distincts et appartiennent à 
2. Nous avons supposé e~-i,... en linéairement indépendants modulo V.
Ecrivons sv(ei) E Csv(ed+l) + . . + 
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Ainsi

ce qui signifie que V est intersection des d - n hyperplans d’équations

On peut donc identifier C"’/V à Cn.-d en écrivant

Soit i un entier, 1  i  d. Prenons A E Z"(L) avec

on voit que sy ~7L"’(L)~ contient les points

Ceci termine la démonstration. U

Nous allons enfin donner une version quantitative de la formule d’algèbre
linéaire :

quand f : V --~ V’ est une application linéaire.

LEMME 2.7. Soient 0 : G, - G2 un homomorphisme de Z-modules et C
un sous-ensemble fini de Gi ; on note C rensemMe des a-a’, (A E C, À’ E C).
Alors

Démonstration. Sur C, l’application Ç induit une relation d’équivalence
ayant Card 1f;(C) classes. Si a~~ ~, ... , ,,B(.Cf) sont des éléments distincts d’une
même classe, alors ~~~~, (1  ~  s) sont s éléments distincts de

ker1f;. 0
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COROLLAIRE 2.8. un sous-groupe de al, ... , a,,, des nombres

complexes non nuls, logeai,... des déterminations de leurs loga-
rithmes, et L1 , ... , L~, des nombres réels positifs. On suppose que les nom-
bres log 0:1 , ... log a~, sont linéairement indépendants sur Q. Alors

Démonstration. Si al,... ,an sont multiplicativement indépendants, la
minoration annoncée est banale (et il n’est pas nécessaire de diviser par
maxi -~- 1}). Supposons, au contraire, que les nombres 2i7r, log al ,
... , log sont linéairement dépendants sur Q : comme log ai , ... , log an
sont linéairement indépendants, il existe une unique relation

avec h; E Z, (0 ~ i  n), premiers entre eux dans leur ensemble, et ho &#x3E; 0.
Le noyau de l’application 1j; : S" --~ (C* :

est ~(h~ , ... , h~, ). On utilise le lemme 2.7 avec G1 = 7~", G2 = C* et
C = Supposons pour commencer les L~ entiers. Alors C = ~(2L - 1)
(où 2L - 1 représente le n-uplet (2Li - 1,... 2L~ - 1)). Soit i un indice
dans n) tel que 0. Alors

c’est-à-dire

et le lemme 2.7 donne

ce qui fournit la conclusion avec + 1} remplacé par
3}). Si les Li ne sont pas entiers, on a ~(L) _ ~(L’), où

L~ est le plus petit entier &#x3E; L;, et 4L~ - 3  4Li + 1, d’où le résultat. 0
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LEMME 2.9. Soient al, ... , an. des nombres complexes non nuls, log al,
... , log ce. des déterminations Q-linéairement indépendantes de leurs

logarithmes, Li’... Ln, des nombres réels positifs et ~1,... , b" des en-

tiers rationnels. On désigne par yv la droite C(b1, ... , bn,) de C’, et par
en. x C* 2013~ (C"/W) x ~* la surjection canonique. Si les nombres

ne sont pas deux-à-deux distincts, alors il existe un nombre rationnel p,
0  p  2 Li, tel que

,Démonstration. Si les nombres pw (A, aa~ ne sont pas deux-à-deux dis-
tincts, par différence il existe A e ÍZn(2L) avec 
Ecrivons ~l~ = avec, a priori, p e C*. Comme ~l~ , ... , ,Àn. ne sont pas
tous nuls, on a en fait M E Q*. Quitte à remplacer A par -~1, on peut
supposer M &#x3E; 0. La relation cxa = 1 montre qu’il existe An 6 S tel que

donc

Enfin le lemme suivant permet de supposer que les nombres log ai sont
linéairement indépendants sur Q pour la démonstration du théorème 1.1.

LEMME 2.10. Soient h un corps de nombres de degré D sur Q, et

£1 , ... , £11. des nombres complexes linéairement dépendants sur Q, tels que
exp(É;) = ai E h pour 1  i  n. Soit B1 un nombre réel &#x3E; 1 satisfaisant,
pour 1  i  n,

 B

II existe des entiers rationnels h~ , ... , non tous nuls, tels que

et
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Démonstration. C’est une version afl’aiblie du lemme 4.1 de [W2]. 0

3. La fonction auxiliaire

La fonction auxiliaire utile dans la suite de ce texte est le corollaire

3.2 ci-dessous, que l’on va déduire des résultats du paragraphe 2 de [W4].
Voici une conséquence du corollaire 2.7 de ~W4~ . Rappelons que la notation
S = Sd(Si, ,S’Z ) a été introduite au début du paragraphe 2.

PROPOSITION 3.1. Soient d, M, Si, ,5’2, S des entiers positifs et é, r*,
r~ , ... , rd, E, P, U, V des nombres réels positifs satisfaisant

et

,Soient ~?.R~,, ~(~, s) E S, 1  ~c  des fonctions analytiques d’une va-
riable complexe et ~9~ , ... , t9d des nombres complexes, tels que les fonctions
f~q~~,(z~ , ... , z~) _ Zl +...+t9dZd) soient analytiques R),
avec Ri = Er~, (1  i  d) et vérifient

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls, majorés par

tels que la fonction

vérifie
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Démonstration. On applique le corollaire 2.7 de ~W4~ aux fonctions

On prend pour (v~ , ... , vj) la base canonique de On utilise le lemme
2.1 afin de majorer EX par elle Enfin pour 1  i  d - 1 on a

car d, donc

Remarque. Il serait intéressant de savoir si on peut, dans le corollaire 2.7 de
~W4~, remplacer (dans les hypothèses et dans la conclusion) les polydisques
de V de la forme

avec P. = r. ou Ri, par l’intersection de V avec un polydisque de C~.

Voici l’énoncé qui va être utile dans la suite.

COROLLAIRE 3.2. Soient d, D, 5’i, ,52, S, H, T des entiers positifs, ’0, Uo,
vol P, ro,ri, ... , r*, E des nombres réels posi tifs, . 

et 

(1  S  D, s) e S, 0  h  H~ des nombres complexes. On définit
A = -f- ~ ~ ~ -1- On suppose
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et

Alors il existe des entiers rationnels non tous nuls majorés par

tels que, pour tout (u~ , ... , Ud) E r) et tout t E fi1 avec t  T, on ait

Dans la dernière formule, r décrit les éléments de vérifiant Ifrll = t.

Démonstration On va appliquer la proposition 3.1 avec li remplacé par

On définit une dérivation
On prend ensuite

Ecrivons
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La formule de Leibniz montre que la quantité que l’on veut majorer n’est
autre que 

..

avec u E Grâce aux inégalités de Cauchy on a :

Le corollaire 3.2 en résulte. []

4. Le lemme de zéros

Soient d &#x3E; 1, n &#x3E; 1 deux entiers, ,~3~ , ... , ,Pd des nombres complexes
non tous nuls, 8~ , ... , 0n des éléments de (~‘~, ~ un sous-groupe de Z’~,
et al, ... , an, des nombres complexes non nuls. D’autre part soient ,5’, H,
T, Li , ... , Ln, des entiers positifs. Rappelons que 4)(L) désigne l’ensemble
des A = (~1~ , ... , E 4&#x3E; qui vérifient  Lj pour 1  j  n.

On définit une dérivation

sur l’anneau ... , Xd, 1"I . On veut savoir s’il existe un polynôme non
nul P E ~~Xi , ... , Xj, Y], de degré total  ,5‘ en Xi , ... , ,Xd et de degré
 H en Y, vérifiant

Voici quatre cas dans lesquels l’existence d’un tel polynôme P est assurée
de manière essentiellement triviale.

a) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C~, de dimension v, tel que, en
notant 

-1

la surjection canonique et
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on ait

alors un tel polynôme existe.

En effet, en projetant sur «C"/W) x C*, on est ramené à un système
d’éqtiatioiis (où les inconnues sont les coefficients de P) ayant plus
d’inconnues que d’équations.

En particulier (en prenant W = 0), si

alors le système d’équations (4.1 ) lui-même possède plus d inconnues que
de conditions.

b) S’il existe un sous-espace vectoriel W de de dimension v, contenant

a.lors, pour la même raison, un tel polynôme existe.

Par exemple (en prenant yv = C~), si

alors il exjstc trivialement un tel polynôme ne dépendant que de la variable
Y. Aussi (en prenant = (~3i , ... , ,3j)) l’existence de P ~ 0 vérifiant (4.1)
est encore assurée si

Cette dernière condition ne fait pas intervenir T ; il convient de remarquer
que, dans (4.1), on peut limiter t à l’intervalle 0  t  ii-iiiiis, TI, car 17r3
est Illll sur les lTIOnOnles de degré  t en Xi , ... , 

1

c) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C~, de dimension v  d, tel

que, en notant
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la surjection canonique et

on ait

alors, par le même argument, il existe un tel polynôme, qui en plus soit
indépendant de la variable Y.

d) S’il existe un sous-espace vectoriel W de C~, de dimension v  d,
contenant ({31, ... , alors il suffit de l’inégalité

, 
-- - 

/

pour assurer l’existence d’un polynôme non nul en ,xi , ... , Xj, de degré
total  ,5’ et indépendant de Y, vérifiant (4.1).

Le lemme de zéros qui suit affirme que, à des constantes près, ces

conditions suffisantes sont aussi nécessaires pour l’existence de P.

On garde les notations précédentes, mais en plus on choisit des nombres
réels a~, ... , ad vérifiant ao &#x3E; ... &#x3E; 0, ao -f- ~ ~ ~ -f- a~  1 et, pour
0  v  d, on pose avL = avLn),

PROPOSITION 4.2. On suppose :

1) pour tout sous-espace vectoriel W de C~, de dimension v avec 0  v  d,
on a

2~ pour tout sous-espace vectoriel W de de dimension v avec 1  v  d,
q ui con tien t (,c3~ , ... , /3d), on a
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3) pour tout sous-espace vectoriel W de Cd, de dimension v avec

et

4) pour tout sous-espace vectoriel W de C~, contenant (/3~ , ... , ,Q,~) et de
dimension v avec 1  v  d, on a

Alors il n’existe pas de polynôme non nul P E ~~X~ , ... , XI, Y], de degré
total  S en X , ... , Xd et de degré  H en Y, vérifiant les conditions
(4.1 J. 

Remarque. On va utiliser le théorème 2.1 de [P], avec un petit raffinement
dont l’utilité dans ce contexte a été signalée par :rvlichel Laurent : au lieu
de prendre un seul ensemble E dans le lemme de zéros de [P], on peut en
prendre plusieurs, El,... , Ed, contenant l’origine, avec El 2 ... 2 Ed, et
remplacer la définition de par

Alors la quantité Card(E + G’)/G’) dans la conclusion du théorème 2.1
de [P] peut être remplacée par Card (Er + G’)/G’), avec r = dimG’.
C’est ce qui nous permet de prendre des ait qui ne sont pas forcément tous
égaux dans l’énoncé de la proposition 4.2. Il se trouve que, pour des raisons
techniques, quand. nous choisirons les paramètres aux paragraphes 8 et 9,
nous serons amenés à prendre ao = ... = ad ; cependant, en modifiant ce
choix, on devrait pouvoir améliorer l’estimation finale du théorème 1.1.

Démonstration. On considère le groupe algébrique G = G~ x GlU, de
dimension d + 1 et on pose p = 2, G, = Gd et G2 = G. Comme
a~ -E- ~ ~ ~ -E- a~  1, on a C E. On plonge G dans l’espace
affine de dimension d + 1 de la manière habituelle et on identifie l’espace
tangent avec Cd+l en posant

On prend A = où W est la droite C(131,... 0) de Cd+l.
Comme les groupes algébriques considérés ici sont linéa.ires, les constantes
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ci et C2 de [P] peuvent être prises égales à 1. S’il existe un polynôme non nul
P vérifiant les conditions (4.1), avec les bornes indiquées pour les degrés,
alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ de G, de dimension
disons r, avec 0  r  d (c’est-à-dire C~ ~ G), tel que

soit inférieur ou égal à S, H), où la fonction S, H) satisfait,
d’après le lemme 3.4 de [P] :

avec W sous-groupe algébrique de Gf. En particulier 
(d -~- 1)5’~7J. Comme W est une droite contenue dans W x ~0~, on a

Par convention le coefficient binomial (~) vaut 1 pour N = 0 ; d’autre part
on minore [(T - 1)/(d + 1)] + 1 par T/(d + 1) parce que T est entier. Si G’
est de la forme W x {1}, on a dim W = r et on obtient une contradiction
avec la première ou la deuxième hypothèse de la proposition 4.2 (suivant

on obtient une contradiction avec la troisième ou la quatrième.
Ceci démontre la proposition 4.2. ~

5. Résolution d’un système d’équations

a) Notations et hypothèses communes aux §§5, 6, 7 et 8.

On se donne des nombres entiers b~ , ... , bn,, non tous nuls, des nom-
bres algébriques non nuls 1 a,,,, ainsi que des déterminations log ai
( 1  i  n) des logarithlnes de ces nombres et on pose

Soit B un nombre réel &#x3E; pour 1  i  n. On désigne par 7~ le corps de
nombres engendré sur Q par cx~ , ... , an et par D son degré sur Q :
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On choisit une base ~1,... , ~ f} de I( sur Q, formée d’éléments de la
forme et""’ ... avec 0  uj  dj et ul + - .. + Un  D. On a. noté

y B ,r,,’1 1"1 -" ...., B

b) Notaitoiis et hypothèses comlnunes au §5 et au §6.

Soit d un entier, 2  d  n et soit V un sous-espace vectoriel de Cn , de
dimension d. De plus soient L1, ... Ln des entiers positifs. Le lemme 2.5
donne l’existence d’un sous-ensemble J de {l, ... , n~, ayant n - d éléments,
tel que V soit intersection de n -- d hyperplans :

On suppose (b~ , ... , ,bn) EV, c’est-à-dire

On définit des nombres complexes i e J, par

Alors pour (zi , ... , C- V, on a

En particulier pour

c~ Les paramètres auxiliaire.

On désigne par L* , ,5’2 , ,5’, T, H des entiers positifs, et par r*, ro, o,
E, P, Po, Pi , P2, Uo , U2, U3, U4, Vo, Vi des nombres réels positifs. On
suppose
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et
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d) Enoncé de la proposition 5.14.

PROPOSITION 5.14. Sous les hypothèses précédentes, il existe des entiers
(1  à  D, E S, 0  h  H), non tous n uls, majorés

par 
n.. ,

tels que

pour 1

La somme sur T porte sur les éléments de indexés par {1,... , n) B J,
satisfaisant 11711 = t.

Le reste de cette section est consacré à la démonstration de la proposition
5.14, que l’on va décomposer en plusieurs étapes.

e) Démonstration de la proposition 5.14.

Première étape. Utilisation du corollaire 3.2.

On va appliquer le corollaire 3.2 avec

Les conditions (5.2) à (5.8) permettent de vérifier les hypothèses du
corollaire 3.2. En utilisant (5.1), on en déduit l’existence d’entiers rationnels

avec 
-

tels que, pour
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(Dans la somme, T décrit Notons que l’on a, d’après (5.5),

et

Deuxième étape. Majoration d’un nombre algébrique.
Pour chaque t E N, 0  t  T et (Ai,... , An,) E ~’~(L) n V, posons

(Dans la somme, T décrit M4 : on a remplacé To par 0). Nous allons vérifier
la majoration

Grâce à la première étape, il suffit de montrer que la quantité

est majorée par e ~+~. On majore

par . Utilisant (5.13), on trouve
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Le lemme 2.2 et l’inégalité (5.9) donnent

Comme ~ 1,

On utilise finalement (5.10) et (5.15) pour conclure. 0

Troisième étape. Minoration d’un nombre algébrique (LiouifiJle).
Fixons t, À 1 , ... , An comme a,u début de la deuxième étape et montrons
que, si le nombre algébrique -ytA n’est pas nul, alors il est minoré par

En effet, d’après le lemme 2.2, est la valeur d’un polynôme, à
coefficients entiers rationnels, éva.lué au point (cxi , ... , Le degré en a;
de ce polynôme est au plus L, II + La longueur de ce polynôme est

On utilise la majoration (cf. lemme 2.2)

et on majore Ellrll=l 1 par T~. Les inégalités (5.16) et (5.17) permettent
donc de majorer la longueur du polynôme considéré par

On utilise finalement l’inégalité de Liouville (lemme 2.3) :



159

et la condition (5.11) donne le résultat annoncé. fl

Quatrième étape. Conclusion.

Grâce à (5.12), les deux étapes précédentes montrent que l’on a ¡lÀ = 0
pour tout 0 _ t  T et (a~ , ... , a",) C Z"(L) n V. C’est ce que l’on voulait
démontrer. 0

6. Conditions sur les paramètres

Les notations et hypothèses qui suivent sont communes aux §§6, 7 et 8.

Rappelons que nous avons introduit (au §5 a) des entiers ra.tionnels

b, , ... , bn, des nombres algébriques al , ... , des déterminations log 
... , )109an de leurs logarithmes, et un nombre réel B &#x3E; Ibil.. Nous sup-
poserons aussi B &#x3E; e.

On introduit des nombres réels positifs Ai , ... , An, A et E vérifiant

et

On choisit maintenant un nombre réel 6 et on prend G, Z et Û réels
positifs satisfaisant

On choisit enfin Cl, c~ et Cs nombres réels &#x3E; 1 et on pose
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et

Reinarque. Les hypothèses 1/D et log A &#x3E; servent

à assurer l’existence de E &#x3E; e. D’autre part le choix naturel de serait

si = G/c ; mais, dans le cas (improbable) où on aurait U  DZG, il

faut prendre = pour garantir ,5‘2 &#x3E; n.

Les conditions techniques.

On suppose pour commencer

Les hypothèses du §5 b) font intervenir un entier d, avec 1  d  n. Soit

ilo &#x3E; 0; on pose

On introduit des paramètres supplémentaires Pd, p, tous &#x3E; 0 et on

suppose
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LEMME 6.7. Sous les hypothèses (6.1~ à (6.6) précédentes, quand on pose
avec

on peut choisir ro, p, 1~*, L*, P, Po, P2, U~, ... , U4 et Vo de telle sorte
qiie les inégalités (5.2) à (5. ~2~ soient satisfaites.

Démonstration. Notons déjà que nos hypothèses DG &#x3E; log E, D log A &#x3E;
log E et Z &#x3E; log E assurent

Comme Z &#x3E; log(coE), on a U &#x3E; D 10g(coE). Prenons d’abord

puis

posons ensuite

de telle sorte que = w~ -~- (p~ -~- r~y )(1-1~D) et choisissons Un = 
l’n = Enfin prenons



162

et

y’érifi ca~ion. d e (5.2).
La condition ~~ + 2 est banale. Les conditions (6.1) entraînent

Vérification de (5.4).
On a log(2E)  UID car U &#x3E; D log(coE) et 2. D’après (6.3) et le
choix de ~, on a

et

On utilise l’hypothèse (6.6) pour conclure.

11 érification de (5.5).
On remarque que pour ul + ... + D on a

Comme d &#x3E; 2 et que H + 1  (on a supposé 6 pour assurer

Z-1/Z &#x3E; 1), on peut majorer D,S’‘~(I~-f-1) par c3c1ud ; on utilise finalement
(6.5).

V érificatiol1 de (5.6).
De l’inégalité Z &#x3E; log E on déduit
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On considère deux cas :

1.- Si Si = [G/cr,], on utilise (6.1) pour vérifier G(1 - 1/n)/c~" ce qui
donne

T - n r. n .. ~~ 

Donc

Utilisant la première condition (6.2) et la définition de Z, on trouve

et (5.6) résulte de l’inégalité
- - ---- ,

ce qui permet encore de vérifier (6.9) et de conclure comme dans le premier
cas.

de (5.7).
Comme 1, il reste à majorer On a. d’abord

On utilise maintenant le lemme 2.5 : lu~j)1 ~ On reporte dans la
définition de f) i et on majore brutalement :
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Vérification de (5.8).
C’est l’hypothèse (6.4), en tenant compte de la majoration (6.8) et des
inégalités

Vérification de (5.9).
On reprend la démonstration de (5.6), mais en remplaçant la première des
conditions (6.2) par la seconde : à la place de (6.9), on trouve la majoration

qui donne

Vérification de (5.10).
On majore par grâce à (6.5). On utilise
(6.10), ainsi que les définitions de Pl et de U 3.

Vérification de (5.11).
On majore d’abord DLiHh(a2) par c2U, ensuite par

,, ,,

On utilise pour terminer la définition de U4.

Vérification de (5.12).
On majore log 2 par U log 2  U. 0

7. Première utilisation de la machine et limite de la métho de

Nous allons utiliser une première fois la construction précédente, avec
d = n, V = (~", ~T .- 0. Nous introduisons des conditions supplémentaires
sur les pa.ramètres pour que le lemme de zéros donne une conclusion
utilisable. Nous effectuons ensuite des calculs approximatifs, qui nous
serviront d’une part au paragraphe 9 pour justifier le choix des valeurs
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numériques et d’autre part, à la fin de la présente section, pour évaluer la
limite de la méthode.

a~ Première construction et conséquence du lemme de zéros.

Nous nous plaçons dans les conditions du paragraphe 6, en ajoutant la
condition que log ai, ... , log an sont linéairement indépendants et que les
nombres bi, (1  i  n), ne sont pas nuls (ce n’est pas restrictif pour ce que
nous voulons faire). Nous supposons que les hypothèses (6.1) à (6.6) sont
satisfaites avec d = n et que e-vi, avec V, = est donné

par le lemme 6.7. Nous supposons enfin

pour que l’on ait

PROPOSITION 7.2. Soient a~, ... , an des nombres réels avec

et on suppose de plus
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et

Alors il existe un sous-espace vectoriel YV de C"’, de dimension v avec
2 Ç v  n - 1, contenant (b~ , ... , bn), tel que

En particulier la conclusion exclut le cas n = 2 !

Dérrlonstration. Pour 1  i  n, on a

avec

par conséquent

Utilisant l’inégalité av  1, on majorera ( Ainsi on

L’hypothèse (7.3) donne

et en utilisant (7.1) on obtient
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Le lemme 6.7, joint à la proposition 5.14, donne l’existence d’un polynôme
non nul

de degré  ,S en ~~ , ... , et  H en Y, satisfaisant les conditions (4.1 )
avec d = n, q, = ~", 3i = b;, (1  i  n), tandis que (01, ... , 0,,,,) est la
base canonique de Nous notons, conformément au paragraphe 4,

La proposition 4.2 donne donc l’existence d’un sous-espace W de C"’, de
dimension v avec 0  v  n, vérifiant l’une au moins des quatre conditions
suivantes :

et W contient (b~ , ... , bn) ; en particulier on a v &#x3E; 1.

n

avec W ~ (Cn. et W contient (bi, ... , 6~) ; en particulier 
Nous allons montrer que les trois premiers cas ne peuvent pas se produire.

Commençons par éliminer le premier cas avec W = 0, c’est-à-dire v = 0.
C’est ici que va intervenir de manière essentielle la définition de U. Comme
W = 0 on a 

-
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et que

l’hypothèse (7.4) entraîne

ce qui montre que le premier cas n’est pas possible avec W = 0. Con-
sidérons maintenant le premier cas avec W =fi 0, donc v &#x3E; 1. On minore

par crf" ) , et on estime cette dernière quantité1 n

grâce au corollaire 2.8 :

L’hypothèse (7.5) entraîne, pour

Le premier cas ne peut donc pas se produire. (Le coefficient supplémentaire
2 n’est pas nécessaire ici, mais il sera utile au §8).

Pour exclure le second cas, on commence par supposer v = 1, c’est-à-dire
W = C(bl,... b,,). Si les nombres pw(À, aA) n’étaient pas deux-à-deux
distincts, en utilisant le théorème de Baker [B] (qui assure 0) et le

lemme 2.9 on trouverait

contredisant l’inégalité v" &#x3E; (1/U) 109(C2U) (cf. lemme 6.7). Ainsi, quand
W = C(b1,.., bn), on a Card or l’inégalité
(7.6) implique

Comme a2 &#x3E; al, le second cas ne peut se produire que pour v &#x3E; 2. Mais
alors, par les mêmes calculs que dans le premier cas, on devrait avoir

ce qui n’est pas compatible avec l’hypothèse (7.7) (le membre de gauche
est au moins le double de celui de droite). Pour montrer que le troisième
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cas n’est pas possible, on utilise d’abord la première partie du lemme 2.6,
qui donne

J décrivant les sous-ensembles de ~ 1, ... , n} avec n - v éléments, tandis
que (7.8) implique

Nous sommes donc dans le quatrième cas. Il reste à vérifier la con-
dition v &#x3E; 2. Comme W -D (bai,... , si on avait v = 1, on aurait
W = (C(b~ , ... , bn ~ . Mais (7.6) implique, nous l’avons vu,

ce qui nous autorise à appliquer le lemme 2.6 (deuxième partie, avec d = 1)
pour Z"(a2L). On a supposé b. 0 0 pour tout i = 1, ... , n ; on trouve donc

où on a posé ~c~~~ _ pi . Grâce à la condition 11 ~ 0 (théorème de Baker),
on peut utiliser le lemme 2.4 avec (5.13) :

et (6.4) imposent 4) et a2  1. On en déduit
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On majore (DIU) log 2 par 1, et (1/U) par (1/U) log(2c2U) 5 c2
(noter que l’on a 2c2U &#x3E; 11). Ceci conduit à une contradiction avec la
valeur de donnée par le lemme 6.7. []

b) Calculs approximatifs.

Voici comment choisir les valeurs des paramètres quand on veut satisfaire
les conditions énoncées jusqu’à maintenant. On trouve l’ordre de grandeur
de ces paramètres en négligeant les termes en q et en 1/c,, (on choisira
ensuite c5 suffisamment grand) et en ne gardant que les inégalités les plus
contraignantes, à savoir (6.3), (6.4) et (7.4).

Ces calculs approchés nous serviront (implicitement) quand on devra
choisir les paramètres au paragraphe 9 dans une situation plus générale
que d = n. Aussi nous posons m = nd + n + d - d2. Pour d = n on a
m = 2n, tandis que pour 2  d  n on a toujours in  (n2 + 6n + 1)/4. On
prend aussi

On remplace (6.4) par

et on remplace (7.4) par

Pour simplifier (sans y perdre beaucoup) on remplace 2y par la quantité
(1 + li)(Cl + mc2 + c4 ) que l’on cherche à minimiser. En posant

on trouve que la condition (7.10) s’écrit

tandis que (7.9) impose
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Le nombre

est minimal pour Il = (n + 1)/(n + 2), a4 = m/n, ce qui donne le

choix suivant des paramètres :

ce qui conduit à

c) Valeur optimiste des constantes.

Reprenons le cas d = n et m = 2n et choisissons ao - 1. On trouve comme
constante

c’est-à-dire

Les contraintes dont nous avons tenu compte jusqu’à présent ne sont pas les
seules que nous devrons imposer pour pouvoir conclure. S’il n’y en avait pas
d’autres, on choisirait des valeurs des paramètres voisines de celles que nous
avons indiquées ci-dessus ; il ne resterait plus qu’à vérifier que les termes
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d’erreurs sont suffisamment petits. Pour cette raison il semble raisonnable

d’espérer arriver, dans le théorème 1.1, à remplacer la constante C(n) par
la valeur que nous venons de trouver pour ~~ .

Il est intéressant de repérer d’où vient l’exposant 2 dans n2" . Une des
contributions est le lemme de zéros de [P] : pour utiliser la proposition
4.2, il a fallu disposer d’un nombre d’équations dont le rapport au nombre
des coefficients du polynôme est au moins n’~, alors qu’au niveau de la
construction (lemme de Siegel), le rapport correspondant doit être  1.

Cette perte apparaît déjà dans les lemmes de zéros les plus simples, à
commencer par le théorème de Bézout (voir aussi le coefficient 1/n dans
la minoration de [W1] §10.1). On pourrait espérer se
débarrasser de ce facteur n" en effectuant une récurrence comme dans la
méthode de Baker [B], mais il faudrait pour cela disposer d’un lemme
d’interpolation en plusieurs variables. On peut noter à ce propos un

avantage de la méthode utilisée ici sur celle de Baker : dans le schéma
de démonstration du paragraphe 1, si on n’effectue pas d’extra.polation,
on trouve une dépendance en n de la forme n2"2 (cf [PW2], remarque après
le théorème 2.2).

La deuxième contribution au terme n2" vient de la majoration de la
somme 

Nous n’avons pas encore tenu compte des contraintes (7.5) à (7.8). C’est
à cause de (7.6) et (7.7) qu’apparaît la condition G &#x3E; Z/n dans le théorème
1.1. Cette condition signifie essentiellement que ,S’ est plus grand que T, ce
qui est naturel ici : nous avons déjà vu que dans (4.1), il revient au même
d’écrire 0  t  T ou 0  t  

Enfin la conclusion de la proposition 7.2 ne montre pas immédiatement
que l’hypothèse e-"~-~’ conduit à une contradiction ; il nous faut pour
cela utiliser une deuxième fois la machine transcendante.

8. Deuxième utilisation de la machine

Nous allons donc utiliser une seconde fois la machine transcendante. Pour

simplifier, nous gardons les mêmes paramètres T, S;, S et aussi c~,
r~~, Ui, Vi. Nous supposons que les hypothèses du paragraphe 6 sont vérifiées
pour tout d dans l’intervalle 2  d  n. On suppose aussi e-"~’ , avec
v = maxIV2, ... , v,,,,}, vd étant donné par le lemme 6.7.

PROPOSITION 8.1. Si les hypothèses de la proposition 7.2 sont satisfaites
avec av = 1 /2n, (0 ~ v  n), alors il existe un uiitier d, 2  d  n - 1, tel
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que

Remarque. Le fait que l’on choisisse tous les Uv égaux fait perdre un facteur
n . On en perd un autre à cause de la majoration m  (n2 + 6n + 1)/4,
pour m = Cela explique que le résultat final fasse intervenir

au lieu du n2" trouvé à la fin du paragraphe précédent. Si on remplace
l’hypothèse E  DlogAi/llogail par E  avec f &#x3E; 1,
en supposant bien sûr log A~ &#x3E; (fe/D)llogail, on peut remplacer, dans la
définition de le terme (nd + n + d - d2 )c2 par (nd + n f + d - 
Par exemple, on peut remplacer, dans le théorème 1.1, n4" par (ôn‘~)", à
condition de supposer log A~ &#x3E; 

Démonstration. Supposons au contraire que l’inégalité (8.2) ne soit pas
vraie et que les hypothèses de la proposition 7.2 soient satisfaites avec

Uv = 1/2n, (0  v  n). La conclusion de cette proposition produit un sous-
espace vectoriel W de Nous choisissons un tel sous-espace de dimension

minimale sur C, nous l’appelons V et d est sa dimension. Donc d est le plus
petit entier dans l’intervalle 2  d  n - 1 tel qu’il existe un sous-espace V
de cn, de dimension d, contenant (by , ... , et tel que

La négation de (8.2) sert à vérifier

chaque fois que I est un sous-ensemble de ~ 1, ... , n~ ayant n - d + 1
éléments. Le lemme 2.5 fournit une base (v~ , ... , de V ; pour simplifier
les notations nous supposerons (ce qui est licite) J = {d + 1, ... , n , c’est-
à-dire

Insistons sur l’ordre dans lequel les arguments sont utilisés : nous avons
d’abord défini les L;, puis construit 1~, ensuite nous avons utilisé le lemme
2.5, et maintenant nous allons a,ppliquer le lemme 2.6. L’inégalité (8.3) nous
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permet d’écrire V comme intersection de n - d hyperplans, de telle sorte
que l’application t : C~ - V qui envoie (z~ , ... , Zd) sur

soit un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

Nous utilisons une deuxième fois la machine transcendante, avec ce sous-
espace V qui contient (b , ... , Le lemme 6.7 et la proposition 5.14
montrent qu’il existe un polynôme non identiquement nul

de degré total  S en les X; et de en Y, satisfaisant les conditions
(4.1 avec V = 7" f1 V, en prenant pour (0,... , B) la base canonique de
C~ et 9~+~ _ ~ ~ ~ = 0n = 0. Ainsi, pour z e en.,

Nous utilisons ensuite la proposition 4.2, avec
/’1i .. l- - . - »I .

Cette proposition 4.2 produit un sous-espace vectoriel W de C’, de dimen-
sion v ; nous notons V’ = t(W) tandis que sy· : en. - (C"/V’ sera la
surjection canonique. Le diagramme

établit une bijection entre n YV et On en
déduit qu’une au moins des quatre conditions suivantes est réalisée :
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V, V’ contient (
Nous utilisons une première fois le lemme 2.7, pour l’application linéaire

en. - avec

Ainsi

Comme nous avons choisi ail indépendant de v, nous obtenons, grâce au
choix de V , 

-

On déduit de ces deux dernières inégalités

Si on était dans la situation 1 avec v = 0, on aurait

ce qui est exclu par l’hypothèse (7.4), comme nous l’avons vu au paragraphe
7
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Si on était dans la situation 1 avec v &#x3E; 1, on aurait, grâce au corollaire
2.8,

donc

ce qui est n’est pas compatible avec l’hypothèse (7.5).
Supposons que nous soyons dans la situation 2 avec v = 1, donc

W = ~(bi , ... , b~, ~. Pour a E n V, la condition (’B1,... , E W

équivaut à (’B1, ... , E ~(by , ... , bn). On déduit alors des lemmes 2.4
et 2.9 que les nombres

sont deux-à-deux distincts (l’argument est exactement le même qu’au
paragraphe 7). Alors l’inégalité

implique

contredisant l’hypothèse (7.6).
De même, si on est dans la situation 2 avec v &#x3E; 2, le lemme 2.8 donne

et par conséquent

ce que ne permet pas l’hypothèse (7.7).
Nous utilisons encore le lemme 2.7, pour l’application linéaire -

en /V, avec

On obtient
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Par conséquent la condition 3 implique

mais nous savons déjà que ce n’est pas autorisé par l’inégalité (7.8). Enfin
la condition 4 entraîne

et ce n’est pas possible puisque V a été choisi de dimension minimale.

Ceci termine la démonstration de la proposition 8.1. 0

9. Fin de la dénionstration.

Nous supposons que les hypothèses du théorème 1.1 sont satisfaites. Dans
un premier temps, nous supposons que les nombres log 0~1,... , log sont

linéairement indépendants sur Z. Nous définissons des nombres réels £2, £;1,

G~, ... , ,C5, Pl 710) CzO, ... , a,,, par :
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a~ Majoration des ci.

Pour n = 2, la quantité

est majorée par 93963  1.44 . 2», donc pour n &#x3E; 2 cette même quantité
est majorée par 1.44 ~ 28n. Ainsi

b) Minoration des c;.

Notons que dans le cas n = 2 on a

Cela permet de vérifier, pour n &#x3E; 2,

c) Vérification des hypothèses du paragraphe 6.

Vérification de (6.1) et de (7.1~.

Vérification’de (6.2)
Montrons que l’on a
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En effet, (9.1) et (9.2) entraînent

et 0.9 . e - 28n. + 4  e~", ce qui donne le résultat annoncé.

Vérification de (6.3)
On choisit (n + + 2) - 2n.

Vérification de (6.4)
Il suffit de vérifier l’inégalité

C’est ici que les définitions de C3 et de E:1 interviennent. Commençons par
minorer le dernier terme à droite. Comme UlcrDZ on a, en utilisant
(9.2),

donc

Ensuite on minore l’avant dernier terme à droite de (9.3) : comme
Wd &#x3E; 2nc2, on trouve 

-,

Donc

Passons au membre de gauche de (9.3). On majore Wd :

Mais

et
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Enfin on majore n -f- 2.052 par 1.0 13(n + 2) et on constate que f3 a été choisi
pour que l’on ait

V éritication de (6.5)
- 

On utilise (9.1) pour obtenir

D’autre part on a Û &#x3E; 20nDZ et Z &#x3E; 4n log n + 6n + log D, DJ
avec

Vérification de (6.6)
On majore + en utilisant (9.1) et (9.4) :

D’autre part log 9 est majoré par J/300. Il suffit donc de rema.rquer que
l’on a

/ 1 B

d) Vérification des hypothèses du paragraphe 7.

Nous allons vérifier les hypothèses du lemme 7.2. Rappelons que nous
avons choisi av = 1/2n, (0  v  n). Nous avons déjà vu que l’inégalité
(7.1) était bien satisfaite. D’autre part la condition (7.3) est banale.

Commençons par minorer fv (qui, en fait, ne dépend pas de v). On a
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Donc

Vérification de (7.4) et (7.5).
Comme c4 &#x3E; DZ/U, c’est le cas v = 1 qui est le plus restrictif dans (7.5).
Mais c4 &#x3E; 3f,,, donc il suffit de démontrer (7.4), c’est-à-dire de montrer

C’est ici qu’intervient le choix de c2, ainsi que celui de E2. L’inégalité
annoncée résulte de la minoration

Vérification de (7.6) et (7.7).
Ici encore on peut se contenter démontrer (7.6), pour les mêmes raisons que
ci-dessus. Comme ci = c4 et que G &#x3E; Z/n, (7.6) est une conséquence de
(7.4).
Vérification de (7.8).
Comme fv  C4, il suffit de considérer le cas v = 0. Comme DZ/ log E &#x3E; 1,
l’inégalité désirée résulte encore de (7.4).

e~ Conclusion dans le cas où les logarithmes sont linéairement indépendants.

Montrons que l’inégalité (8.2) n’est pas satisfaite. Comme fj+1  c4 et

que DG &#x3E; 20n log E, il suffit de voir que l’on a

ce qui résulte encore de la définition de c2. La proposition 8.1 nous montre
alors que l’inégalité lAI  e-"~~ ne peut pas être satisfaite. On majore
v = en utilisant sa définition (lemme 6.7) avec (6.3) :
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On majore (107el /103c,5) + 3n + 2 par 0.052(n2 + 6n + 1)c2/4n (cf. la

démonstration de (9.4)), et on trouve

On majore alors trivialement v par la constante C(n) du théorème’ l. l , ce
qui termine la démonstration dans le cas où les nombres log ai, ... ) log an,
sont linéairement indépendants sur Q. 0

Remarque. On vérifie facilement que l’on a aussi

f) Fin de la démonstration dans le cas où les logarithmes sont linéairement
dépendants.

Supposons les nombres log al , ... log an, linéairement dépendants sur
Q. Soit n’  n la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces
n nombres. En réordonnant éventuellement les on peut supposer que
(log al, ... , log forme une base de cet espace vectoriel. Le lemme 2.10

permet d’écrire

avec bjo, bj, entiers rationnels, bjo &#x3E; 0, et

Posons

de telle sorte que
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soit i , Montrons que l’on a

En effet, (9.5) donne

mais aussi

et par conséquent

Ainsi on trouve

ce qui démontre (9.6).
Les nombres log a.,, (1  s  n’) étant linéairement indépendants sur

Q, nous pouvons utiliser le résultat que nous venons de démontrer pour
. - n... - n - ’" n.... - _ _n.. _ _" 

On majore aussi bg par 3n3G. Comme D log A; &#x3E; log E pour
i = no + 1, ... , n, on obtient l’estimation voulue avec la constante

3n3C(nO) et 1  n~  n - 1. Or les valeurs que nous avons trouvées pour
C(n~ satisfont toujours 3n3C(n-1)  C(n~. Ceci termine la démonstra.tion
du théorème 1.1. 0
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g) Déxnonstration du corollaire 1.2.

On choisit E = e dans le théorème 1.1. Alors

On minore n log log A par 4n log n + 6n + 1 (le nombre 666 est un minorant
de e6+1 In.), et aussi par n log D + (n - 1) log log A. On minore ensuite n log B
par 4n log 6 + 6n + 1, ce qui permet de vérifier

d’où

Le corollaire 1.2 s’en déduit facilement. 0

Conclusion Bilan.

La méthode de Baker était jusqu’à présent la seule permettant de mi-
norer explicitement des combinaisons linéaires de plusieurs logarithmes. Les
quatre méthodes que nous avons présentées dans l’introduction fournissent
des minorations comparables ; il serait cependant intéressant d’analyser
soigneusement les petites différences qui apparaissent dans les estimations
finales. Il se peut qu’un mélange harmonieux des différents arguments ainsi
introduits conduise à de nouveaux raffinements.

On notera enfin que le résultat final est sensible aux estimations pro-
duites par le lemme de zéros : une amélioration de ce dernier est un objectif
important.

Dans un autre article, nous élaborerons la méthode de Schneider en

plusieurs variables (méthode 3 de l’introduction).
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